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Abraliam  Judaeus  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 

Zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  im  12.  Jahrhundert. 

Von 

M.  Steinschkeidek. 


Die  Bedeutung  des  12.  Jahrhunderts  für  die  VerpflanzuDg  morgenlän- 
disoher  Wissenschaft  auf  europäischen  Boden,  namentlich  durch  jüdische 
und  christliche  Uebersetzer  und  Bearbeiter  in  Spanien,  der  Provence  und 
Italien,  ist  seit  Jourdain*s  grundlegenden  Forschungen  erkannt  und  auf 
Terschiedenen  Gebieten  in  Einseiforschungen  beleuchtet  worden.  Wir  sind 
aber  noch  weit  entfernt  von  der  Erkenntniss  und  Sicherheit,  selbst  in  Be- 
sng  auf  vorhandene  Schriften  und  namhafte  Autoren ,  welche  fiir  eine  ge- 
naue Geschichte  einzelner  Wissenschaften  wünschenswerth  erscheint  Ins- 
besondere sind  die  umfangreichen  und  wichtigen  Ermittelungen  der 
letzten  30  Jahre  auf  dem  Gebiete  der  jüdischen  Literatur  des  Mittelalters 
aus  verschiedenen  Gründen  verhältnissmässig  noch  sehr  wenig  in  weitere 
Krebe  gedrungen,  wie  andererseits  auf  jenem  Gebiete  selbst  noch  Manches 
ans  femliegenden  Kreisen  zu  holen  ist.  Eine  gegenseitige  V ermittelung  an- 
zubahnen, ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Mittheilungen,  welche  natür- 
lich zunächst  für  solche  bestimmt  sind ,  die  an  der  philologischen  Beschaf- 
fenheit der  Texte  kein  Interesse  haben,  welche  aber  auch  andererseits 
Orientalisten  und  Hebraisten  auf  weitere  Quellen  und  Fragepunkte  führen 
and  ihnen  die  Bedeutung  einiger  technischen  Ausdrücke  nahe  bringen  sol- 
len. Ich  hielt  es  daher  für  dem  letzteren  Zwecke  angemessen,  dasjenige, 
was  nur  für  jenen  engeren  Kreis  bestimmt  ist,  vorläufig  auszuschliessen, 
indem  ich  mir  vorbehalte ,  dergleichen  in  einem  besonderen  Anhange  zu- 
sammenzustellen. 

§.!• 

Im  12.  Jahrhundert  lebten  zwei  Juden  Namens  Abrajiam,  welche  den 
ganzen  Umfang  der  mathematischen  Wissenschaften  ihrer  Zeit  beherrsch- 
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teo,  aus  arabischen  Quellen  schöpfend,  ihre  Werke  in  hebräischer  Sprache , 
verfassten.  Frühzeitig  gelangte  die  Kenntniss  derselben  durch  lateinische 
Uebersetzangen  zu  den  Christen ,  aber  die  Beinamen  wurden  entstellt  und 
zum  Theil  erst  in  neuester  Zeit  wieder  erkannt.  Durch  ein  drolliges  Miss- 
verständniss ,  das  ich  weiter  unten  beleuchten  werde,  machte  man  im  13. 
Jahrhundert  den  einen  zum  Schüler  des  andern,  was  im  eigentlichen  Sinne 
des  Wortes  sicherlich  nicht  der  Fall  war. 

Christliche  Autoren  des  Mittelalters  bezeichnen  jüdische  und  arabische 
häufig  mit  blosem  Vornamen  oder  mit  den  die  Nation  angebenden  Wör- 
tern: Judaeus,  Arabs^  welche  sie  zu  dem  blosen  Vornamen  setzen,  wodurch 
bei  gleichnamigen  sehr  leicht  ein  Zweifel  entsteht,  namentlich  wenn  andere 
Anhaltspunkte  für  die  Unterscheidung:  Zeit,  Ort,  Studienkreis  und  dergl. 
fehlen.  Ausser  den  beiden  Mathematikern  des  12.  Jahrhunderts  hat  es  jeden- 
falls noch  einen  oder  zw.ei  oder  gar  drei  Abraham  im  13.  Jahrhundert  ge- 
geben, welche  mathematische,  medicinische  und  andere  Schriften  aus  dem 
Arabischen  verdolmetschten,  wahrscheinlich  in  der  Weise,  dass  sie  zunächst 
den  arabischen  Text  in  die  Landessprache,  wahrscheinlich  das  Spanische, 
übersetzten,  und  hiernach  ein  christlicher  Gelehrter  eine  anderweitige 
Uebersetzung  ins  Lateinische  besorgte.  Ich  habe  die  hierher  gehörenden 
mir  damals  bekannt  gewordenen  Schriften  in  meinem  Caialogus  libror.  hebt, 
in  bibU  Bodl.  p.  2747—2748  zusammengestellt,  und  halte  es  nicht  für  nöthig, 
die  daselbst  angeführten  Quellen  hier  zu  wiederholen.  Die  Untersuchung 
ist  jedoch  noch  nicht  abgeschlossen,  und  giebt  es  wahrscheinlich  noch  Hand- 
schriften, vielleicht  auch  seltene  Druckwerke,  welche  neue  Aufschlüsse  bie- 
ten. Ehe  ich  jedoch  die  bisher  gewonnenen  Resultate  im  folgenden  Para- 
graphen zusammenstelle,  sind  noch  einige  andere  Abraham  zu  unterschei- 
den, welche  man,  nach  den  ungenauen  oder  vei-dächtigen  Quellen,  hierher 
zu  ziehen  verleitet  sein  möchte  (vergl.  Wolfius,  Bibl.  hebr.  L  p.61  N.  85). 
Bei  Bor  eil  ins  (Biblioth,  chimica.  12.  Heidelberg  1656  p.  2)  liest  man: 

Abraham  Judaeus,  apud  Flamelium,   übt  quaedam  ab  eo  excerpia 
videniur, 

Eundem  MS.  vidij  cum  fig.  et  expUcatione  quadam^  idq.  Lutetiae  in  4. 

Idem  de  arte  Cabatistica. 

Abrahamus  e  portu  (lies  porta)  leonis^  tres  edidit  libros  de  auro 
Veneliis  1586  in  4.  apud  Portam, 

Abraamo  etiam,  tribuitur  Über Chemicus (/)  Jetsira, dictus, valde obscurus. 
In  dieser  nicht  gerade  sehr  systematischen  Aufzählung  scheinen  drei 
Personen  unterschieden  zu  sein ,  von  denen  die  mittlere  eine  in  der  hebräi- 
schen Literatur  bekannte;  Abraham  Portaleone  ist  der  Verfasser  einet 
im  Jahre  1612  erschienenen  antiquarischen  Werkes,  welches  u.  A.  auch  ein 
Stück  aus  Albertus  Magnus :  de  gemmis^  enthält  (Catalog.  libr.  hebr.  in  bibU 
Bodl.  p.  704;  vergl.  Hebräische  Bibliographie  1863  p.  48).  Er  ist  es,  welchen 
K  i  roher  irrthümlich  als  Abraham  ben  Hannase  citirt,  und  darnach  die  An- 
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führnng  bei  Th.  H.  Martin  {Ohservaiions  sur  les  atlracUons  et  repuhaiions 
magnetiques  etc.  Borne  1866  p,  4  deaSonderabdr.  ans  den^/<i  delVAcad,)  jeden- 
falla  von  geringem  Werthe^). 

Der  zuletzt  genannte  „Abraam*^  ist  der  Patriarch,  das  Bncb  Jezira 
(Schöpfung)  gehört  nicht  in  die  Chemie;  aber  die  Alchemisten  haben  Alles, 
was  das  Mittelalter  an  dunklen  und  abergläubischen  Disciplinen  erzeugte, 
als  congenial  in  ihren  Bereich  gezogen,  und  nur  dadurch,  sowie  durch  die  Ver- 
▼ielfachung  der  Namen  in  ihren  verschiedenen  Entstellungen,  ist  die  Anzahl 
angeblicher  Autoren  entstanden,  welche  man  bei  Bor  eil  ins  verzeichnet 
findet  Ich  komme  später  darauf  zurück.  So  ist  denn  der  erstgenannte 
Abraham  Judäus  vielleicht  nur  ein  Doppelgänger  des  Erzvaters,  wenn  es 
nicht  etwa  der  in  neuerer  Zeit  näher  bekannt  gewordene  Schwärmer  und 
Pseudoprophet  Abraham  Abulafiaist,  der  um  1271  — 1291  in  Spanien 
und  Italien  verschiedene  kabbalistische  Schriften  verfasste,  welche  mit 
Figuren  und  Zeichen  versehen  sind. 

Auszuscheiden  ist  ferner  Abraham  Judaeus  in  Salamanca,  welcher  im 
Caialogus  Manuscr.  Angliae  II  n,  6142  vorkommt,  im  Index  mit  dem  Homo- 
nymus  (Ihn  Esra)  zusammengeworfen  wird.  Dieser  ist  der  bekannte  Astro- 
nom und  Chronolog  Abr.  Zacut  (Sakut  u.  s.  w.),  der  1472— 1503  blühte  und 
interessante,  zum  Theil  noch  nicht  bekannte  Mittheilungen  zur  Geschichte 
der  Astronomie  hinterlassen  hat  (vergl.  D.M.  Zeitschrift  XVIII,  178). 

§.2. 

Ich  komme  nunmehr  zu  dem  Uebersetzer  aus  dem  XIII.  Jahrhundert, 
über  dessen  Identität  mit  andern  noch  nichts  Sicheres  ermittelt  ist: 

a)  Abraham  genannt  Toriuosensis ,  also  wohl  aus  Tortosa,  wird  zusam- 
men mit  Simon  Januensis  (oder  Genuensis)  genannt,  welcher  Leibarzt  des 
Papstes  Nicolaus  IV.  (1288—91)  war.  Er  erscheint  als  Uebersetzer  von 
medicinischen  Schriften  des  Serapion  und  Zahrawi. 


1)  Ich  habe  noch  nicht  Gelegenheit  gehabt,  die  von  Mart  in  (p.  0,  A,  7)  citirte 
frühere  Abhaodlang  über  den  Magnet  {Mimoires  prSsenUs  etc.  t,  6)  xn  lesen.  Einiges 
aach  IQ  der  letiten  AbhandloDg  Gehörige  ans  hebräischen  and  orientalischen  Quellen 
habe  ich  erläutert  in  der  Zeitschrift  d.  D.  M.  Gesellsoh.  Y,  878 ;  zur  pseudepigr.  Lit. 
8.  44;  Hebr.  Bibliogr.  II,  10;  V,  122,  N.  786;  VI,  94,  Anm.  6;  Vn,  81,  N.  626,  A.  l. 
Es  mag  hier  noch  folgende  8telle  aus  Ihn  Ridhwan's  („Eodoam")  Comment.  xom 
Qnadripart.  I.  Cap.  4  (fol.  1.  Col.  0  der  Ausg.  1519)  Platz  finden:  £i  qula  hoc  non  in- 
tdiexit  Albuma9ar  crediäii  quod  erraret  [Ptol.]  tu  dicto  «aio,  dicens:  quomodo  poiest 
fvmoiiUu  htmida  ad  lunam  atcendere:  cum  fumositaa  a»cendere  nequeat  ultra  16  stadia;  et 
ima  satis  longius  est.  Ego  vero  ri»i  de  dictit  talibu»  qualia  haec  sunt:  et  dixi  quaHter  intel^ 
lexit  hoc:  quoidam  Ptol.  noluil  dicerequod  fumosilas  humida  atcendal  hinc  ad  lunam:  sed 
dixU  quod  oMcensus  fumositatis  humidae,  qui  est  versus  lunam,  docet  nos,  quod  trahit  hU" 
mores  terrae  et  aliarum  corporum  eamsequentium  siaU  adamas  trahit  ferrum  etc, 
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Es  fragt  sich ,  ob  er  identisch  ist  mit : 

b)  Abraham, dem  vermnthlichenUebersetser  Ton  Johannüii  {Hon ein)  Si- 
nopsis  libri  de  simplic. medic. oderVsendo- G al eni  de  planiis^welchesin Galen* s 
Opp.  ed.  Juntas  VII,  120  (oder  ed.  Chart.  Xlll^  p.  1004)  gedruckt  ist.  —  Siehe 
Fabricius  bei  Wolfius,  Biblioih.  hebr,  I.  n.  153  und  bei  Kühn,  Opp.  med. 
{Galen)  1.  p.  CLXXL 

Ferner  ob  identisch  ist: 

c)  Abraham  Judftus  „ci^'us  aphorismi  (nescio  qtä)  laime  versi  MSS.  Romae 
apud  Alphonsum  Cicareüum  Medicum^*^ :  nach  Alph.  Giaccorini  Biblioih.  univ. 
MSS.  bei  Wolfius,  1.  c.  III.  p.  37  n.  876. 

§.3. 

In  Toledo  finden  wir  unter  den  von  Alfons  X.  beschäftigten  Dolme- 
tschern einen  Jaden  Abraham,  der,  ausser  einem,  demMuhammed  zugeschrie- 
benen Werke  über  die  Nachtreise  des  Propheten,  zwei  mathematische 
Werke  übersetzte,  nämlich  von  Ibn  Heitham  (als  „Alhazen**  bekannt')) 
ein  Compendium  der  Astronomie,  welches  im  Original  verloren  scheint  und 
meines  Wissens  noch  nicht  näher  untersucht  ist  Es  hat  sich  handschrift- 
lich erhalten  in  einer  aus  dem  Spanischen  geflossenen  lateinischen  und  zwei 
hebräischen  Uebersetzungen  (aus  den  Jahren  1272  und  1322),  letztere  beide 
aus  dem  Original  gemacht,  die  ältere  von  einem  bekannten  Astronomen, 
dem  Jacob  ben  Machir  —  bekannt  als  Prophatins  aus  Montpellier  —  her- 
rührend, beide  in  mehreren  Handschr. öffentlicher  Bibliotheken  {Calal.  l.h.p* 
1232,1856),  ferner  in  einer  aas  der  hehr.  Uebersetzung  geflossenen  lateinischen 
des  Abraham  de  Balme]s  für  Cardinal  6rimani')(Anf.Xyi.  Jahrhundert), 
welche  die  lateinische  Handschr«  des  Vatican  4566  enthält,  und  worüber  ich  dem 


2)  Die  Identität  des  Astronomen  mit  dem  Optiker  hat  in  neuester  Zeit  n.  A. 
anch  W  o  e  p  c  k  e   angenommen   {Recherchen  »ur  plusieurs  ouvruges  de  Leonard  etc. 

I.  P.  12.) 

3)  Grimani  ist  also  anstatt  Gammari  in  lesen  bei  De  Pomis,  Apologia  pro  medico 
htbr.  p.  71  (bei  Wolf,  ßibl.  hebr.p.  45).  Für  denselben  römischen  Cardinal  übersetzte 
auch  De  Balmis  ein  philosophisches  Schriftchen  des  Avcmpace  {Cod,  Fat,  3807).  Do- 
minico  Grimani,  geb.  den  10.  Fehmar  1461,  wurde  Cardinal  am  21.  August  1403,  Pa- 
triarch yon  AquUeja  am  13.  Februar  1407  und  starb  den  27.  August  1523;  sein  Leich- 
nam wurde  zuerst  in  der  Kirche  St.  Job.  und  Paul  in  Rom  beigesetzt,  dann  nach  Ve- 
nedig gebracht,  wo  Abraham  de  Balmes  kurz  vorher  gestorben  war  (über  Letzteren 
s.  u.  A.  Mazuchelli,  GliscHttori  d'Italia,  w>l,  II,  P,  1 ,  Bre8cial758).  Sein  römi- 
sches Grab  trägt  folgende  Inschrift:  Dominico  Giimano  ßpiscopo  Portuensi  cardinali 
Suncti  Marci  Patriarchae  Aqyüejemd  inctdpatüsimae  pitae  omniwn  Mcieniutrwm  peritistimo 
temporanettm  deposUum  nepoies  pieniissimi  posuenmt,  lueiu  iotius  urbis,  Vixit  Aniw  LXII 
Men9t9  VI  Dies  VIII  obüt  XXFII  Augusii  MüXXIIL  (Ug  hellt,  ItoHasacra,  T.  F. 
Ven.  1720  eol.  131  4t.  LXXXF;  nach  Mittheil,  des  Herrn  Nardncci).  Grimani's 
Namen  tragen  einige  hehr.  Handschriften  in  München. 


Von  M.  Stkinschneider. 

Fürsten  Boncompagni  nähere  Hittheilungen  des  Herrn  Nardocci  verdanke. 
Ueber  das  andere  Werk  von  Zarkali  mag  ich  mich  hier  nicht  anslassen, 
da  ich  darüber  weitläufig  zu  handeln  habe  in  einem  weiteren  Briefe  an  den 
Fürsten  Boncompagni ,  jenen  Autor  betreffend.  Ich  warte  nur  auf  das  Ein- 
treffen des  S.  Bandes  der  in  Madrid  erscheinenden,  durch  Alfons  X.  bewirk- 
ten spanischen  Bearbeitungen  astronomischer  Schriften  auf  der  hiesigen  k. 
Bibliothek,  da  jener  Band  das  betreffende  Werk  vollständig  enthält.  Doch 
sei  mir  gelegentlich  eine  Frage  an  die  gelehrten  Leser  dieser  Blätter  ge- 
stattet: Wer  ist  Oerbertus  Oeometra,  dessenNamen  unter  Nummer  XXX 
der  Probleme  sich  findet,  welche  den  Schluss  bilden  des  lateinischen:  Sa- 
pheae  recenliores  doctrinae  Pairis  (/)  AhrusaMc  Azarchelis  eic,  a  To.  Schoner o 
eic.  (4.  Nürnberg  1534)?   Ist  es  etwa  Silvester?^) 

§.4. 

Ich  komme  nunmehr  zu  den  beiden  Gelehrten  des  12.  Jahrb.:  Abra- 
ham bar  Chijja  und  Abraham  Ihn  Esra,  welche  in  ihrer  Bedeutung 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  erst  dann  gewürdigt  werden  können, 
wenn  ihre  Schriften  näher  bekannt  geworden.  Es  soll  also  eine  Uebersicht 
und  zum  Theil  eine  Charakteristik  ihrer  literarischen  Thätigkeit  auf  dem 
speciellen  Gebiete  versucht  werden,  in  welcher  neben  den  bereits  gesicher- 
ten Besultaten  der  neuesten  Forschungen  auch  Untersuchungen  über  Zwei- 
felhaftes und  Unbekanntes  einen  Platz  finden. 

Zu  Anfang  des  12.  Jahrhunderts  lebte  der  Spanier  Abraham  bar 
(Sohn  des)  Chijja  (oder  Hijja,  Chajja,  Haja  u.  s.  w.^).  Von  seinen  Le- 
bensverhältnissen ist  wenig  mit  Sicherheit  ermittelt,  das  Wichtigste  in 
Frage  gestellt,  und  mit  Themen  von  allgemeinerer  Bedeutung  in  Verbin- 
dung gesetzt,  welche  die  Auseinandersetzung  in  diesen  Blättern  einiger- 
massen  erschweren,  aber  nicht  überflüssig  machen,  besonders  da  man  Con- 
jecturen,  Hypothesen  und  gewagte  Behauptungen  für  Biographie  und  Ge- 
schichte ausgegeben  hat.  Als  primäre  Quellen  dienen  uns,  ausser  den  wissen- 
schaftlichen Werken,  welche  weiter  unten  ausführlich  besprochen  werden, 
noch  Fragmente  zweier  unedirten  Schriften,  welche  uns  hier  eben  nur  als 
Quellen interessiren.   Die  eine,  A.,  betitelt  Megülatha-Megalle  etc.,  beweist, 


4)  Ueber  ein  dem  Gerbert  fälschlich  beigelegtes  Schrifteben,  das  Astrolab 
betreffend ,  folgt  später  eine  Notiz. 

5)  Quellen  über  Abraham  bar  Chijja  s.  in  meinem  Catai,  Codd.  hebr.  BibL  Ltigd. 
Bat.  p  149;  Hebräische  Bibliographie  lY,  109  in  der  Anzeige  eines  in  Leipzig  IsOO 
erschienenen  ethischen  Schriftchens  mit  biographischen  Erörterungen  Ton  8.  L.  R  a- 
poport;  nnd  bei  Boncompagni  in  den  Atti dettAca/fem,  1863  (<•  XFJ)  p.  935 flg. 
— Das  Argument  Rapoport*8  (p.  LUX)  für  die  Lesart  Chajja  ist  ungenügend,  da  es  bei 
dem  Verse,  anf  den  er  sich  stützt ,  nicht  auf  die  vorletzte  SUbe  ankommt  Man  bat 
anch  keine  ausreichenden  Gründe  für  die  Vocalisation:  Chijja,  s.  jedoch  Anm.  6. 


Abraham  Judäas  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 

dass  der  Messias  im  Jahre  5118  (1358)  erschefnen  werde^),  haoptsicUieh  ans 
astrologischen  Gründen  —  doch  ist  sie  sicherlich  nicht  die  Abtheiiang 
des  systematiseh  angelegten  wissenschaftlichen  Cyclo«,  von  welchem  nnten 
die  Rede  sein  wird;  noch  scheint  sie  dem  spätem  Alter  ansngehörea  (vgl, 
weiter  unten);  doch  möchte  ich  ohne  Kenntniss  des  Ganzen  hieriiber  nicht 
entscheiden.  Die  Tendenz  des  Werkchens  war  vielleicht  eine  polemisch« 
gegen  das  Christenthnm;  indem  seit  Petrns  Alphonsi  (1105)  wohl  mehrere 
Juden,  welche  als  Vermittler  arabischer  Wissenschaften  dienten  und  zum 
Christenthum  übergetreten  waren,  den  früheren  Glaubensgenossen  den  von 
ihnen  bekannten  Erlöser  predigten. 

B.  Eine  apologetische  Epistel  für  astrologische  Stnndenwählerei ,  ge- 
richtet an  den  BabbinerJehuda  ben  Barsillai  al-Barzelloni^)  „und  die 
Weisen  des  Ortes*'.  In  demselben  interessiren  uns  zunächst  die  Schluss- 
worte: „Von  meiner  Jugend  auf  bis  heute  studirte  ich  die  Wissenschaft  der 
Sterne  und  beschäftigte  mich  damit ^) ,  forschte  und  dachte  darüber  nach, 
und  glaubte,  Wissenschaft  und  Kenntniss  erlangt  zu  haben,  an  welcher 
weder  Sünde  noch  Vergehen  ist.  Nun  da  ich  sehe,  dass  weise  und  beschei- 
dene Männer,  gelehrte  und  kenntnissreiche,  nicht  meiner  Ansicht  beistim- 


6)  Anführungen  des  Baches  bei  Asarja  de  ]ßossL  (Cap.  43)  and  daraas  Gedalja 
Ibn  Jahja,  vergl.  Wolf,  Biblhebr,  I,  p.  61  und  III,  p.  31 ,  G.  B.  de  Rosai,  Bella  vana 
aspellazione p.  129  (vergl.  Jewish  Lit.  p.  316,  N.  15;  CaUl.  p.  1912  and  CXVII, 
wo  für  Alf.  lies  Paulas  de  Bargos  and  Wolf  3  anstatt  2).  Ans  den  ersten  Quellen 
neuerdings  in  einem  angefangenen  Artikel  über  Abraham,  im  Litbl.  des  Orient  X, 
420;  swei  Cltate  aus  Abravanel  nnd  Narboni  (za  yerbessem  nach  Zar  zah,  Bl.  84, 
Ool.  3)  bei  Kirch  he  im  and  im  Catal,  Codd,  h,  Lugd,  p.  148,  wo  jedoch  Jakob  ben 
Reaben*s  Citat  sich  in  dem  ethischen  Schriftchen  findet ,  hingegen  Prophiat  Daran 
{Chescheh  ha-Efod,  HS.  München  299.  Bl.  18,  Kap.  14)  hinzuzusetzen  ist.  Ohne  Na- 
men und  Titel  anzugeben  polemisirt  gegen  das  Schriftchen  schon  Malmonides  in 
Aegypten  im  Jahre  1172  (geb.  in  Cordova  1135);  aus  derselben  Schrift  stammt  aber 
auch  ohne  Zweifel  die  Angabe  des  ebenfalls  um  1170  in  Nordfrankreich  schrei- 
benden Josef  Bechor  Schor  (Cod.  München  62,  Bl.  198,  zn  Deuteron.  31,  18;  auf  die 
Stelle  machte  mich  Hr.  A.  Berliner  aufmerksam),  wo  der  ^^Sa  Mb  e$ch'Sckorta  (so  ist 
das  yerstümmelte  Wort  zu  lesen)  das  ist  Rabbi  Abraham  bar  Chijja  aus  Bar- 
sellonta**  genannt  ist.  Die  frühe  Verbreitung  der  Schrift  nach  den  entgegenge- 
setzten Richtungen  der  jüdischen  Kulturgebiete  ist  auch  für  den  Ort  der  Abfassung 
nicht  ohne  Bedeutung,  und  mag  gleich  hier  hervorgehoben  werden,  dass  auch  Al- 
fons  de  Spina  bei  seinen  Anführungen  dieser  Schrift  von  dem  Verfasser  einmal 
sagt:  Abrahmmis  filitts  ff y a e  (vergl,  Anm.  5)  qtd  hahitabal  Barehinone,  einmal  ihn 
irrthümlich  Salomo  Barchinonensis  nennt,  (Wolf,  1.  c.  III,  31,  TgL  Cattd.  Codd.  h, 
Lugd.p.  149.)  Die  älteste,  bisher  unbekannnte  Anführung  bei  einem  christlichen 
Antor  findet  sich  im  Prolog  des  Henr.  Bates  (ex  dietU  Abrahae  principU  in  5  poT' 
tiadiilibri  redemptionis    Israel);  vergl,  unten  Anm.  20. 

7)  Auch  er  heisst  ha-Nasi  (s.  weiter  unten)  bei  Ibn  Latas  (Lattes),  aas  wel- 
chem die  betreffende  Stelle  „aus  einer  alten  Handschrift**  bei  Asulai.  Vergl. 
über  ihn  Catal  libr,  hebr.  p.  1298. 

8)  Das  heisst  wohl:  wendete  sie  practisch  —  astrologisch  —  an* 
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men,  verachte  ich  meine  Knnst  (meinThnn?)  und  spreche:  In  meiner 
Kindheit  und  Jagend  (Mannesalter?)  benrtheilte  man  mich  nachsichtig, 
wegen  der  Ehre,  welche  ich  vor  Fürsten  nnd  Königthnm  er- 
worben*) und  nnn  zur  Zeit  des  Alters  sollte  es  mir  ein  Zeichen  zur  An- 
klage sein?  Es  ist  wohl  gat,dass  ich  nach  ihren  (der  Wissenschaft?)  Urthei- 
len  forsche  nnd  ihre  Vorzüge  aufzähle ,  auf  dass  der  Zorn  ihrer  Feinde  ent- 
brenne, welche  die  Uebel  derselben  verkünden,  damit  sie  ihren  Tadel  voll- 
atändig  aussprechen;  vielleicht  wird  die  Macht  ihrer  Worte  mich  überzeugen, 
ihnen  zu  folgen^*. 

Dieses  Schriftchen  gehört  jedenfalls  der  späteren  Lebensperiode  des 
Verfassers  an.  Nach  Zunz  (Zur  Geschichte  S.  483),  welcher  jetzt  die 
vollständige  Handschr.  besitzt,  lebten  Abraham  und  Jehuda  an  demselben 
Orte,  vermuthlich  Marseille.  Auch  bei  dem  Schriftchen  A.  vermuthet 
Geiger  (Mose  bei  Maimon  S.  70 ,  vergl.  Catah  Ubr.  hebr,  p,  1012) ,  dass  es  in 
der  Provence  verfasst  sei.  Diese  heutige  Provinz  Frankreichs  wurde  da- 
mals von  einem  Grafen  von  Barcelona  beherrscht  und  blieben  die  dortigen 
Juden  mit  dem  christlichen  Norden  Spaniens  lange  in  näherer  Verbindung. 
Hier,  an  der  Grenze  arabisch-muhamedanischer  und  christlich-romanischer 
Herrschaft,  Sprache  und  Bildung,  entstand  zuerst  unter  den  Juden  das  Be- 
dürfniss  der  Vermittelung  und  Uebersetzung,  und  wir  werden  diese 
Thätigkeit  als  das  Hauptverdienst  Abrahams  kennen  lernen.  Er  weist  selbst 
in  den  meisten  seiner  Schriften  auf  den  Mangel  arabischer  Sprache  und 
Wissenschaft  in  „diesen  Ländern"  oder  in  „Zarfat"  hin,  worunter  man  bis 
jetzt  vorzugsweise  Nordfrankreich  verstanden  hat.")  Rapoport  (J.c.p. 
XXXVIII — XL)  meint  jedoch,  dass  Abraham  in  Spanien  geboren  und  gestor- 
ben sei,  in  der  Provence  höchstens  nur  vorübergehend  sich  aufgehalten, 
mit  Jehuda  ben  Barsillai  habe  er  „ohne  Zweifel"  nur  eine  Hochzeitsreise 


9)  Vielleicht  rührt  daher  sein,  freilieb  arabischer  Titel:  Sa^hib  asch-Schorta 
—  welchen  übrigens  auch  einer  seiner  Jüngern  Zeitgenossen,  wahrscheinlich  ans 
der  Familie  Ibn  Esra  führte  fs.  Catal  l.  h.  p.  1808,  vergl.  p.  1802)  —  und  der 
bei  Plato  ans  Tivoli  zu  Savasorda  geworden  (s.  weiter  unten).  Die  hebräische  Be- 
nennnng  ha-Nasi  (der  Fürst)  findet  sich  nicht  selten  in  Barcelona  und  sonst  im  12. 
and  18.  Jahrhundert. 

10)  In  der  von  Geiger  benutzten  Münch.  Hdschr.  fehlt  wahrscheinlich  das  Wort, 
auf  welches  es  hier  ankommt.  Auch  im  Bnch  Ibbur  (unten  N,  5)  wird  der  Aber- 
glaube des  Blntfallens  in  den  Qnatembern  „diesen  Ländern**  zugeschrieben  (vergl. 
Hebr.  Bibliogr.  1865,  8.  50).  Asarja  de  Rossi  (Add.  II  zu  Bl.  130  ;  Bl.  312  ed.  Wien) 
schaltet  in  einer  Anführnng  dieser  Stelle  die  Worte  ein:  „Das  ist  Zarfat,  seine  Ge- 
bnrtsstätte**  (oder  „sein  Vaterland**),  was  jedenfalla  nnrichtig  ist,  da  Abraham 
Überall  als  ha-8efaradi,  d.  h.  der  Spanier,  bezeichnet  wird.  Ja  es  scheint,  al«  ob 
diese  Bezeichnung  anch  ohne  Nennung  des  Kamens  an  einzelnen  Stellen  bei  Ibn 
Esra  auf  unsern  Abraham  zu  beziehen  sei;  die  Erörterung  würde  jedoch  hier  zu 
weit  abführen. 
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dahin  gemacht  ^^);  ahervondortigen  Gelehrten  sei  die  Anregung  zn  seinen  nia* 
thematischen  Schriften  aasgegangen.'')  Bequemer  macht  es  sich  Graets 
(Geschichte  der  Jnden  VI,  120)  darch  die  Behauptung,  der  Name  Zarfat 
bedeute  das  christliche  Nordspanien  (Catalonien),  welches  bei  den  Arabern 
al-Frang  heisse.  Es  kaun  hier  nicht  der  Ort  sein ,  die  angebliche  Parallele 
zu  beleuchten,  auf  welche  sich  diese  Behauptung  stützen  soll"),  noch  die 
Tragweite  desselben  zu  verfolgen;  doch  mag  die  eine  Folgerung  gezogen 
werden ,  dass  alsdann  die  in  Abrahams  Schriften  sich  wiederholenden  Kla- 
gen wegen  Unwissenheit  in  den  mathematischen  Wissenschaften  sich  auf 
die  Bewohner  Nordspaniens  allein  oder  vorzugsweise  beziehen  wUrdenl 
Mag  aber  Abraham  in  der  Provence  geschrieben  haben  oder  nicht,  so 
waren  jedenfalls  seine  Schriften  hauptsächlich  ftlr  die  Juden  Frankreichs 
im  weitesten  Sinne  des  Wortes  berechnet,  wo  noch  beinahe  ein  Jahrhundert 
später  ein  berühmter  Erklärer  der  Mischna,  Simsen  ans  Sens  (naeh  Pa- 
lästina ausgewandert)  die  Gültigkeit  gewöhnlicher  geometrischer  Theoreme 
bezweifelt^).  —  In  dem  zu  besprechenden  Werke  über  Kalenderwesen 
(S.  119)  ist  eine  Tabelle  überschrieben:  „Tafel  zu  wissen  den  Neumond 
nach  dem  Mittellauf  in  Soria**  (sie!).  Daraus  möchte  der  Herausgeber 
(in  der  Anm.)  schliessen,  dass  Abraham  sich  dort  aufgehalten,  oder  gar 


11)  Die  Stelle  ans  Zanz  giebt  er  S.  XL  noch  ungenauer  als  der  Heranflgebcr 
S.  X,  der  schon  das  Wort  Zarfat  hinznsetst,  freilich  im  heatigen  Sinne  von  Frank- 
reich, also  die  Proyence  einschliessend.  Das  gedruckte  Ezcerpt  (Jahrb.  Ktrem 
Chemtd  yill,  58)  ist  unberücksichtigt  geblieben. 

12)  Rap.  sieht  sich  dabei  veranlasst,  die  Angaben  de  Bossi^s  zu  Cod.  1170 
weitläufig  zu  besprechen,  indem  er  den  Worten  desselben:  (ipsi  ad  kanc  pro^ 
vinciam  adsumendam  deduxeruni  me,  eo  quod  non  esset  in  umversa  Gallia  elc.) 
einen  verkehrten  Sinn  unterlegt,  nämlich  dass  man  Abraham  von  einer  fruchtlosen 
Heise  nach  Frankreich  habe  abhalten  wollen ;  in  der  That  stehen  schon  jene  Worte 
der  Ansicht  RapoporVs  nicht  entgegen.  Der  Text,  der  mir  vorliegt,  ist  etwa  so 
zu  übersetzen:  „Nicht  aus  freien  Stücken  (JirezorU)  bin  ich  eingetreten  (neck- 
nasiij  d.  h.  in  die  Arbeit)  und  nicht  meiner  Ehre  willen,  um  mir  darauf  Etwas  zu 
Gute  zu  thun,  sondern  viele  der  Grossen  meines  Zeitalters,  deren  Rath  (Ansicht) 
ich  anzunehmen  verpflichtet  bin,  brachten  mich  zu  allen  Diesem,  weil  im 
ganzen  Lande  Zarfat  (Frankreich)  über  diese  Wissenschaften  kein  Buch  in  hebräi- 
scher Sprache  geschrieben  war ,  und  nach  ihrem  Munde  (Wunsche)  übersetzte  ich 
aus  den  Schriften  IsmaePs  u.  s.  w.'*  Beachtenswerth  sind  noch  die  Worte  in  der 
Einleitung  zur  Geometrien  „Ich  sah,  dass  die  meisten  Gelehrten  unseres  Zeitalters 
im  Lande  Zarfat  nicht  in  der  Geometrie  bewandert  sind  *',  und  am  Schlüsse  der- 
selben (s.  mein  Miscknat  ha-Middot  p.  7,  Z.  1):  „Du  fällst  in  die  Grube,  in  welche 
die  Männer  dieser  Länder  gefallen"  u.  s.  w. 

13)  Gegen  Grants  S.  83  s.  Zunz,  Zur  Geschichte  S.  187.  Zu  beachten  ist 
auch  die  Stelle  in  dem  Werke  Zurät  ha- Arez  unter  Alinea  5:  „nach  Spanien  (Aspa- 
mia)  und  den  christlichen  Ländern  in  Frankreich  (/ranfra)'*. 

14)  Jetrish  Literattere  p,  3Ö2  n.  00. 
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(Vorr.  S.VII)  dort  geboren  sei!")  Mir  ist  das  Wort  (in)Soria  in  der  "lieber- 
scbrift  überhaupt  verdächtig;  es  kann  sehr  wohl  von  einem  dortigen  Ab- 
schreiber herrühren'*).  Es  findet  sich  nämlich  S.  120  eine  Tabelle  über 
Länge  und  Breite  von  23  Städten,  meistens  ans  Spanien  (auch  einiger  aus 
der  P  r  o  V  e  n  c  e),  an  deren  Spitze  ebenfalls  Soria  steht,  was  bisher  von  den  Bio- 
graphen unbeachtet  geblieben.  LeleweP^  legt  diesem  Täfelchen  eine  Be- 
deutung für  die  Geschichte  der  Geographie  bei  und  emendirt  es  aus  den 
Parallelen  des  Marokkaners  Abu*l  Hasan ,  bemerkt  jedoch  (p.  LI,  N.  12) 
„  Sorta,  separ^  de  la  $uiie  progressante  de  longUudes  ei  placi  en  chef  de  toute  la 
lisie,  est  peut-iire  la  patrie  pu  le  sejour  cC Abraham";  wohl  nicht  ohne  Hinblick 
auf  die ,  freilich  nicht  ausdrücklich  erwähnte  Conjectur  des  Herausgebers« 
Es  bemerkte  aber  schon  Dav.  C'assel'^):  „Woher  der  Herausgeber  diese 
kleine  Tabelle,  die  doch  nicht  zum  Sefer  ha-Ibbur  zu  gehören  scheint,  ge- 
nommen, ist  nicht  gesagt**;  zugleich  erkennt  er  in  demselben  Buche  eine 
Verweisung  (S.  15)  auf  ein  anderes  Werk,  in  Bezug  auf  solche  specielle 
geographische  Angaben,  als  Interpolation.  Das  Täfelchen  ist  aber  wohl  der 
Oxforder  Handschr.  entnommen,  da  ich  in  meinen  Notizen  darüber  finde, 
daas  die  letzten  4  Blätter  (40—43,  in  Folio)  Tabellen  enthalten.  Das  beweist 
freilich  noch  nicht  die  Zugehörigkeit  zu  dem  Werke  über  Kalenderwesen, 
ja  niöht  einmal  die  Autorschaft  Abraham*s.  Aber  die  seltsame  Isolirung 
Soria*s  erklärt  sich  durch  die  Annahme,  dass  der  Abschreiber  diese  Stadt 
an  die  Spitze  gestellt,  oder  die  ganze  Tabelle  nicht  von  Abraham  herrühre. 
Es  ist  das  freilich  auch  nur  eine  Hypothese,  aber  eben  nur  als  solche  hin- 
gestellt, um  nachzuweisen,  wie  wenig  der  isolirte  Name  Soria*s  für  das  Le- 
ben Abraham's  massgebend  sei.  Hingegen  ist  Abraham  barChijja  sicherlich 
in  Barcelona  literarisch  thätig  gewesen,  und  zwar  ist  das  jüngste 
Datum,  welches  ihn  mit  Barcelona  in  Verbindung  setzt,  das  Jahr  1136,  wo- 
für die  von  mir  entdeckte  Beziehung  zu  Plato*s  üebersetzungen  entschei- 
dend ist.  Das  Todesjahr  Abraham*s  ist  unbekannt,  sein  Geburtsjahr  kaum 
annähernd  zu  conjiciren,  da  das  Alter,  von  welchem  er,  selber  spricht,  und 
zwar  in  einer  Schrift,  deren  Datum  unsicher,  einen  weiten  Spielraum  zulässt. 


15)  Auch  in  dieser  Beziehung  ist  die  Angabe  Rapoport's  p.  XXXVIII  un- 
genau; Lnzsatto  und  Zonz  wissen  nichts  davon;  bei  Qraets  ist  das  freilich  schon 
geschichtlicbe  Thatgacbe. 

16)  lieber  die  Varianten  der  ans  Spanien  herrührenden  Oxforder  Handschrift 
(Oppenb.  1143  fol.,  vom  Jahre  147Ö,  die  Hand  ist  eine  spanische,  wie  icb  aus  Auto- 
psie weiss)  nnd  der  Pariser  (447,  s.  Litbl.  des  Orients  IX,  795)  s.  die  Bemerkung 
des  Heransgebers  p.  XI. 

17)  Giograpkie  du  moyen-äge  /.  p.  L — LH  (vergl.  Epilogue  p,  94). 

18)  In  einer  Becension  des  Werkes  Abraham 's  inFrankeTs  Monatschr. 
Bd.  I.  (1852)  S.  65. 
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§.6. 

Wenden  wir  nns  nnn  zu  den  mathematischen  Schriften  Abra- 
ham^s,  nnd  zwar  zuerst  zu  den  hebräischen. 

1.  Für  die  des  Arabischen  unkundigen,  in  den  profanen  Wissenschaf- 
ten wenig  bewanderten  Juden  in  Zarfat  (oben  Anm.  12)  bearbeitete  Abra- 
ham eine  Art  Encyklopädie,  betitelt :  Jesode  ha-Tebuna  u-Migdal ha-Emuna 
(„Die  Grundpfeiler  der  Einsicht  und  der  Thurm  des  Glaubens**).  Von  die- 
sem in  seiner  Art  bedeutenden,  fttr  die  Geschichte  der  Mathematik  vielfach 
interessanten  Werke  haben  sich,  wie  es  scheint,  nur  Fragmente  des  ersten 
Haupttheils,  meistens  unter  falscher  Ueberschrift,  erhalten.  Der  Verfasser 
beschränkt  sich  in  denselben  auf  allgemeine  Begriffe ,  Grundlehren  u.  dergl. 
der  Arithmetik,  Geometrie  und  Optik,  worauf  Musik  und  Astro- 
nomie folgen  sollten.  Die  übrigen,  in  der  Einleitung  angegebenen  Dis- 
ciplinen  übergehen  wir  hier.  Nähere  Angaben  enthält  ein  Specialartikel 
in  der  „Hebr.  Bibliographie**  1864  (No.  40.)  S.  84  flg.  Die  für  Mathematik 
genannten  Quollen  sind  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik,  Bd.  X.  S.  466 
mitgetheilt.  —  Es  beruht  wohl  auf  einem  Irrthum  eines  Abschreibers,  wenn 
man  die  allgemeine  Einleitung  zu  diesem  Werke  vor  der  speci eilen  Geo- 
metrie (unter  No.  6)  in  der  Handschrift  De  Rossi's  findet;  obwohl  es  mög- 
lich ist,  dass  der  Verfasser  die  zu  nennenden  ganz  speciellen  und  ausführ- 
lichen Werke,  die  ebenfalls  einen  zusammengehörigen  Cyklus  zu  bilden 
scheinen,  an  die  Stelle  der  ganz  allgemeinen  Umrisse  gesetzt  hat. 

2.  Zurai  ha-Arez  (Form  der  Erde"),  astronomische  Geographie  und 

19)  Dieser  Titel  ist,  mit  geringen  synonymischen  Verändernngen,  für  kosmo- 
graphische  Schriften  (abgesehen  Ton  wirklichen  Abbildungen,  Karten,  Sphären, 
deren  Zusammenhang  mit  geographischen  Erläuterungen  hiermit  nicht  geleugnet 
wird)  stereotyp  geworden,  und  kommt  bei  den  Arabern  schon  für  die  Geogra- 
phie des  Ptolemäus  Tor  (s.  Heinaud,  Einleit.  zu  Albufeda  p.  45,  132;  hebr. 
Titel  bei  Abr.  Zakut,  Juchasin  f.  143,  Ausg.  Crac. ;  unrichtig  ist  die  Mittheil.  Carmoly*s 
bei  Lelewel,  Geogr*  If  19  [vgl.  Epiioifuep,  46];  die  Ausg.  London  p.  245  ist  hier 
corrupt;  bei  NarboniEU  Maimonides  II,  30,  B1.41  liest  man:  „Ptolemäus  im  Buche 
der  Welt";  liber  demappa  mundi  hei  Ibn  Ridhwan  [„Rodoam*']  im  Vorwort  eum 
Comm.  über  das  Quadripartihtm,  EL  1,  CoL  3,  ed.  1519;  vgl.  mappa  antiqua  und  mappa 
nova  das.  II,  3j  Bl.  27,  Col.  4).  Doch  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  zu  bemerken, 
dttss  zur  Zeit  des  Abraham  noch  kein  Werk  des  Ptolemäus  ins  Hebräische  über- 
setzt war,  die  Geographie  auch  später  nicht  Die  vielfach  wiederholten  Angaben  ron 
hebräischen  Uebersetzun^en  griechischer  Autoren  beruhen  auf  Irrthümem,  deren  Be- 
leuchtung hier  nicht  beabsichtigt  sein  kann  (ygl.  Jew.  LH.  p.  353,  CaiaL  L.  h.  p,  2487). 
Hingegen  mögen  einige  christliche  Verfasser  tou  Schriften  de  ünagine  mwidi  genannt 
sein,  die  ich  zufällig  notirt  habe,  ohne  deren  Zeitalter  genauer  rerfolgen  zu  können. 
Ausser  dem  bekannten,  auch  in  Reimen  rorhandenen  Image  du  monde,  welches  auf 
Walther  (Gautkier)  ron  Metz  (um  1245)  zurückgeführt  wird,  auch  in  hebräischer 
und  jüdisch-deutscher  Bearbeitung  ezistirt  (s.  die  Citate  im  8  erapeum  1863  S.  101, 
rgl.  Lelewel  L  c.  II,  7)  und  Peter  aus  Ailly  (um  1410,  s.  Beinaud,  Einl.  zu  Abulf. 
p.  115,  Tgl.  Lelewel,  Epil.  124),  fand  ich  Petrus  de  Casa,  Patriarch ron  Jerusa- 
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Astronomie  in  10  „Pforten"  (Abschnitten).  Der  Verfasser  spripht  sich  über 
den  Inhalt  in  der  Vorrede  folgendermassen  ans: 

Die  Stemknnde  zerfftllt  in  zweiHanpttheile:  l)  über  Form  des  Himmels, 
Gestalt  der  Erde,  Lanf  des  Himmels  nnd  der  Sterne ,  eine  eigentliche  Wis- 
senschaft. Die  Astronomie  zerfiKllt  in  zwei  Theile:  a)  Form  oder  Constrnc- 
tion  von  Himmel  und  Erde  n.  s.  w.  nebst  den  Beweisen,  b)  Berechnung  der 
Läufe  und  Bestimmung  des  Standes  der  Sterne  zn  jeder  Zeit.  Das  vorlie- 
gende Werk  enthält  nur  den  ersten  Theil,  der  zweite  ist  einem  anderen  Werke 
Torbehalten. —  Der  zweite  Hanpttheil:  Die  Astrologie,  ist  keine  eigentliche 
Wissenschaft,  empirisch  und  ohne  stringente  Beweise.  Der  Verf.  will  je- 
doch, wenn  er  den  ersten  Hanpttheil  beendet  hat,  sich  auch  dem  zweiten 
Buwenden  —  wahrscheinlich  der  Vollständigkeit  halber.  Es  scheint  je- 
doch, als  sei  er  nicht  dazu  gekommen;  wenigstens  hat  sich  keine  Spur 
eines  solchen  selbstständigen  Werkes  selbst  in  Citaten  der  jüdischen  Astro- 
logen des  12.  und  13.  Jahrhunderts  erhalten,  welche  im  Namen  des  Abr.  bar 
Chijja  fast  nur  astronomische  Specialitäten  anführen."^) 


lern  (Cod.  Digb.  16  im  Catal,  Mss.  Angl.  /,  77^,  und  Lndovicns  de  An.galo  (der 
auch  das  Buch  der  Nativitäten  des  Ibn  Esra  aus  dem  Spanischen  übersetzte),  in 
Cod.  Paris  6561.  Ueber  ein,  dem  Werke  Abraham^s  ähnliches,  aber  mehr  astrono- 
jnisches  anonjmes  Compendium:  „Form  des  Globas*'  (Temunai  ha-Kaddur) ,  mir  in 
hebräischen  Handschr.  erhalten,  s.  Hebr.  Bibliographie  1864,  8.  27,.  47  (1862 
S.  108).  —  Hingegen  ist  das  mit  Abraham's  Werke  gleich  betitelte  des  Isak  Lathif 
bei  Heilbrunner  p.  476,  §.  492  ein  kabbalistisches  (heraasg.  Wien  1862). 

20)  D.  M.  Zeitschr.  XYIII,  122.  Dass  man  die  eschatolo^ische  Schrift  nicht  hier- 
her stehen  könne,  ist  schon  oben  (S.  6)  bemerkt  worden.  In  den  astrologischen 
Schriften  des  Ibn  E  sr  a  ist  unser  Abraham  nur  an  äusserst  wenigen  Stellen  genannt, 
abgesehen  von  einigen  Missverständnissen  des  lateinischen  Uebersetzers  Henricus 
B  ates,  die  zu  weiteren  Irrthümern  geführt  haben.  In  dem  Buche  de  »nrndo  (Bl.  78, 
col.  4)  übersetzt  derselbe  ungenan:  dicit  Abraham  magist  er  nosier;  auf  dergleichen 
Stellen  beruht  seine  Behauptung  im  Prolog  (vgl.  oben  Anm.  6),  dass  Ibn  Esra  unse- 
ren Abraham  als  seinen  Lehrer  bezeichne,  was  dann  von  Pico  dela  Mirondola  und 
bis  zu  unserer  Zeit  (unten  Anm.  38)  wiederholt  worden ,  ohne  dass  man  die  Quelle 
kannte.  Ich  komme  anderswo  darauf  zurück;  hier  ist  nur  zu  bemerken,  dass  an  je- 
ner Stelle  wahrscheinlich  Ibn  Esra  selbst  der  Abraham  ist  (im  Cod.  München  304, 
Bl.  2  liesst  man:  „Ich  Abraham**).  Auch  im  hebr.  Text  selbst  haben  die  Abschreiber 
manchmal  dem  Namen  Abraham  den  Ehrentitel  „Rabbi"  vorgesetzt,  so  dass  man  ohne 
Vergleichung  von  Handschriften  die  Worte  des  Verf.  selbst  für  Citate  halten  möchte. 
Bald  darauf  liest  man  bei  Bates  zweimal  „Abraham",  einmal  abratam^  wo  der  hebr. 
Text  richtig  „Abarchas",  d.  i.  Hipparchos  hat!  In  der  uncdirten  Recension  des 
Buches  der  Ursachen  (Tawnim),  welche  ich  für  die  ältere  halte  (Hebr.  Bibliogra- 
phie 1860,  S.  33),  bemerkt  Ibn  Esra,  dass  „Abraham  ha-Nasi"  bereits  die  „Lei- 
tungen" (NiAug{mz=  Directianes,  arab.  Taajirät)  angegeben,  welche  er  seihst  also  nicht 
anzugeben  brauche,  femer  dass  der  „Nasi"  die  Methode  angegeben,  die  Grade  des 
Sternes  zu  finden,  wenn  er  eine  Breite  hat.  Aber  diese  Berechnungen  der  Astrologie 
bilden  einen  Theil  der  nnter  3,  4  zn  nennenden  Werke;  und  dort  wird 
auch  wohl  das  zn  finden  sein ,  was  Ibn  Esra  in  der  von  ihm  gestellten  NativitUt  be- 
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Von  unserem  Werke  wurde  ein  Anszng  des  Testes  mit  lateinischer 
Uebersetzung  von  Münster  (1546)  herausgegeben,  der  vollständige  Text  mit 
Anmerkungen  erschien,  nebst  zwei  Bearbeitungen  von  Sacrobosco*B  Buch 
über  die  Sphäre  —  deren  zweite  bisher  nicht  als  solche  erkannt  worden 
(CataL  /.  h.  p.  2255)  —  erst  1720  und  ist  in  nichtjttdischen  Kreisen  wenig  be- 
kannt geworden  '^),  obwohl  es  weit  früher  die  Aufmerksamkeit  eines  italie- 
nischen Fürsten  auf  sich  gezogen,  wie  folgende,  bisher  unbekannte  Nach- 
weisung ergiebt.  Die  lateinische  Handschrift  OUobon.  2079  des  Vaticans  ent- 
hält nämlich  auf  51  Blättern  eine  wahrscheinlich  vollständige  lateinische 
Uebersetzung  des  Werkes.  Im  März  1863  theilte  mir  Fürst  Boncompagni 
Folgendes  aus  dem  Anfang  und  Ende  mit: 

In  noie  deu  Über  de  forma  terrae  et  de  figuratione  celestium  nee  non  de 
ordine  motus  stellarum:  Dixit  Abraham  patriarcha  (!)  filius  Rabi  chagia  [lies 
chayia]  hispanus  scientia  astrorum  juxta  korum  [l.  hominum']  opinionem  in  duas 
maximas  dividitur  partes  (Bl.  1,  Z.  1 — 6).  Diese  Worte  stimmen  mit  dem 
eigentlichen  Anfang  des  hehr.  Textes,  nach  den  einleitenden  Eulogien. 
Ende :  Oramus  itaque  deum  ut  adiuvet  nos  atque  animet  ad  observandum  ac  fir- 
miter  lenendum  dicta  et  praecepta  ipsius  legis  omnibus  diebus  nostris  amen.  [Feh- 
len nur  drei  unwesentliche  Worte  der  Schlussformel  des  Originals.]  Ex- 
pletus  est  hie  perutilis  ac  preciosus  tractatus  de  astrologia  quem  iraduxit  ex  he- 
braeo  in  latinum  magister  Hysaach  hebraeus  francogena  ad  compascen- 
iiam  magnanimi  ac  sapientissimi  principis  domini  Alberti  Sij  de  Sabaudia. 
Ueber  die  Zeit  dieses  Albert  von  Savoyen  habe  ich  bis  jetzt  keine  Aus- 
kunft erhalten  können ;  Magister  Isaak  (vielleicht  Zarfati,  Franzose  ge- 
nannt) ist  mir  sonst  ^unbekannt;  Männer  Namens  Isaak  Zarfati  lebten  zu 
verschiedenen  Zeiten. 

Vielleicht  giebt  es  auch  eine  französische  Uebersetzung  unseres 
Buches.  In  dem  Artikel  Aben  Hezra  der  Biogr.  univers.  T.  L  (1843)  p.  64 
von  Derenbourg,  liest  man :  La  bibliotheque , .  Sorbonne  possedait  une  traduc- 
tion  franfaise  de  la  Sphäre  d*Aben  Ezra  faile  en  1273  par  maitre  Bei  ade. 
Wenn  hier  nicht  Ibn  Esra's  Schriftchen  über  das  Astrolab  gemeint  ist ,  so 
wäre  eine  Verwechslung  des  Autors  anzunehmen.  —  Das  Verhältoiss  des 


merkt  (s.  unten  zu  Ende  des  Artikels),  nnd  woraus  ick  nur  die  Worte  excerpirt  habe: 
„Wozu  soll  ich  noch  weitschweifig  sein  über  (d.  h.  in  Bezog  auf)  den  Nasi ;  die  Worte 
sind  lauge  (viel),  und  es  ist  gut,  den  kurzen  Weg  zu  gehen  nnd  zu  bemerken"  u.  s.  w.  — 
In  meiner  Handschrift  der  Tafeln  (s.  Anm.  24)  Bl.  65^  liest  man :  „Die  meisten  Dinge, 
welche  am  Ende  dieses  Buches  erwähnt  sind ,  beziehen  sich  auf  die  Rechenkunst  nur 
entfernt,  hauptsächlich  gehören  sie  zur  Erfahrungskunst  (Astrologie);  wir  sind 
aber  veranlasst  worden,  sie  in  diesem  Buche  zu  erwähnen,  um  die  Methode  der 
Berechnung  und  was  damit  zusammenhängt,  Yollständig  zu  geben« 
Ich  schliesse  also  an  dieser  Stelle'*  u.  s.  w. 

21^  D  elambre  (Bist,  de  fastr,  dumoyen-Age  p.  211)  und  Lelewel  a.  a.  O.  I. 
p.  II,  gründen  ihre  Angaben  auf  das  Compendium,  das  mir  jetzt  nicht  vorliegt. 
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Werkes  zu  dem  bekannten  ähnlichen  von  Alfergani  verdient  nähere  Un- 

tersachung**)-  ' 

3.  Cheschhon  Mahlechot  ha-Kochahim  (Berechnung*  der  Länfe 
der  Sterne) ,  der  zweite  Theil  der  Astronomie ,  welcher  in  20  Pforten  die 
versprochene  specielle  Aosführnng  enthält.  Der  Anfang  des  Vorwortes 
ist  in  dem  unter  5  zn  nennenden  Werke  p.  VIII.  abgedruckt  An  densel- 
ben schliesst  sich  die  Inhaltsangabe,  dann  bemerkt  der  Verfasser,  dass  man 
hier  manches,  schon  im  ersten  Theile  Vorgebrachte  wieder  finden  werde; 
er  habe  nicht  die  Absicht,  Dinge  zu  wiederholenr.  sondern  es  sei  dies  zur 
Begründung  der  Berechnung  nöthig.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
diese,  wie  alle  ähnlichen  Schriften  der  Araber  und  Juden  der  älteren  Zeit, 
auch  die  Berechnung  von  Themen  darbietet,  die  nur  fUr  die  Astrologie 
einen  Werth  haben.  So  ist  die  18.  Pforte  gewidmet  der  Berechnung  des 
aufgehenden  (ßoroscop)  und  des  im  Zenit  („Hälfte  des  Himmels**)  stehen- 
den Gestirnes,  sowie  der  Berechnung  der  sogenannten  „Häuser**,  nach 
welchen  bekanntlich  die  Nativität  gestellt  wird.  Ich  habe  noch  nicht  Oe- 
legenheit  gehabt,  letztere  näher  zu  untersuchen ,  an  welche  sich  ein  beson- 
deres Interesse  knüpft.  Schieiden  (Studien  1855,  S.  251)  findet  nämlich  in 
dem  Über  nativitalum  des  „Juden  Abraham**,  Venedig  1485,  eine  „ganz  selt- 
same, nirgends  erwähnte  Eintheilung  des  Horoscops,  welche  ausdrücklich 
als  indisch  bezeichnet  wird****).  Dieses  Buch  hat  Abraham  Ihn  Esra 
zum  Verfasser,  auf  dessen  Verbältniss  zu  indischen  Doctrinen  noch  näher 
einzugehen  sein  wird.  Es  gehört  hierher  auch  eine  Stelle  bei  Delambre 
(Hist.  de  fasir,  du  moyen-äge  p.  496);  La  maniere  de  construire  un  theme^  em- 
prunU  dt  Abraham  Aben-Esra  par  Regiomontanus ,  a  paru  preferable  ä  iouies  les 
auires,  On  croit  qWeUe  $e  rapproche  beaucoup  de  celle  de  Ptolemee.  In  einer 
hebräischen  Handschrift  der  Bodleiana  (Reggio  47)  findet  sich  hinter  einer 


22)  lieber  die  abweichende  Angabe  der  Klimata  s.  Leie.wel  1.  c.  ~  In  der  IX. 
Pforte  ist  Ton  der  Er  dm  es  sang  unter  Ma^amundie  Rede.—  Die  betreffende  Stelle 
im  Alfergani  ist  stereotyp  geworden,  vgl.  die  Bemerkungen  Reinaud's  (Einleit.  zu 
Albnfeda  p.  L.  und  sonst)  mit  der  Literatur  bei  Biccioll,  Afmag,  not),  I,p,Q\,  —  In 
demselben  Abschnitte  wird  in  der  Ausgabe  Albattani  (auch  in  Pf.  X  citirt)  als 
derjenige  genannt,  welcher  die  kleinste  Zahl  für  den  Himmelsamfang  angab;  in  der 
mir  Torliegenden  Handschrift  aus  Reggio^s  Sammlung,  welche  jetzt  Herr  Schorr 
besitzt,  liest  man  Alfergani  für  Albattani.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich, 
dass  in  der  Astronomie  des  Isaak  Israeli  IV,  7  (vgl.  Jetv,  Lit,  p.  854,  Note  20a,  wo 
das  Citat  nngenaa)  von  israelitischen  Weisen  im  Lande  Eiam  die  Rede  ist, 
aber  wohl  „ is m a e litische '*  za  emendiren.  Vgl.  aach  D.M.  Zeitschr.  XVIII,  121, 
Anm.  5. 

23)  Nach  Schieiden,  S.  250, hätte  Maschallah,  „ein  Araber,  der  ungefähr  ge- 
gen Ende  des  X.  Jahrh.  gelebt  haben  rnass*',  zuerst  die  künstlichen  „Häuser*^  ange- 
wendet. Der  Jude  Maschallah,  auf  welchen  si«;h  fast  alle  uns  zugänglichen  arabischen 
Astrologen  bcmfen,  lebte  schon  anter  Mansur  und  Maamun,  also  im  Till«  Jahr 
hundert. 
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Abhandlung  über  das  Astrolab,  nach  Josef  Taitazak  (Anfang  16.  Jahrb.), 
vielleicht  von  einem  Schüler  desselben  niedergeschrieben,  eine  Anwei* 
snng,  das  aufgehende  Gestirn  (Zomeack)  und  die  12  Häuser  zu  finden 
(Bl.  170),  an  deren  Schluss  es  heisst:  „Diese  Eintheilungsweise  der  Häuser 
folgt  der  Ansicht  des  Ibn  Esra  und  des  Levi  ben  Gerschom  [um  1330 — 40], 
auch  der  Ansicht  des  seligen  Mordechai  Finzi  [blühte  Mitte  15.  Jahrb.]. 
Allein  nach  der  Ansicht  des  Ptolemäns  und  aller  Aelteren ,  auch  nach  der 
Ansicht  de»  weisen  Rabbi  Abraham  Zacut ,  des  gelehrten ,  in  unserer  Zeit, 
auf  den  man  sich  verlassen  darf,  ist  die  Methode  eine  andere ,  die  ich  dir 
mittheilen  will,  es  ist  die  des  Alfons  [Randnote :  in  seinen  Tafeln ,  welche 
die  genauesten  sind ,  die  sich  in  unserer  Zeit  finden],  und  nach  derselben 
richtete  sich  mein  Lehrer  Josef  Taitazak,  den  Gott  beschütze.*^  (Vgl.  Hebr. 
Bibliographie  1804.  8.  27.  Anm.  2).  £s  wäre  demnach  von  einigem  Interesse, 
zu  wissen,  welche  Methode  der  astrologischen  Himmelstheilung  unser 
Abraham  vorbringt. 

Von  diesem  unedirten  Werke  finden  sich  Handschriften  u.  A.  in  der 
Medicea  (Plut.  88.  Cod.  28*,  und  Cod.  30",  bei  Biscioni  ed.  in  8.  pag.  483, 
494),  im  Vatican  379  (s.  weiter  unten),  Paris  a.  f.  404  und  sonst  (nach 
Dukes,  im  Litbl.  des  Orients  1849,8.430),  woraus  eine  Abschrift  Goldberg's 
jetzt  in  der  Bodleiana  (Oppenheim  Add.  Oct.  5) ,  in  Lejden  (Warner  37, 
s.  meine  Beschreibung  im  Catalog  der  dortigen  Handschriften  p.  150);  die 
Handschrift,  welche  der  jüngst  verstorbene  Luzzatto  besass,  ist  wohl  von 
Herrn  Halberstamm  in  Bielitz  erkauft,  die  Handschrift  Almanzi  212.  I.  ist 
jetzt  im  Brit.  Museum  in  London.  In  der  Turiner  Handschr.  (00  bei  Pa- 
sinus  p.  24)  soll  dem  Werke  eine  Vorrede  des  Jakob  ben  Machir  voran* 
gehen.  Die  Münchener  Handschr.  30  enthält  auf  Bl.  142^  und  143  nur 
bis  Ende  der  ersten  Pforte.  Die  von  Wolf  und  De  Rossi  (Wörterbuch 
deutscher  Uebers.  8.  81,  n.3:  „Astrologische  (!)  Berechnungen**)  ange- 
führte Handschrift  Oppenheim  ist  1005  Qu.,  wo  auf  Bl.  97  bis  99  unter  der 
incorrecten  Ueberschrift ;  Misefer  (oder  Mispar?)  Cheschbon  eine  Aufzäh- 
lung der  48  8ternbilder,  beginnend:  „Anzahl  der  Sterne.  Die  Fixsterne, 
deren  Orte  die  Alten  in  ihren  Büchern  angeben,  sind  1022"  u.  s.  w.  Ob 
dieses  Fragment  wirklich  aus  unserem  Werke  cxcerprit  sei,  vermag  ich  zur 
Zeit  nicht  anzugeben.  Vielleicht  ist  hiermit  identisch  das  Fragment  „  An- 
zahl der  Sterne"  in  einer  Handschrift  in  Meseritz  (s.  Hebr.  Bihliogr.  1804. 
S.  112,  n.  2).  —  Die  Stelle  bei  Christmann  zu  Alfergani  p.  195  (angeführt 
von  Boncompagni  in  den  AUi  dell"  Jcad.  pontif.^  A.  XVI,  1803  p.  927)  aus 
einer  pfälzischen  Handschrift  des  computus  tnotuum  coelestium  von  Abraham 
bar  Chijja,  ist  jetzt  im  Vatican.  Cod.  379  zu  suchen,  da  bekanntlich  die  he- 
bräischen Handschriften  Heidelbergs  im  dreissigj ährigen  Kriege  nach  Rom 
wanderten. 

4.  Luchot ^    astronomische  Tabellen,    gewöhnlich   als   Tabellen   des 
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yyNasi^*  beaeicknet,  oder  Tabellen  nach  Ptolemfins'^),  können  eigentlich  nur 
als  eine  Art  von  Anhang  zu  dem  vorangehenden  Werke  betrachtet  werden; 
allein  die  Handschriften,  die  sich  erhalten  haben,  scheinen  nicht  mehr  die 
ursprünglichen,  wenigstens  nicht  in  Bezug  aaf  die  begleitenden  Kegeln, 
was  sehr  begreiflich  ist,  da  es  scheint,  dass  sie  noch  lange,  jedenfalls  bis 
tief  ins  13.  Jahrhundert,  als  mustergiltig  betrachtet,  vielleicht  ausschliesslich 
benutzt  wurden.  Solche  Tabellen  werden  aber  gewöhnlich  von  gelehrten 
Abschreibern  oder  Bearbeitern  mit  Zusätzen  ausgestattet,  namentlich  mit 
solchen,  welche  den  Gebrauch  für  eine  spätere  Zeit  erleichtem,  mitunter 
werden  auch  die  inzwischen  verflossenen  Zeiträume  weggelassen,  so  dass 
die  „Radix**  (das  Ausgangsjahr)  nicht  immer  für  die  ursprüngliche  Abfas- 
sung massgebend  ist.  Nun  wissen  wir  zwar  aus  einem  Citat  des  Spaniers 
Josef  ben  Elieser  (zu  Genesis  32  n.  30),  dass  auch  Ihn  Esra  zweierlei  astrono- 
mische Tabellen  verfasst  habe,  nämlich  in  Lucca  in  der  Lombardei'^)  und 
in  Narbonne,  in  welchen  er  ein  verschiedenes  System  in  Bezug  auf  den  An- 
fangspunkt der  Erdläuge  befolgte''),  und  das  Zengniss  ist  um  so  zuverlässi- 
ger, als  der  betreffende  Autor  selbst  ein  kundiger  Mathematiker  war  und  im 
Jahre  1335  astronomische  Tafeln  verfasste,  nach  Assemani's  Catalog  der 
Vatican'schen  Handschriften*^.  Allein  Ihn  Esra  hat  auf  seiner  Wanderung 
einen  grossen  Theil  seiner  zahlreichen  Schriften  aller  Art  blos  in  verän- 
derter Gestalt  wieder  herausgegeben,  und  da  meines  Wissens  kein  einziges 


24)  So  s.B.beiMordochai  Finzi  (1446)  in  der  Handschrift  Michael  570  {Jem,  UU 
p.  180  and  360,  Anm.  70).  In  meiner  zu  erwähnenden  Handschrift  Bl.  63  b,  wo  es 
sich  um  die  Berechnung  der  sogenannten  Kevolutionen  ( Tekufot)  der  Jahre  handelt, 
liest  man:  .. .  „nach  Ansicht  des  Ptolemäus,  nach  welchem  die  Läufe  in  diesem 
Buche  berechnet  sind";  vgl.  auch  Bl.  65.  Allein  Bl.  65 b  (diese  Stelle  ist  in  meinem 
Catalog  der  Leydener  Handschriften  p.  151,  A.  1  gemeint)  bemerkt  der  Verf.,  dass 
Manche ,  die  sich  mit  der  Berechnung  [des  Laufes]  der  Sterne  abgeben,  mehr  der  An- 
sicht des  Albattani  zuneigen,  der  zur  Zeit  Alma^amun's  leb.te  u.  s.  w. ,  mehr  als 
700  Jahre  nach  Ptolemäus  u.  s.  w.  Viele  Berechner  unter  den  Ismaeliten  Tcrliessea 
sich  auf  Albattaui;  darum  wolle  er  die  Unterschiede  zwischen  Ptolemäus'  und  des- 
selben Berechnung  des  Laufes  der  7  Planeten  und  des  Kopfes  und  Schwanzes  des 
Drachen  angeben.  Es  folgen  später  auch  Tafeln  nach  Albattani.  Sollten  sich  auf 
Abraham*s  Tafeln  die  Worte  Ibn  Esra's  im  Buch  de  mundo  (lat.  Uebers.  Bl.  97, 
Col.  3,  Tgl.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  161)  beziehen:  „Man  muss  sich  über  einen 
grossen  Mann  wundern,  welcher  Tafeln  über  den  Mittellauf  nach  Albattani  rer- 
fasste,  und  behauptet,  dass  es  Tafeln  des  Ptolemäus  sind**?  Anderswo  (Randnote Ms 
München  304,8.  D.  M.  Ztschr.  XVIIF,  161,  A.  67)  werden  die  Tafeln  des  Battani 
geradezu  mit  denen  des  Nasi  identificirti 

25)  In  einer  Aufzählung  von  Städten  und  ihrem  Sternbild  im  Zodiak  in  der  bis- 
her unbekannten'Recension  des  tiber  de  mundo  (Cod.  Münch.  202,  BL  139b)  heisst  es 
bei  Lucca:  „Wie  ich  zweimal  (oder  mehrmal?)  erprobt." 

26)  Auf  dieses ,  für  die  Geschichte  der  Geographie  und  des  jüdischen  Kalender- 
wesens  interessante  Thema  werde  ich  anderswo  ausführlicher  eingehen. 

27)  Vgl.  Hebr.  Bibliographie  1863,  S.  115. 
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Exemplar  oder  Fragment  aus  den  Tafeln  des  Ibn  Esra  bis  jetzt  aufgefun- 
den worden :  so  haben  wir  kein  Urtheil  über  das  Verhältniss  der  beiden 
Becensionen  zu  einander  und  beider  zu  den  Tafeln  des  Abraham  bar 
Cbijja,  von  welchen  die  wenigen  bis  jetzt  näher  bekannten  Handschriften 
Zusätze  oder  Citate  aus  Ibn  Esra  enthalten ,  ohne  dass  man  auch  nur  mit 
Wahrscheinlichkeitsgründen  entscheiden  kann,  ob  Ibn  Esra  selbst  etwa  bei 
seiner  Bearbeitung  die  Tafeln  bar  Chijja's  bereichert  habe  {CaiaL  Codd* 
Lugd.  p.  151),  oder  ob  Andere  aus  den  Tafeln  des  Ibn  Esra  Zusätze  zu 
denen  des  Nasi  gemacht.  Nähere  Untersuchung  verdiente  die  alte  Hand- 
schrift in  Cesena,  welche  nach  Mnccioli's  Angaben  (Catal.  11,  p.  194)  mit 
meiner  im  Leydener  Catalog  p.  151  erwähnten  in  Bezug  auf  die  Anordnung 
übereinstimmt. 

Die  letztgenannten  3  Schriften  bilden  äosserlich  und  ii^ierlich  ein  zu- 
sammengehörendes Ganzes,  obwohl  keine  einzige  bisher  bekannte  Hand* 
Schrift  sie  sämmtlich  und  in  gehöriger  Aufeinanderfolge  enthält.  Die  Radix 
der  Berechnnng  und  der  Tafeln  ist  der  Cjclns  257,  das  sind  die  Jahre  4865 
bis  4883  (oder  1104  bis  1123).  Dennoch  ist  in  dem  Werke  2  (Kap.  5,  auch 
in  der  Handschrift  Reggio,  jetzt  Schorr's)  von  „diesem  Jahre**  1444  der 
seleucid.  Aera  die  Rede,  welches  089  nach  Ptolemäus  sei,  also  schrieb  der 
Verfasser  um  1133.  Ferner  haben  verschiedene  Handschriften  von  Werk 
2  und  3  das  Datum  der  Beendigung  Barcelona  Mai  und  April  1136,  jedoch 
mit  einer,  den  Autor  als  verstorben  bezeichnenden  Enlogie,  die  freilich  von 
Jüngeren Copisten  hinzugesetzt  sein  kann^).  Andererseits  habeich  ans  den 
Lejdener  Handschriften  {Catal.  Lugd.  p.  150)  nachgewiesen,  dass  Nachträge 
zu  Werk  3  und  4  existiren ,  welche  vielleicht  einer  zweiten  Redaction  an- 
gehören. 

5.  Sefer  ha-Ibbur^  Buch  der  Kalenderrechnnng,  erschien  zuerst 
London  1851  mit  einem  englischen  Titel:  Abraham  bar  Chyiah  the  prince^  who 
flourished  in  Spain  in  the  11'*  (!)  Century  on  the  malhematical  and  technical  chro- 
nology  of  the  Hebrews^  Nazarites^  Mahommetans  (sie)  etc.  ed.  and  printed  by  H. 
Filipowski.  In  dieser  Schrift  wird  (z.  B.  S.  112  [vergl.  8.  106])  das  Jahr  1124 
als  das  kommende  bezeichnet**).  Wenn  dieses  Werk  auch  nicht  das  „erste*^ 
über  den  Gegenstand  ist,  wie  der  Herausgeber  auf  dem  hebräischen  Titel- 
blatt drucken  Hess,  so  ist  es  doch  das  älteste  bekannte  in  hebräischer 
Sprache ,  und  für  die  noch  immer  an  Dunkelheiten  leidende  Geschichte  der 


28)  Catal.  Codd.  h.  Lugd,  p.  150;  yj^l.  auch  Gas  sei  1.  c.  p.  61  und  Rapoport 
p.  XLVII,  welcher  für  Werk  2  das  Schlussdatum  1133  emendiren  möchte. 

29)  Dass  diese  (speclfisch  jüdische)  Monographie  nicht  etwa  als  planmässig^er 
Theil  der  vorangegangenen  (allgemeinen)  astronomischen  Schriften  ansosehen  sei, 
hat  Cassel  L  o.  8.  65  richtig  erkannt. 
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jüdischen  nnd  christlichen  Kalenderberechnnng  von  Wichtigkeit ••),  nnd  ist 
Manches,  was  durch  spätere  Autoren  bekannt  geworden,  aus  diesem  Buche 
geflossen. 

Im  Catalogus  MSS.  Angliae  I  p.  78,  N,  1641  Digb.  40  wird  angegeben: 
Abraham  Judaeus  de  re  Astronomica,  Floruii  isie  Auetor  A.  D.  1100.  Daselbst 
p.  161,  N.3338,*'  (Seid.  N.  8):  Abrahami  Judaei  Asironomia^  Laiine^  iransscripta 
e  Cod,  MS,  Bodleiano,  Eine  andere  Handschrift  Seiden  finde  ich  nicht. 
Näheres  über  Inhalt  und  Autor  ist  nicht  bekannt;  denn  die  Einreihung  bei- 
der Nummern  unter  Aben  Esra  im  Index  jenes  Catalogs  hat  für  uns  nicht 
den  mindesten  Werth.  Wolf  {Bibl.  hebr,  /,  p.  84)  bemerkt,  dass  Ed.  Ber- 
nard in  seiner  beabsichtigten  Synopsis  alter  Mathematiker  eine  Astronomie 
des  Ihn  Esra  aus  einer  Handschrift  Digbj  und  Seiden  aufnehmen  wollte, 
und  das  Werk  als  eximium  bezeichne.  Wolf  zweifelt  nicht,  dass  es  die 
oben  angegebenen  seien  —  für  Seiden  hat  er  N.  508,  aber  eine  solche  Ziffer 
kommt  bei  der  Selden^schen  Sammlung  gar  nicht  vor.  Er  bemerkt  jedoch 
mit  Becht,  dass  das  angebliche  Jahr  1100  nicht  für  Ihn  Esra,  sondern  Abra- 
ham bar  Chijja  angemessen  sei.  Ich  füge  hinzu ,  dass  auch  die  Bezeich- 
nung A$tronomia  auf  keine  der  bekannten  Schriften  Ihn  Esra's  passe  — 
welche  Gegenstand  eines  weiteren  Artikels  sein  werden,  —  wenn  man  nicht 
etwa  seine  Abhandlung  über  das  jüdische  Kalenderwesen  darunter  verste* 
hen  will,  welche  in  der  Bodleiana  früher  nur  in  einer  Handschrift  des 
„Museum'*  (bei  Uri  438)  vorhanden  war.  Es  fragt  sich  also,  ob  nicht  in 
der  That  eine  der  obengenannten  Schriften  in  jenem  Codex  enthalten  ist? 

Eine  Handschrift  des  Werkes  über  den  Kalender,  welche  sich  in  der 
Casanatensischen  Bibliothek  des  Klosters  St.  Maria  sopra  Minerva  der  Do- 
minicaner in  Eom  (Cod.  in  4.  H.  V,  10^)  befindet,  soll  „  Correctiones  ^*  des 
Ihn  Esra  enthalten,  nach  dem  handschriftlichen  Verzeichnisse,  aus  wel- 
chem mir  Herr  Narducci  soeben  (Mitte  Juli)  die  Stellen  (p.730)  mittheilt, 
welche  sich  auf  hebräische  wissenschaftliche  Handschriften  beziehen.  Allein 
die  sämmtlichen  Angaben  jenes  Verzeichnisses  bekunden  so  wenig  Sach- 
kenntniss,  dass  ich  der  obigen  insbesondere  wenig  Glauben  schenke.  Viel- 
leicht hat  Jemand  amKande  Excerpte  aus  dem  betreffenden  gleichbetitelten 
Werke  des  Ihn  Esra  notirt,  in  welchem  in  der  That  Abraham  bar  Chijja 
citirt  wird. 

6.  Chibbur  ha-Meschicha  rve-ha-Tisfikborei^  eine  Geometrie, 
auf  deren  Bedeutung  ich  in  der  Zeitschr.  f.  Math.X,  S.  494  aufmerksam  ge- 
macht habe.  Eine  genaue  Schilderung  dieses  Werkes  in  seinen  beiden 
Becensionen,  deren  eine  vielleicht  ursprünglich  der  Encyklopädie  (oben  1) 


30)  Ich  verweise,  der  Kürze  halber,  auf  die  vor  Kurzem  erschienene  zweite  Aus- 
(rabe  des  Jesode  ha- Ibbiir  yon  Slonimski  (Szytomir  1865),  eines  Compendinms  der 
jüdischen   Chronologie  mit  besonderer  Kücksicht  auf  die  Entwickelan gsgeschichte. 

2^ittchrin  f.  Malheinalik  u.  Phytik.  XII,  1.  2 
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angehörte ,  mnss  einem  andern  Orte  vorbehalten  bleiben      Für  den  Zweck 
dieses  Artikels  wird  eine  summarische  Mittheilang  genügen. 

Das  hebräische  Original  findet  sich  mehr  oder  minder  vollständig  in 
folgenden  Handschriften ,  und  zwar  unmittelbar  hinter  der  Einleitung  zur 
Encyklopädie  in  Cod.  de  Rossi  1170,  ohne  diese,  aber  dieselbe  Becension  in 
Cod.  München  256;  eine  andere  Recension,  die  ich  durch  B.  bezeichnen 
werde,  im  Vatican  n.  400,  München '209  und  in  Paris,  vielleicht  Orat.  160, 
aber  jedenfalla  ein  bedeutendes  Stück  in  anc.  fonds  449,  wie  sich  weiter 
unten  ergeben  wird.  Im  Serapeum  1858  (N.  3  und  6)  habe  ich  zuerst  die 
Identität  dieses  Werkes  mit  dem  von  Plato  aus  Tivoli  übersetzten  liber 
Embadorum  des  Juden  „Savasorda**  als  Vermuthung  ausgesprochen,  welche 
nunmehr  zur  Sicherheit  erhoben  ist.  Aus  dieser  Identification  ergeben  sich 
verschiedene  specielle  und  allgemeine  Momente  von  einiger  Bedeutung. 
Boncompagni  hat  in  seiner  Abhandlung  über  Plato  aus  Tivoli  (1851)  aus 
5  Handschriften  in  Paris,  Florenz  und  Bologna'^)  das  Schlussdatum  15  Sa- 
phar  510  der  Flucht  —  das  ist  29.  Juni  1116*0  nachgewiesen.  Allein  dieses 
Datum  kann  nicht  ohne  grosse  Schwierigkeit  auf  die  Uebersetzung  des 
Plato  bezogen  werden,  dessen  Zeitalter  freilich  bisher,  wie  es  scheint, 
eben  nur  nach  dieser  Uebersetzung  fixirt  worden.  Wir  haben  gesehen, 
dass  der  hebräische  Verfasser  noch  1124  und  1133  bis  1136  literarisch  thätig 
war,  und  wir  werden  ihn  weiter  unten  mit  Plato  zusammen  in  Barzellona 
im  J.  1136  finden.  Es  fragt  sich  nun:  ist  das  Datum  510  ein  falsches?  Be- 
zieht es  sich  auf  das  Original?  Wenn  letzteres  der  Fall  ist,  warum  findet 
sich  in  den  obenwähnten  Werken  Abrahams  nirgends  eine  Beziehung  auf 
das  ältere,  auch  seiner  Natur  nach  vorangehende,  während  es  sonst  an 
gegenseitigen  Citaten  nicht  fehlt?  Ich  bin  daher  sehr  geneigt,  das  Datum 
510,  trotz  des  Zeugnisses  der  Abschriften,  für  einen  Irrthum  zu  halten,  und 
bitte  ich  diejenigen,  welche  im  Stande  sind,  das  Datum  ans  dem  beige« 
setzten  Standpunkt  der  Planeten  zu  verificiren,  sich  dieser  Mühe  zu  unter- 
ziehen. Ich  habe  mich  früher  durch  die  incorrecten  Angaben  6ug]ielmini*8 
bei  Boncompagni  (Versioni  di Piatone  p. 37) verleiten  lassen  zu  glauben, 
dass  Fibonacci  selbst  in  seiner  Geometrie  den  liber  Embadorum  oder  das 
Epigraph  aufgenommen  habe;  in  der  That  befinden  sich  nur  beide  W^rke 
in  derselben  Handschrift  Isolani*s,  wie  Boncompagni  in  den  Aiti  1863,  p.  944 
berichtigt,  nachdem  schon  Libri  (Hist.  II,  38)  bemerkt  hat,  dass  die  von 
Guglielmini  angeführte  Stelle  über  Savasorda  sich  in  beiden  pariser  Hand- 
Schriften  des  Fibonacci  nicht  finde. 


31)  Par.  7224  und  Suppl.  774  (jetzt  11246);  Flor,  in  der  Maglial.  Scaff.  2. 
Palch.  lY,  n.  36  und  8t.  Marco  184;  BoL  Handschrift  des  Grafen  Isolani.  —  VergL 
auch  Atti  delVAcad.  XVI,  p.  93,  943,  944;  das.  p.  941  ist  auch  noch  eine  Handschrift 
in  Dnblin  berüchsichtigt ,  auf  welche  ich  in  meiner  (noch  nnvollst.)  Abhaadlong:  Les 
omrages  du  Prince  Boncompagtu  (Rom  1859)  aufmerksam  gemacht. 

32)  Vgl  AtU  1.  c.  p.  938  und  Wüstenfeld's  Tabellen. 
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In  Bezng  auf  den  Umfang  des  Werkes  mnss  wiederholt  auf  die  Berich* 
tignng  von  Chasles  (^Comptes  rendus  Xllly  510;  vergl.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII. 
124,  A.  11)  hingewiesen  werden,  dass  nämlich  die  Fragmente  über  Algebra, 
Höhenmessung  dnrch  ein  Instrument,  mit  Citaten  aus  Macrobius  und  Era* 
tosthenes  (vgl.  Zeitschr.  f.Mathem.X,  478  N.  40),  in  einer  der  pariser  Hand- 
schriften, woraus  Libri  (II,  275,  480)  allerlei  Schlüsse  gezogen,  gar  nicht 
zum  liber  Embadorum  gehören.  Es  erledigen  sich  hiermit  auch  die  Fragen 
Yeratti's  (De^  Maiemaiici  Italiani  etc.  Modena  1860  p.  12),  ob  etwa  Plato 
Zusätze  aus  Gerbert^s  Geometrie  gemacht,  oder  gar  Gerbert  das  hebr. 
Original  gekannt  habe  (was  nach  den  neuesten  Forschungen  Über  Gerbert 
wohl  mehr  als  unwahrscheinlich  ist) ,  wie  eine  kurze  Analyse  des  letzteren 
noch  deutlicher  machen  wird. 

Die  specielle  Vorrede ,  welche  im  J.  1859  aus  einer  anonymen  pariser 
Handschrift  sehr  uncorrect  abgedruckt  worden ,  und  nach  Benutzung  der 
Komischen,  Münchener  und  Parma'schen  Handschriften  (De  Eossi*s)  gele- 
gentlich nochmals  mitgetheilt  werden  soll,  ergiebt,  dass  der  Verfasser  die- 
ses Werk  hauptsächlich  für  seine  Glaubensgenossen  in  Zarfat  (Frankreich) 
▼erfasst  habe,  welche  bei  der  Theilung  von  Aeckern  u.  dergl.  unwissen- 
schaftlich verfuhren,  und  von  einem  vermeintlich  fromm  -  conservativen 
Standpunkte  aus  eine  wissenschaftliche  Belehrung  zurückwiesen").  Plato 
hat  von  dem  Inhalt  dieser  Vorrede  keinen  Gebrauch  machen  können,  er 
beginnt**)  mit.der  Schlussbemerkung  derselben:  Der  praktischen  Geometrie 
müssen  gewisse  Grundlehren  der  Rechen-  und  Maasskunst  vorangehn.  Dess* 
halb  zerfalle  das  Werk  in  IV.  „Pforten": 

L  Gründe  (Theoreme)  der  Maass  -  und  Rechenkunst« 
II.  Messung  von  Erde  und  Feld  nach  ihrer  Figur:  Vierecke,  Drei- 
ecke, Kreise  u.  s.  w. 
m.  Theilung  aller  genannten  Figuren. 

IV.  Messung  von  Gruben,  Höhleu,  Hügeln  u.  s.  w.  (Tiefen  und 
Höhen)  in  geometrischer  Weise  (Tischboret). 
Pf.  I  beginnt  mit  der  Bemerkung,  dass  jede  Wissenschaft  und  Kunst 
technische  Ausdrücke  habe,  welche  gewöhnlich  gar  nicht  oder  in  verschie- 
denem Sinne  gebraucht  werden,  weshalb  jeder  Verfasser  eines  wissenschaft- 
lichen Werkes  die  Erklärung  solcher  Wörter  vorauschicken  müsse.  Dem- 
nach beginnt  Abr.  mit  dem  Worte  Erech^  welches  hier  im  allgemeinen  Sinne 
von  „Grösse"  genommen  scheint,  angewendet  auf  „Maass,  Zahl,  Gewicht  und 


S3)  Den  Widerspruch  der  orthodoxen  Muselmänner  gegen  die  mathematischen 
Disciplinen ,  aber  mehr  wegen  der  demonstrativen  Methode ,  erwähnt  ein  Zeitgenosse 
nnaeres  Abraham,  der  berühmte  Araber  Gazzali  (bei  Schmölders,  Essiä  $ur  te*  ieoles 
pküos,  chex  les  Arabes,  Paris  1842,  p.  31  ff.). 

34)  Bei  Boncompagni  p.  33  (ans  Cod.  Magliab.) :  Quionmes  mensurandi  dividendiqut 
modo*  recte  notie  desiderat.     Ich  folge  dem  hebr.  Original. 

2» 
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alles  Aehnliche*'.^)  Dann  folgt  Nekuda  (Punkt)  als  Etwas,  was  keinerlei 
Grösse  bat,  weder  Länge ,  noch  Breite,  nocb  Tiefe,  noch  irgend  ein  MaasSi 
aber  zusammenhängt  mit  dem  Maass,  weil  er  das  Ende  der  Linie  und  deren 
Anfang  ist  u.  s.  w.  Diese  ganze  weitläufige  Auseinandersetzung  hat  der 
lateinische  Uebersetzer  Plato  zusammengezogen  in  die  Worte:  Puncius 
eti,  cujus  riulia  pars  est,  mit  welchen  er  überhaupt  beginnt **).  Gegen  Ende 
der  ersten  Pforte  hat  gerade  die  Recension  A  zweimal  eine  längere  Aus- 
führung. 

Die  zweite  Pforte  beginnt  ebenfalls  mit  einigen  terminologischen  Be- 
merkungen ,  worauf  eine  Unterabtheilung  in  5  Theile  folgt. 

1.  Messung  des  gleichseitigen  und  des  rechtwinkligen  Vierecks; 

2.  Messung  der  Dreiecke;*^) 

3.  Messung   der    nicht  gleichseitigen    und    nicht   rechtwinkligen 
Vierecke ; 

4.  Messung  der  Felder,  welche  kreisförmig,  halbkreisförmig,  grös- 
ser oder  kleiner  als  letztere; 

5.  Messung  der  polygonalen  Felder. 

Im  4.  Theile  wird  Euclid  angeführt,  und  den  Schluss  desselben  bildet 
(in  B.?)  eine,  in  28  Eeihen  getheilte  Tafel  der  Sehnen  und  Chorden. 
Diese  Chordentafel  findet  sich  in  der  pariser  hebräischen  Handschrift 
(a.  f.  449),  in  deren  Beschreibung  Ter  quem  {Notice  sur  un  ms.  hebreu  du 
Iraitd  d^ariOimetique  d'Ibn  Esra ,  p,  1  des  Sonderabdrucks  aus  dem  Journ.  de 
Mathemat,  pures  etc,  T,  VI,  1841)  u.  A.  Folgendes  augiebt: 

1.  Sepher  hamispar  (1  ä  29).    Cest  le  traitd  d'Jrithmetique, 

2.  Tischboret  (30  ä  50).  Evaluation  des  aires  polygonales  et  circulaires, 
ouvrage  entierement  different  du  precedent,  l4  la  page  48  on  Irouve  une  table  des 
Cordes  {double  sinus)  de  Abram  bar  Chaie,  maitre  d Ibn  Esra, ^)  Nous  en 
rendrons  compte,  ■•)  Cest  ä  tort  que  [de]  Rossi  croit  que  ce  sont  deux  iitres 
differenis  dun  mime  ouvrage  {Dizionario  storico ,  voL  /,  page  13).  Was  die 
letzte  Bemerkung  betrifft,  so  wird  ihre  Beleuchtung  folgen,  wenn  von  der 


35)  Bei  Ibn  Esra  bedeutet  dieses  Wort:  Yerhältniss,  und  zwar  vorzugsweise 
das  YerbältnisB  des  Kleinen  zum  Grösseren,  worauf  ich  anderswo  zurüclOiomme. 

36)  Fibonacci  (Geom.  p.  1  ed. Boncompagni)  beginnt:  Ptmcttts  eslid  qtiod  mdlatn 
habet  dimensionem,  id  est  quodnon  potest  dividi, 

37)  Libri  (II,  481)  bemerkt,  dass  der  Beweis  für  das  Flächenmaass  als  Function 
der  Seiten  nicht  gegeben  sei,  und  citirt  die  Worte:  Haec  quidem  in  geometriae  demott- 
struiionibus  est  intricata;  quapropter  tunc  leviter  cxplanari  passe  tion  existimo,  Hunc  taque 
de  secunda  parte  deinceps  vero  ad  tertiam  transiium  faciamws.  Leider  habe  ich  es  ver- 
absäumt, die  hebräischen  Handschriften  an  dieser  Stelle  zu  vergleichen.  Sollte  ich 
vor  dem  Abdruck  dieses  Artikels  noch  aus  München  Auskunft  darüber  erhalten  kön- 
nen, so  werde  ich  dieselbe  nachtragen  (s.  Nachtrag). 

38)  Ueber  diesen  Irrthum  s.  oben  Anm.  20. 

39)  Mir  ist  nicht  bekannt,  wo,  und  überhaupt  ob,  Terquem  dieses  Versprechen 
erfüllt  habe. 
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Arithmetik  des  Ibn  Esra  gehandelt  werden  wird.  Hier  mag  nur  bemerkt 
werden^  dass  in  Montacla'n  Tabelle  (I,  421}  unter  Abr.  ben  Esra  die  Geo- 
metrie, unter  Abr.ben  Chijja  de  ari(hmJibr,2zvL  streichen  ist.  Mir  scheint  es 
klar ,  dass  hier  ein  nnvollstXndiges  Exemplar  der  Geometrie  des  Abraham 
Torliegt,  während  die  Handschrift  397  des  Vatican  die  Arithmetik  des  Ibn 
Esra  enthält  Die  Chordentafel  erwähnt  anch  ausdrücklich  Libri  (Hist  II, 
482).    Die  des  Fibonacci  (Geom.  ed.  Boncompagni,  p.  06)  geht  von  1  bis  66. 

Am  Schlnss  der  IV.  Pforte  weichen  wieder  die  Recensionen  von  ein- 
ander ab.  B  hat  einen  langen  Nachtrag,  nämlich  einen  leichteren  Weg  der 
Berechnung  mittelst  des  Quadranten  (Keli  ha-Rahua  oder  Tablat  [d.  h. 
tabula]  ha-Rabua),  Die  lateinische  Uebersetzung  hat  in  den  beiden  floren- 
tinischen  Handschriften  Nichts  vom  IV.  Cap.,  weshalb  Zachariae  (bei  Bon- 
compagni ,  Plato  p.  87)  nur  3  Capitel  angiebt.  Allein  auch  in  den  beiden 
pariser  Handschriften  nimmt  das  ganze  Capitel  4  {Indimensionibus  eorporum 
tecundum  longüudinem  et  latitudinem  et  altiludinem) ,  welches  mir  Fürst  Bon- 
compagni  im  Jahre  1861  copiren  lies,  kaum  eine  halbe  Druckseite  ein,  es 
nmfasst  etwa  6  mal  so  viel  als  die  Schlussworte,  welche  in  den  Atti  p.  037 
mitgetheilt  sind.  Es  beginnt:  Quod  si  duo  perpendiculares  in  qttinto  quadrila- 
tere  etc.  und  kann  auch  dort  nur  stark  defect  sein.  Die  obigen  Schi uss werte 
finden  sich  in  der  Handschrift  München  200,  Bl.  00  a  und  Vatican  400,  B1.58. 
Unmittelbar  darauf  folgt  der  Epilog,  welchen  ich  im  Jahre  1864  als  Anhang 
au  Mischnat  ha-Middot  aus  den  genannten  Handschriften  mitgetheilt  habe. 
Derselbe  wendet  sich  wieder  gegen  die  „Männer  dieser  Länder"  (vergl. 
oben  Anm.  12),  welche  unwissenschaftlich  verfahren  und  sich  auf  die  alten 
Bahbiner  berufen,  und  wird  gelegentlich  die  abweichende  Maassbestim- 
mung des  sogenannten  Meeres  8alomon*s  in  den  Büchern  der  Könige  und 
der  Chronik  in  Uebereinstimmung  gebracht,  wie  der  Verfasser  auch  in 
seinen  andern  allgemeinen  (profanen)  Schriften  zum  Schlüsse  gern  an  die 
heilige  Literatur  anknüpft.  Solche  exegetische  Versuche,  so  wie  die  Aus- 
einandersetzung des  Verfassers  mit  seinen  Glaubensgenossen,  waren  für  den 
lateinischen  Uebersetzer  Plato  natürlich  ein  hors  dCoeuvre,  Aber  das  ganze 
Werk  scheint,  nach  den  Proben,  die  mir  vorliegen,  nicht  eigentlich  über- 
setzt, sondern  in  Auszug  gebracht,  wenn  nicht  etwa  eine  kürzere  hebrä- 
ische Fassung  vorlag,  oder  der  Verfasser  selbst  bei  der  Ueber- 
setzung als  Dolmetsch  diente?  (s.  unten  §.  5).  Jedenfalls  wird  bei 
einer  etwaigen  Vergleichung  mit  Fibonacci  die  Benutzung  des  hebrä- 
ischen Originals  unentbehrlich  sein ,  und  bin  ich  gern  bereit,  denjenigen 
beizustehen,   welche  einzelne  Stellen  des  liber  embadorum  im  Auge  haben. 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  zu  bemerken,  dass  Assemani  in 
seinem  Cataloge  (p.  375)  ohne  allen  und  jeden  Grund  unserem  Abraham 
die  Stücke  beilegt,  welche  in  der  Vatican'schen  Handschrift  auf  die  Geo-» 
metrie  folgen,  und  die  er  als  Proposüiones  de  triangulis  sphaericis  (!),  conver^ 
tUme  angulorum^  et  eircuiis^  deque  Musica  bezeichnet.   Ich  verdanke  der  Güte 


22  Abraham  Judäus  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 


VXl^^^S^^^^^l^l^V^S*»^ 


des  Fürsten  Boncomp  Agni  eine  Dnrcbzeicbnang  der  ersten  Seite  (Bh6l), 
welcbe  folgendermaassen  beginnt:  ,, Fragen  über  das  ungleicbseitige  Drei- 
eck. Ein  ungleichseitiges  spitzwinkliges  Dreieck,  dessen  Flftcbenmaass  (JitfcA- 
barto)  84,  und  dessen  Basis  (ro^cAar/o)  grösser  ist  als  die  Höhe  {Ammudf)^  welche 
von  der  Spitze  des  Dreiecks  herabfällt  [am  2]:  wie  viel  beträgt  die  Länge  der  Ba- 
sis and  die  der  Höhe  ?  Die  Methode,  es  zu  erfahren  ist  die,  dass  dn  yerdoppeltst 
das  Flächenmaass,  and  es  wird  168  sein,  addire  das  Quadrat  des  halben  Ueber- 
schnsses  der  Basis  über  die  Höhe,  d.i.  1,  macht  zusammen  160,  nimm  [ziehe] 
die  Wnrzel,  d.  i.  13,  addire  den  halben  Uebersohuss  u.  s.  w.,  d.  i.  14,  und 
das  ist  die  Länge  der  Basis,  subtrahire  den  halben  Ueberschuss  u.s.w.  von 
13,  bleibt  12  und  das  ist  die  Höhe  u.  s.  w/*  Folgt  die  geometrische  Probe ; 
dann  kommen  ähnliche  Fragen;  am  Ende  der  Seite  liest  man:  „Dreieck  in 
Bezug  auf  die  Zahlen,  das  ist  zusammen|i:esetzt  aus  Zahlen,  die  aufeinander 
folgen,  nemlich . . .  (Lficke)  in  [von  ?]  der  Form  des  gleichseitigen  Dreiecks, 
welches  genannt  wird  in  der  römischen  Sprache  iriangle  (^Asao'nD)  *^ 

£^  möchte  hier  Veranlassung  gegeben  sein ,  auf  die  Bedeutung  dieser 
sämmtlichen  Schriften  für  die  Entwickelung  einer  hebräischen  Ter- 
minologie der  mathematischen  Wissenschaften,  zum  grossen  Theil  nach 
arabischen  Mastern,  einzugehen.  Allein  eine  solche  Betrachtung  würde 
zu  tief  in  das  philologische  Gebiet  eindringen.  Es  genüge  daher  die  Be- 
merkung, dass  diese  Schriften  als  die  ältesten  bekannten  in  hebräischer 
Sprache,  insofern  sie  fast  alle  Disciplinen  umfassen ,  für  die  Terminologie 
zum  grossen  Theil  die  Grundlage  bilden,  dass  aber  die  bald  darauf  fol- 
gende Periode  hebräischer  Uebersetzer  von  Profession  Manches  anders  ge- 
staltete.    Vergl.  Jewish  JJteraiure  p.  66. 

§.6. 

Wir  wenden  uns  nun  mehr  ZU  den  Schriften,  welche  in  anderer  als  hebräi- 
scher Sprache  vorliegen ,  und  bei  denen  die  Untersuchung  zum  Theil  eine 
mehrfache  ist;  nämlich  welcher  Abraham  der  dabei  betheiligte  sei,  welchen 
Antheil  er  als  Uebersetzer  oder  Verfasser  gehabt,  event.  in  welcher  Sprache 
das  Original  verfasst  worden.  Der  Bequemlichkeit  halber  mag  die  Ziffer 
der  aufgezählten  Schriften  hier  fortlaufen.  Was  die  Beihenfolge  betrifft, 
so  schliessen  sich  zunächst  diejenigen  an,  welche  mit  Sicherheit  oder 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  dem  älteren  Abraham,  also  dem  Savasorda 
angehören. 

7.  De  horarum  eleciionibus  (oder  ähnlich)  Hali  benHahamet 
Enbrani  (oder  Ebrani,  mit  Weglassung  des  Nasalzeichens).  Auf  dieses 
schon  von  Libri  (Hist.  H,  399)  erwähnte  Werk  habe  ich  bereits  in  meinem 
Catalogus  libr.  hebt,  p,  2747  hingewiesen  (vergl.  auch  D.  M.  Zeitschr.  XVIII, 
124) ,  und  so  gleichgültig  auch  der  eigentliche  astrologische  Inhalt  für  uns 
sein  mag:  so  giebt  ihm  doch  seine  bibliographische  Beschaffenheit  einige 
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Bedeutung,  namentlich  ftlr  das  Verh&ltniM  zwischen  dem  Jaden  Sayasorda 
und  dem  Christen  Plato.  Es  wird  daher  eine  genauere  Angabe  hier  am 
Orte  sein.  Derselben  liegen  Abschriften  und  Durchzeichnungen  zu  Grunde , 
welche  ich  der  Liberalität  des  Fürsten  Boncompagni  und  der  Geschicklich- 
keit und  Genauigkeit  des  Herrn  E.  Janin  in  Paris  verdanke. 

Der  arabische  Verfasser  ist  Ali  ben  Ahmed  el-Imrani^  (nicht  Om- 
rani),  ein  gelehrter  Mathematiker  zu  Mossul,  Liebhaber  von  Bächern  (vgL 
Casiri  I,  340),  zu  welchem  Schüler  aus  der  Ferne  zuströmten,  starb  im  Jahre 
344  H.  (054/5).  Er  verfasste  u.  A,  einen  Commentar  über  die  Algebra 
des  Abu  Kamil  Schudscha  ben  Eslem^').  Es  sind  mir  bis  jetzt  mehr 
als  10  Handschriften  dieses  Werkes  bekannt,  z.  B.  Cod.  St.  Oalae  319  (^Ca- 
id.  Manuscripiorum  AngL  11^  2,  p.  192  n.  6153:  Hali  ben  Achmet:  de  electhm^ 
busy.  Cod.  Land.  594,*^  (bei  Coxe:  Caial.  Codd.  bihl.  Bodl.  //  p.  425:  Haly: 
deeleciionibus^  angeblich  mit  dem  Titel :  Libelhis  deinveniendo  secrelo,  und  Ueber- 
schrift :  de  inveniendo  ducem;  Anfang :  Omnis  judicanda  resui  primum  necessariam 
habet  certissimam  ducis  imenüonem)  \  Canonic.  misc,  396,'  (bei  Coxe  1.  c.  P.  III 
p.  424) ;  3  Handschriften  sind  im  Index  des  Pariser  Catalogs  p.  L  VII  irrthümlich 
unter  Haly  ben  Bodoham  (d.  i.  Ihn  B  i  d  b  w  a  n)  angegeben,  nämlich  N.  7346, 7413, 
7440;  hingegen  N.  7438  unter  Haly  Abenragel!  die  Handschriften  Sorbonne  979 
und  980  schon  von  Libri  (Hist  II,  299)  und  Chasles  (Comples  rendus  XIIIj 
508, 509).  In  der  That  giebt  es  astrologische  Fragmente  und  Citate  unter  dem 
blosen  Namen  Ali  („Haly*'),  bei  denen  es  nicht  leicht  ist,  sich  für  einen 
der  3  astrologischen  Schriftsteller  zu  entscheiden.  Wo  jedoch  von  Eledtiones 
die  Bede  ist,  wird  man  ehesten  an  unsem  Imrani  denken.  Hiemach  ist 
«.  A.  auch  der  Index  auctorum  bei  Coxe  1.  c.  III  p.  893  zu  berichtigen ,  wo 
jedenfalls  die  Begulae  in  Cod.  517  zu  „Haly  fil.  Achmet *^  zu  ziehen  waren« 
Das  Buch  oder  Fragment  de  impressionibus^  kenne  ich  nicht  näher.     Eben 


40)  Abgeleitet  von  Imran^je  bei  Mossul,  nach  Sujnti,  Nom.  rektt.  p.  182.  Ich  ver- 
muthe,  dass  bei  Hagi  Chalfal,  199  (VH,  1034  n.  1263)  anstatt  Ali  ben  Ahmed  el- 
Hemdanisu  lesen  ist  el-Imrani. 

41)  lieber  diesen  angeblich  ersten  arabischen  Algebraisten  s.  Nedim  (D.  M. 
Zeitschr.  XIII,  632);  el-Kifti bei  Casiri  I,  411 ;  Ibn  Chaldnn  bei  Woepcke,/?«- 
dierehe»  sur  guefques  ouorages  elc,  1  (1856)  p.  7  (vgl.  Narducci*s  Cataiogo  p.  185);  Hagi 
KhalfaVU,1119n.4482;  NicoU  n.  Pnsej,  Catai.  p.  601  znCMXVTIl,  1;  Sedillot, 
MtUeriüux  p.  447;  Hammer^  Litgesch.  lY,  306;  vgl.  anch  Zeitschr.  fHr  Mathem.  X, 
403  natei"  n.  6;  meinen  CatmlogvB  Codd.  A.  Lugd,  p.  369,  und  den  kürxlioh  erschienenen 
nL  Band  des  Catalogs  der  Leydener  arab.  Handschrift  p.  58.  —  Die  hebräische 
Uebersetsnngder  Algebra  in  der  Münchener  hebr.  Handschrift  225  wird  in  dem  von 
mir  bearbeiteten  Catalog  näher  beschrieben  werden. 

42)  Impre$9ione»  entspricht  dem  arabischen  Ä^atkar  und  Tä'athir,  kann  also  M  e  - 
teore  (sonst  anch  operaHanes^  vgl.  unten  Anm.  63)  oder  astrologische  Einflüsse 
bedenten;  die  entsprechende  hebräische  nnd  arabische  Terminologie  stelle  ich  sn- 
sammen  in  einer  (noch  nngedmckten)  Abhandlang  über  Alfarabi  im  Kapitel:  Ma- 
thematische  Schriften,  Anm.  6. 
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>^^^^^^^^^^.^\^.^^^ 


80  wird  es  wohl  richtig  sein,  wenn  die,  in  dem  unter  8  zn  erwähnenden  Cod. 
SU  Cesena  —  hinter  Almansor  —  vorkommenden  Signißcaliones  Planetarum  und 
horarum  in  der  Tafel  des  Schrankes  einem  Alli  (sie)  zugeschrieben  werden, 
der  im  Index  bei  Mnccioli  II  p.  297  fehlt. 

Ich  theile  zunächst  in  der  Anmerkung^)  den  Anfang  des  Werkes  nach 
den  3  pariser  Handschriften  N.  7346  [A]  B1.  U9verso,  N.  7440  [B]  Bl.  17  und 
Sorbonne  970  [C]  Bl.  507  so  mit,  dass  ich  die  bedeutungslosen  Varianten,  und 
solche  bieten  meistens  die  beiden  erstgenannten  Handschriften,  unbeachtet 
lasse.  Nach  dem  Prolog  zerfällt  der  erste  Tractat  oder  Buch  I  in  5  „Diffe- 
rentias**  (ein  Arabismus  für  Fusul^  Capitel).  Die  Sorbonner  Handschrift  980 
[/>]  enthält  in  der  That  nur  den  IL  Tractat  auf  Bl.  71  bis  75  v.,  obwohl  der 
Anfang  —  ähnlich  wie  in  Cod.  A.  Bl.  157,  B,  Bl.  23,  C.  Bl.  521  —  lautet: 
Über  I  elecdonum  Explicü.  Incipii  lib.  II  de  electionibus  particularibus  {sicui  in- 
iroitus  et  exitus  ville,  für  diese,  wahrscheinlich  aus  dem  Anfange  entnomme- 
nen Worte  haben  die  andern  3  Handschriften:  habens  capitula  13).  Es  folgt 
in  der  Anmerkung^)  der  Anfang  dieses  IL  Buches  oder  Tractats.  Das  Ende 


43)  Incipit  Über  Haly  de  electionibus  horamm  laudabiUnm.  In  nomine  domini 
dixit  Haly  filius  arimeth  (asimeth,  ahametb)  einbrani.  [Diese  einleitenden  Worte  sind 
in  Cod.  7440  umgestellt.]  Rogasti  me  carissime,  ut  tibi  librum  de  boris  eligendis 
componerem  Hecaddnm  rationem  astrologorum  in  omni  initio  operum.  Idioque  (Ideo 
quia)  hnnc  librum  coUegi  ex  melioribus  {meiiorem)  biis  in  qnibus  convenemnt  antiqni 
posuique  in  eos  (lies  eo?]  duos  tractatus  (contr actus!).  Tractatus  primus  est  in  uti- 
litatibus  horarum  electionnm  et  quomodo  eligendum  sit  (his)  qnornm  nativitates  ignote 
{ittnote,  nocte!)  sunt  vel  quomodo  illis  qui  faciunt  suas  interrogationes  super  his  que 
^ncipere  volunt  queve  (guandoj  etiam  sint  bore  in  quibus  terminatur  quodcunqne  in- 
cepium  fuerit.  Tract.  secundut  in  electionibus  particularibus  sicut  est  introitus  ivL 
yillas  et  exitus  ab  eis  vel  iter  incipere  et  his  similia.  Ordinaviqne  istum  (cum)  librum 
ordine  patenti  quatinus  («i'c)  cito  reperiamur  (-antur)  quodcumque  invenire  volnerimns. 
Hie  (et)  enim  liber  secundus  (dafUr  scilicet)  electionnm  non  est  similis  libro  (sie)  nati- 
vitatum  in  quibus  differre  possumus  donec  libros  revolyamus.  In  hac  vero  scientia 
quandoque  accidit  uttanta  sit  festinatio  eligendi  (eiigenda)  ut  libros  respieere  non 
liceat  (ooleant).  Et  ego  satis  credo  quod  non  (tibi  in!)  modicum  placebit  hujus  modi 
tractatus  (hie  modus  tractandi)  postquam  tibi  patuerit  (ptacuerit!).  Tractatus  pri' 
mus  §st  5  differentiarum  quarum  prima  est  utrum  electiones  utiles  sint, 8ecunda(^ii«} 
in  electionibus  omnium  inceptionnm.  Ter  t  ia  in  electionibus  bominnm  quorum  nati- 
vitates notd  sunt.  Quarta  in  scientia  utrum  de  quo  queritur  (utrum}  bene  vel  male 
terminatur,  et  in  eins  dictiones  post  factam  interrögationem.  Quinta  in  quibus  horis 
consideremus  quidem  (quod)  id  quod  in  eis  inceptum  sit  terminetur  vel  fuerit  vel  per- 
ficiatur.  Prima  di£ferentia  utrum  electiones  sint  utiles.  Opera  judiciornm  astromm 
certH  esse  a  Ptkolomeo  patenti  (patenter!)  ratione  probatum  est  et  ego  quidem  addidi 
quasdam  probationes  in  libro  meo  (nostro  !)  dum  verba  Ptholomei  exponerem.  Huins 
ergo  partem  sapientie  partem  videlicet  electionnm  utilem  (rationalem)  esse  ne- 
cesse  est  etc. 

44)  Quoniam  premisimns  in  precedenti  capitnio  regulas  wiiles  (universales)  de 
electionibus  commemorare  debemus  in  sequenti  (capituh)  exempla  eorum  que  premisi- 
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desselben  fehlt  in  ^,  in  Aist  das  Epigraph  sehr  karz.  Die  letzten  Text* 
Worte  (bei  Coxe  III  p.  734  und  Handschrift  />)  sind :  Sed  quia  neminem  ex 
antiguis  reperi^  gut  hoc  testareiur  (bei  Coxe  ieslantur)  non  feci  [ejus?']  mentio- 
nem.  Dann  folgt  das  bei  Libri  ans  D  (anvollständig)  and  bei  Coxe  mitge- 
theilte  Epigraph,  welches  in  C  am  volbtändigsten  aber  weniger  correct  zu 
lesen  ist.  Es  handelt  sich  für  uns  hier  um  die  Person  des  Uebersetzers, 
Ort  ond  Zeit  der  üebersetzang.  Ersterer  heisst  bei  Coxe  blos  Abram  Ja- 
den» Ispanas,  aber  D  setzt  hinza:  gut  dicitur  Sauacorda,  wofür  in  C Salva- 
cordiu  Der  Ort  heisst  in  allen  Handschriften  Barchinona  oder  Barichinona^ 
Barckilonia  (in  A)  a.  s.  w.,  also  Barcelona.  Das  Datam  ist  in  C:  „  die  lune 
et  8.  (octei^o  in  D  [bei  Coxe  VII])  Kalendas  oclobris  et  8.  [XXIIIJ  in  D]  die 
mensis  iunans  gm  dictus  est  dulheida  [in  B  dtächida]  hora  3*  [12*  in  B  und 
bei  Coxe]  ascendente  aguario  anno  domini  1131  [1134  in  />  und  bei  Coxe]  anno 
alescandri  ld5ö  (1)  anni  arabum  531*^  Bei  Coxe  fehlt  die  Angabe  des  ara- 
bischen Monats  und  Jahres,  so  wie  die  alexandrische  Aera,  letztere  und  das 
arabische  Jahr  fehlen  auch  in  B,  Es  stimmen  aber  auch  die  Angaben  in 
(7  nicht  untereinander.  Für  1555  ist  wohl  1455  zu  lesen,  entsprechend  1134; 
aber  das  Jahr  531  H.  begann  (nach  Wüstenfeld's  Vergleichuogsta- 
bellen,  Leipzig  - 1854)  am  29.  September  1136.  Man  kann  aber  auch  nicht 
an  DXXIX  (für  DXXXI)  denken.  Dieses  Jahr  begann  am  22.  October 
1134,  der  Monat  Dsul  Kada  am  13.  August  1135,  DsuTHidäscha  am  12.  Sep- 
tember 1135.  Der  Sonntagsbuchstabe  für  1135  ist  F,  also  war  der  1.  October 
(wie  1.  Januar)  1135  ein  Dienstag,  der  23.  September  ein  Montag,  aber  zn- 


mm  ut  leriora  videantnr  {offlcimtur),  Camqne  opus  faerit  elig^ere  aliqaid  nee  poteri- 
mtii  omnia  {nece9»c)  perscratari  omnia  que  premisimas  inveniemas  in  eo  (hoc)  trae- 
tatn  paratom  (paratd)  et  in  primis  (pr«-)dixiroas  qaod  electio  perfecta  in  omni  re 
quam  {apitrre)  volumas  etc.  etc.  —  Die  nachfolgende  Stelle  der  Eintheilung  gebe  ich 
bloss  nach  einer  DarcbizeicbnangTon  6^or6.  080: 

Et  in  hoc  libro  snnt  Xll  capitnla  in  qnibus  sunt  LXV  di£ferentie.  Et  non  est 
nirandom  8i  commeüioraTerimus  in  aliqao  eornm  aliqnid  quod  et  commemorandam 
fit  in  aliqno  etc.  Capitnlam  in  inltio  remm  que  pe  (proprie  ?)  pertinent  ad  reges  et 
principes  secnndam  maiorem  partem.  prima  [differentia]  in  confirmatione  dignitatis, 
Sa  in  pnatione  dignit.,  tertia  in  edificatione  nrbiam  et  castroram,  quartum  (ffte)  in  edifi* 
cat.  domonim  et  ceteromm  que  non  sunt  nrbes  et  castra.  QninttMi  in  destructione  [et] 
minatione  inimicomm.  Sexta  in  ednctione  fontium  et  fluminum.  Septima  in  com- 
positione  naWnm  ad  expugnandos  inimicos.  Octava  in  exitn  ad  prelium  sire  ad  aliud. 
NoniMi  in  reconciliatione  inimici.  decima  in  reWsione.  nndecima  in  venatione.  dno- 
decima  in  cnrsibns  equomm.  tertia  decima  in  ludiV  Cap.  I.  in  initio  remm  ad  regum 
(He)  et  principum  [lies  principinm?]  pertinentia.  tn  omni  ope  regum  sive  princi- 
pinm  (sie)  aut  quod  pro  Ulis  sit  etc.  —  Das  XII.  Cap.  (Bl.  7b  verso  Col.  1)  ist  über- 
flchrieben:  de  domo  XI  et  primum  de  his  per  quia  optamns  adipisci  laudem  et  bonam 
famem.  Aber  es  folgt  noch  Cap.  XIII  de  domo  XII  et  primum  cum  impedire  volueri- 
mns  quemlibet  inimicnm  slve  regem  sive  quamlibet  personam.  Die  letste  Differen- 
tia beginnt  mit  einem  Citat  aus  Albnmasar,  und  endet:  Sed  quia  neminem  etc. 
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gleich  der  11.  des  Dsal  ''Hiddscha,  und  schon  im  Jahre  1456  des  Alexan- 
der. Ob  die  Bestimmung  ascendenie  aguario  znr  Berichtigung  diene,  weiss 
ich  nicht. 

8)  Astrologische  Aphorismen  von  oder  an  Almansor,  deren 
Uebersetzung  von  Plato  ans -Tivoli  in  Barcelona  am  18  Dsu*! 'Hiddscha 
530  (17.  September  1136)  beendet  wurde,  vielleicht  unter  Mitwirkung  unseres 
Abraham,  bedürfen  einer  eingehenden  Besprechung,  da  selbst  dre  wenigen 
eben  angegebenen  Daten  erst  das  unsichere  Resultat  längerer  Nachforschung 
sind ,  während  noch  Manches  der  Aufklärung  bedarf,  wie  sie  oft  nur  ein 
glttcklicher  Zufall  herbeiführt« 

Es  wird  hier  zweckmässig  sein ,  einzelne  Punkte  hervorzuheben. 

a)  Ausgaben  des  Schriftchens  sind  in  keiner  mir  bekannten  Quelle 
vollständig  angegeben.  In  Orässe's  Literaturgeschichte  ist  unsere  Schrift 
in  der  Zusammenstellung  arabischer  Astrologie  (Band  V,  S.  938)  gänzlich 
übergangen. 

Sie  erschien  zuerst  hinter  dem  Centiloquium  des  Hermes,  fol.  Ven. 
(Dedicfttion  vom  Jahre  1492);  ferner  beide  hinter  dem  Quadripartitum  und 
Centiloquium  des  Ptolemäus  1493,  1519  (letztere  benutze  ich),  ausserdem  mit 
Albubather4.  Ten.  1501**).  Diese  3  (resp.  4)  Ausgeben  beschreibt  Bon- 
compagni  (Plat  p.  24 ff.)  Ferner  erschien  es  in  dem  Sammelwerke:  Asiro- 
logia  aphoristica  ex  variis  aucior.  4.  Ulmae  1641  und  in  den  Ausgaben  des 
Julius  Firmicus  fol.  Bas.  1533  und  1551^. 

b)  Handschriften  finden  sich  fast  in  jeder  grösseren  Bibliothek, 
sie  bieten  allerlei  beachtonswerthe  Varianten,  abgesehen  von  der  abweichen- 
den Zählung  der  Aphorismen,  z.  B.  134  in  Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  101,4  (bei 
Coxe  p.  35),  164  in  Cod.  Mar.  Magd,  182,8  (bei  Coxe  p.  83) ,  indem  die  Zahl 


45)  leb  kann  leider  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothek  keine  Ausgabe  der  Astrologie 
Albubater's  ausfindig  machen,  welcher  Autor  nach  Junctinus  (bei  RiccioH,  Almag,  I, 
p.  XXIX)  um  500  anie  (!)  CAr.,  nach  L  al ande  (Bihfiogr,  asir.)  um  500  lebte,  also  vor 
Muhamed!  Ich  kann  daher  anch  noch  nicht  an  die  Untersuchung  gehen,  ob  dieser 
Abu-Bekr  identisch  sei  mit  dem  bei  Boncompagni  (Plat.  p.  80)  erwähnten,  welchen 
Coxe  (C4HaL  Codd.  Ms»,  gui  in  eoHegiin  etc..  Coli.  Corp.  Chr.  p.  85  Cod.  101 ,  6)  ohne 
weiteres  mit  dem  berühmten  Arzte  Rhazes  identificirti  Es  könnte  anch  der  Astro- 
loge mit  dem  Verfasser  der  Geometrie,  in  der  laiein.  Uebersetsang  De%u  (I)  oder 
Heus  genannt  {MischntU  ha-Middot  %,  21,  Anm.  10)  identisch  sein.  Ich  w&rde  mich 
Jedem  zu  Dank  verpflichtet  sehen,  der  mir  eine,  wenn  auch  sehr  schleunige  Benatzang 
des  Albnbater  ermöglichte. 

46)  VergL  CataL  Hbr.  impr,  in  bibl,  Bodieiana  I,  50  n.  II,  48.  Bei  Lalande  I.  o. 
fehlt  im  Index  p.  882  das  Jahr  1551 ;  p.  51  n.  72  ist  das  Format  8to  (nach  Maittaire) 
unrichtig;  in  der  Anmerkung  ist  von  einer  angebl.  Ausg.  Ven,  1507  die  Rede;  ick 
yermuthe,  dass  es  1497  sein  soll,  unter  welchem  Jahre  p.  21 :  Firmicus  de  nativit,  und 
Almansoris  lib.nonus  angegeben  ist;  letzteres  ist  freilich  ein  gar  nicht  dahin  gehö- 
riges medizinisches  Werk  des  Rhazes ,  8.  unten  S.  28. 
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180  der  Ausgaben  nnd  einzelner  Handschriften  wobl  als  mnde  —  gewisser* 
Blassen  1%  Centiloqmnm^  —  vorgezogen  worden.  Die  letzte  gedruckte 
ist:  Cumfuerü  Jupiter  (sie)  in  Ariele  directus  ...et  regnum  in  quo  nutta  fiel  in- 
tustiUa.  Es  frftgt  sich  jedoch ,  inwieweit  etwa  Einschaltangen  oder  Weglas- 
gongen  stattgefunden  haben.  In  N.  100  heisst  es:  Hoc  quidem  capitulum 
narravit  Alchindus^  d.  i.  el-Kindi.  Die  Worte  In  hoc  autem  capitalo  nuüus 
ita  perfecte  locutus  est  (N.  147,  wohl  auch  auf  146  zu  beziehen)  gehören  doch 
wohl  nicht  dem  Autor?  Sie  klingen  überhaupt  sonderbar,  wenn  man  sie 
nicht  auf  den  blosen  Ausdruck  bezieht.  N.  104  lautet:  Vita  omnium  animan- 
tiam  est  secundum  gradum  solis  et  lune^  et  hoc  ah  allissimo  datum  secundum 
astapham.  Schwerlich  ist  astapham  ein  arabisches  Wort  (etwa  Istifä,  Aus- 
wählnng),  sondern  wohl  der  arabisirte  Name  Stephan,  auch  bei  Bonatti 
Astaphan  (s.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  193),  und  vielleicht  in  verschiedenen 
ähnlichen  Entstellungen  bei  Ibn  Ragel  (s.  weiter  unten).  Welcher  Stephan 
gemeint  sein  könne,  will  ich  hier  nicht  untersuchen,  um  nicht  zu  weit  abzu- 
schweifen, es  genügt  die  Bemerkung,  dass  das  Vorkommen  dieses  Namens 
in  einer  älteren  arabischen  Schrift  nichts  Anffallendes  hätte,  üeber  die 
.Worte  koc  ab  allissimo  dalum  mag  ich  mich  nicht  in  Vermuthungen  verlieren, 
namentlich  ohne  Beihülfe  von  Handschriften. 

c)  Der  Titel  ist  gewöhnlich  Capitula^  entsprechend  dem  arabischen 
Fusulf  welches  Aphorismen  und  Capitel  bedeutet,  für  letzteres  mitunter: 
Differenlia  bei  den  lateinischen  Uebersetzern,  wie  z.  6.  oben  im  Werke  des 
Imrani,  also  Capitula  steUarum  ohlala  etc.  Die  Ausgaben  haben  die  Bezeich- 
nung Judicia  seu  proposilioneSy  und  noch  zu  Anfang  Aforismorum  compendio- 
hm.  Die  Handschrift  Canon,  misc.  517  (bei  Coxe  p.  829)  hat  die  üeber- 
schrift:  Libellus  de  signorum  dispositione,  und  so  bei  Bartolocci  aus 
einer  Handschrift  des  Vatican  ^) :  Epistola  de  signorum  disposUione  et  astro- 
rum  judiciis.  Diese  Bezeichung  ist  ohne  Zweifel  dem  Anfang  der  1.  Apho- 
risme  entnommen:  Signorum  dispositio  est  [falsch  ethe\  Coxe  aus  Mar.  Magd.] 
utdicam  ab  Ariele;  so  in  den  Handschriften  Land,  und  Gesena;  in  den  Aus- 
gaben :  Sign,  dispositionum,  ul  dicam  ab  Ariele  fit  initium^  und  vorher  noch  fol- 
gendes Vorwort :  Mi  rex  petivisti  ut  tuis  satisfaciam  votis:  lahorem  nequaquam 
subwe  recusavi.     Scripsi  equo  animo  accipias  queso. 

d)  Das  Datum  der  Beendigung  der  lateinischen  üebersetzung  durch 


47)  Beispiele  von  AnwendoDg  der  Zahl  100  und  1000  s.  in  meiner  Abhandl. :  Zar 
psendepigr.  Lit.  S.  48,  Anm.  33 ;  vgl.  noch  1000  Erzählnngen  bei  H.  Kh.  11,  8 ;  Dscha- 
liits  sammelt  100  und  verfasst  1000  Sprüche;  100  Fragen  aus  100  Wissenschaften  bei 
H.  Kh.  I,  460  n.  1384;  100  Traditionen  das.  V,  380  (Münchener  arab.  Handschr.  125, 
B.  20  des  Catalogs)  n.  dgl.  m. 

48)  Diese  Handschrift  konnte  Herr  Nardncoi  ans  den  Catalogen  des  Vatican 
nicht  ausfindig  machen,  wie  er  auf  meine  Anfrage  mir  mittheilte. 


28  Abraham  Jadäas  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 

Plato  aus  Tivoli  in  Barcelona  {^Bardonia^  in  Handschriften  i?ircAmoma  etc) 
ist  in  den  Ausgaben  (s.  Boncompagni  p.  27,  29,  dl)  18  Dullagida  [dulgrigida 
in  der  Handschrift  Boncomp.]  des  Jahres  1530,  was  aber  530  sein  muss,  und 
-  so  richtig  in  Boncompagni's  Cod.  312  vom  Jahre  12C8  angegeben  ist  (vergl. 
D.M.  Zeitschr.  XVHI,  124,  Anm.  9).  Die  Hinzufügung  der  Zodiakalstellung 
von  Sonne  und  Mond  erinnert  an  die  noch  weitergehende  astrologische 
Angabe  im  liber  Embadorum. 

e)  Den  Verfasser  des  arabischen  Originals  habe  ich  noch  nicht  mit 
Sicherheit  ermitteln  können;  wohl  aber  glaube  ich  die  Confusion  der  Biblio- 
graphen, welche  auch  nur  nach  der  zweideutigen  Ueberschrift  in  den  Aus- 
gaben, ohne  Zuziehung  von  Handschriften,  ihre  Angaben  gemacht  zu  haben 
scheinen,  einigermassen  aufklären  zu  können.  Ich  muss  bei  der  complicir- 
ten  Untersuchung  die  Nachsicht  des  Lesers  in  Anspruch  nehmen. 

Gewöhnlich  wird  Almansor  (el-Men'sur  n.  s.  w«)  selbst  als  Ver- 
fasser der  Aphorismen  betrachtet.  So  spricht  noch  die  jüngste  mir  bekannte 
Autorität,  Del  ambro  (p.  4)  von  den  „ibO  propositions  de  Tastrologue  Alman- 
ßory  adressees  au  rot  des  Sarrazins.^*  Mit  diesem  Almansor  werden  dana 
allerlei  Identificationen  oder  Unterscheidungen  vorgenommen  ohne  kritische 
Prüfung  der  Quellen.  So  identificirt  ihn  Muccioli  (Calal.  Cesen,  TL,  p.  176 
nota  c)  mit  einem  angeblichen  medicinischen  Schriftsteller,  obwohl  er  an 
der  bezüglichen  Stelle  (I,  p.  86)  richtig  angegeben,  dass  die  betreffende 
Schrift  von  dem  bekannten  Arzt  Khases  (starb  932  oder  923)  an  Almansor 
gerichtet  sei;  freilich  versetzt  er  den  letzteren  wieder  irrthümlich  nach  Cor- 
dova,  während  es  Mansur  ben  Ishak ,  Beherrscher  von  Khorasan  ist  (vergl. 
Wüstenfeld,  Geschichte  der  arabischen  Aerzte  S.  43).  Aehnliches  bei  La- 
lande  ist  schon  oben  unter  a  (A.  46)  berichtigt  wordeif.  In  Delambre's  Index 
p.  LXXVI  unter  Arabes  sind  die  Artikel  ^^Abougiafar^  Aboulmansor,  93,  Al- 
mansor, 1,  4,  6*^  incorrect;  denn  p.  87  (aus  Ibn  Junus)  liest  man:  Aben  Man- 
shour  (5fc)  Jesafar  {sie)  ebn  Mohammed  al-Bashki;  p,  1  ist  vom  Khalifen  die 
Bede ;  p.  6  wird  der  Astrolog  ausdrücklich  identificirt  mit  einem  angebli- 
chen Autor  des  XII.  Jahrhundert,  dessen  astronomische  Tafeln  sich 
in  einer  Bodleianischen  Handschrift  finden  sollen,  und  wovon  Del.  eine 
correcte  Ausgabe  wünscht!  Letztere  erwähnt  auch  Montucla  (I,  368  ed.  II) 
ohne  Quelle.  Die  Identification  hat  auch  Lalande's  Index  p.  882,  und 
p.  5  unter  1150  werden  Almansoris  iab.  asir.  angegeben  nach  Weidler  p,  216. 
Da  mir  Weidler^s  Hist.  astr.  (Wittemberg  1741)  hier  nicht  zugänglich  war, 
so  bat  ich  den  Fürsten  Boncompagni  um  Abschrift  der  betreffenden  Stelle, 
und  mit  seiner  gewohnten  Zuvorkommenheit  fügte  er  noch  zwei  andere  Ci- 
täte  hinzu,  die  mir  um  so  willkommener  waren,  als  das  von  Cantor  (Math. 
Beitr.  S.  377)  gerühmte  Buch  von  Vossius  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothek 
gar  nicht  vorhanden  ist.  Um  das  Verhältniss  der  Quellen  anschaulich  zu 
machen,  gebe  ich  diese  3Citate,  und  ein  viertes  ans  Heilbronner,  schon  hier 
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vollständig  in  der  Anmerkung ''),  ohne  auf  den  ganzen  Inhalt  derselben  so- 
fort eingehen  zu  können.  Hingegen  sind  wir  bereits  in  den  Stand  gesetzt, 
die  Quelle  über  die  angeblichen  astronomischen  Tafeln  weiter  zu  verfolgen. 
Die  Handschriften  des  Erbischofs  Narcissus  (Marsh)  sind  im  Calalogus 
MSS.  Angliae  (II,  2,  52)  verzeichnet,  darunter  auch  mathematische.  Der  Be- 
sitzer legirte  sie  nach  seinem  Tode  (1713)  der  Bodleiana,  wo  sie  1714  aufge- 
nommen wurden  (vergl.  meinen  Conspecius  Codd,  Mss.  hehr,  in  BibL  Bodl, 
1857,  p.  Vin).  Daselbst  (p.  54  N.  1156,  9,  und  daraus  bei  Heilbronner 
p.  646  §.  462  N.  7)  wird  angegeben:  Al-Mansuri  Epistola  Aslronomica  8vo. 
Der  Index  unter  Mansurius  confundirt  wieder  diesen  Autor  mit  dem  Helden 
einer  Geschichte  und  dem  obenerwähnten  Mäcen  des  Khases.  lieber  das 
(unvollständige)  Schriftchen  (jetzt  Marsh  N.  25)  erfährt  man  auch  aus  den 
Catalogen  von  Uri  (p.  285,  N.  77,  5)  und  Pusey  (II,  p.  618)  nicht  viel ;  der 
Index  (p.  601)  nennt  ihn  Mansuri,  ob  mit  Hecht  weiss  ich  nicht,  und  noch 
weniger,  wie  diese  Epistel  bei  Weidler  zu  astronomischen  Tafeln  gewor- 
den! Ein  Jude  in  Kairowan^)  verfasste  für  al-Mansur  Ismail  ben  Kaim 
(starb  052)  ein  dreitheiliges  Werk  über  Astronomie,  dessen  zweiter  Theil 


49)  a)  Almeon  Ahnansorius  Arabs,  post  Arzaelem  ann.  70.  anno  Domini  1 140.  de- 
elinationem  Solis  maximam  reperit  23,  33.  (Jos,  Blancanus,  de  mathematicorum  natura 
diss.  una  cum  claror.  mathematicor.  Chronologia,  Bonon.  1615,  p.  57). —  b)  Aliqai 
Tbebitium  vixisse  %jant  anno  CIOCCLXX.  8ed  cnm  hoc  aolum  sit  annornm  XXX  in- 
tervallom,  facile  ea  conciliaDtor.  Non  item,  quod  Josephos  Blancanus  tradit,  floruisse 
anno  CIOCXL.  Nee  bene  cum  eo  convenit  quod  Tixisse  refert  annis  L  post  Almeo- 
nem  Almansorium.  Nam  si  Almeon ,  ut  ipse  ait  Blancanus ,  claruit  anno  CIOCXL ; 
iion  tantnm  L,  sed  CXXX  annorum  fuerit  intervallum.  (Ger.  Jos,  Fossii,  de  nniversa 
matbeseos  natura  etc.  subjungitur  Chronologia  mathematicorum  etc.  4.  Amst.  1650, 
p,  180,  §.  35).  —  c)  Almansor  (*J  in  indaganda  eclipticae  obliquitate ,  elaboravit. 
BnUiald  L  o.  p.  15.  eamque  23.  gr.  33.  m.  30.  s.  definivit.  10.  Blanchini  praefatio  ca- 
nonibus  tabularum  praemissa.  novas  tabulas  astronomicas  condidit,  quanim  Codex  Ms. 
in  Bibliotheca  Bodleiana  asservantur.  (sie)  vid.  catalogus  codicum  Ms.  quos  Narcissus 
Mar«h  • .  academ.  Oxon.  donavit.  Congessit  etiam  propositiones  astrologicas  ad  Sara- 
cenoram Hegern. —  (*)  Eum  claruisse  a.  ilAO Blancanus  statnit.  vid.  Vossius  c.35,§.35, 
p.  181.  Bullialdus  p.  15.  ponit  annum  1150.  Reinhold  ad  Theoricas  Peurbacbii  f.  238, 
Arxachele  70  annis  iuniorem  dixit.  (  ff  «i<f/«r%  Histor.  astron.  Vitemb.  1741,  p.  216).^- 
d)  Ich  fuge  hierzu  noch  folgende  Stelle  aus  Heilbronner*s  Bist,  Mathes.  (4.  Lips. 
1712)  p.  428,  §.  370:  Almaeon  filius  Albumasaris,  ut  habet  Christmannus ,  vel  Alman- 
•oris,  ut  habet  Reinholdns  in  Theor.  oct.  Spherae,  observasse  dicitur  Solis  maximam 
declin.  A.  D.  1140  vel  alii  1500  [lies  1150],  gr.  23.  min.  23.  sec.  20.  Vossius  confundit 
eum  cum  Almamone  (§.  306)  I  Allein  §.  366,  869,  380,  381  liest  man  Aimoin  u.  $.  378 
Maimon  ffir  Almamun. 

50)  VergL  Zeitschr.  für  Mathem.  XI,  237,  A.  2,  und  Woepcke,  Mimoire  sur  la 
propag.  etc.  p.5d  des  Sonderabdr.  —  Derselbe  kennt  auch  die  Knöchel-  oder  Fing e r- 
rechnung  (Jen,  Lit,  p.  363  n.  03),  von  welcher  Cantor  (Mathem.  Beitr.  8.  209) 
handelt.  Vergl.  die  Zeitschrift  Jeschurun  her.  von  Dr.  Kobak,  Jahrgang  V  (1866), 
8.  179. 
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jedoch  eine  Widerlegung  der  Astrologie  enthält '0,  so  dass  derselbe  nicht 
wohl  der  Verfasser  der  Aphorismen  sein  kann.  Welches  Werk  unter  Mansurii 
Äsironomia  (in  einer  Handschrift  Huntington)  bei  Heilbronner  p.  610  §.  318 
N.  20  gemeint  sei ,  kann  ich  ebenfalls  noch  nicht  angeben. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Aphorismen  einem  Almansor  gewidmet  seien, 
80  wäre  zunächst  an  den  bekannten  zweiten  Khalifen  aus  dem  Hause  der 
Abassiden,  AbuDscha'afer  al-Man''sur,  den  Erbauer  Bagdad^s  (792)  zu 
denken,  dessen  Vorliebe  für  die  Astrologie  n.  A.  in  den  Drohversen  ausge- 
drückt ist ,  welche  er  angeblich  vor  seinem  Tode  an  die  Mauer  geschrieben 
fand^  —  eine  Nachahmung  des  biblischen  Mene  Mene\   Im  Index  des  Pa- 
riser Catalogs  der  lateinischen  Handschriften  ist  das  Schlagwort  Almansor^ 
Ästrologus  filius  Abrahae  Judaei!    Der  Titel  der  Ausgaben  lautet  näm- 
lich: Capüüla  ohlata  regt  magno Saracenorum  ab  Almansore  astrologo;  aber  fast 
alle  Handschriften,  von  welchen  Näheres  bekannt  ist,  haben  nicht  dieses 
o&,  welches  Almansor  zum  Verfasser  macht,  manche  setzen  zu  regt  (magno) 
Saracenorum  ein  Wort,  dessen  Abkürzung  oder  Verstümmlung  vielleicht  zu 
ab  geworden ,  und  zu  Almansor  noch  eine  nähere  Bestimmung«    Man  liest 
Abahacha  [was  ich  aus  Abu  Dscha^afer  ableitete  im  Catal.  p.  1678,  N.  18] 
Almansori  fil.  Abrach  in  Cod.  de  Bossi  lat  61;   —   Alhacam  [kann  der 
Name  Hakem  sein,  oder  Hakim :  Gelehrter  heissen]  Almansor  Astrologo  FiUo 
Abialle  Jud.  (so  abbrevirt),  in  Cod.  Malatest  des  Minoritenklosters  in  Ce- 
sena  P.  II  PL  27  Cod.  3  (p.  176  bei  Muccioli);  —  Acham,  fil,  Abrahami 
Jud  ei  in  Cod.  Par.  7287,^^;  hingegen  Alchackam  ab  Almansor  Astrologo  filio 
Abrahae  Judaei  in  Cod.  Mar.  Magd.  182,^  (bei  Coxe  p.  83).     Ferner  ohne 
Hacham  u.  s.  w.  Almansor  i  astrologo  ^  filio  Habrahae  Judaei  in  Cod.  Land. 
594,^"  (bei  Coxe  P.  II  fasc.  1,  p.  424);  —  cuidam  Astrologo  ß.  Abenezrae 
in  Cod.  Par.  7309,';  —  regi  Almansori  ab  Astrologo  Abrahae  Judaei  in 
Par.  7316  A*;  —  regi  magno  Sarac,  ab  Astronomo  filio  Aben  Ezrae  Judaei 
in  Par.  7320,  M 

Diese  Lesarten  lassen  einen  weiten  Spielraum  für  die  Conjectur,  da 
noch  dazu  der  Name  Abraham  aus  Ibrahim,  Jud.  ausJudicis  entstanden  sein 
könnte.  Den  Namen  Aben  Ezrae  in  den  beiden  Pariser  Handschriften 
aus  dem  XTV.  Jahrhundert  möchte  ich  am  ehesten  für  eine  falsche  Deutung 
eines  gelehrten  Abschreibers  halten,  welcher  keinen  andern  Abraham  Ju- 
däus  kannte.     Nachdem  wir  aber  gesehen,  dass  Plato  in  Barcelona  den 


51)  Auch  ein  mathematisches  Werk  von  Samuel  Ibn  Abbas,  einem  jüdischen  Re- 
negaten des  XII.  Jahrhunderts ,  wird  in  einer  gefälschten  Ueberschrift  einem  Aiman- 
suri  beigelegt  (Pusey,  Catal.  p.  603).    Vgl.  die  Zeitschrift  Jetdtunm  a.  a.  O. 

52)  Khondemir  bei  d^Herbelot  lU,  304,  deutsche  Ausg.  1780.  —  Yergl.  anch 
Hagi  Khalfa  I,  81,  178  (Gründang  Bagdad*s  nach  astrolog.  Zeitwahl),  m,  91 ;  und 
unten  Anm.  07. 
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Sava^orda  als  Dolmetscher  benutzt  hat,  liegt  es  wohl  sehr  nahe  anzuneh- 
men ,  dass  auch  hier  Abraham  Jndäus  kein  anderer  sei ,  und  könnte  man 
höchstens  an  einen  Sohn  desselben  denken ,  der  freilich  bis  jetzt  nirgends 
vorgekommen.  Begiebt  man  sich  aber  auf  das  Gebiet  der  Conjecturen,  so 
könnte  man  auch  so  emendiren ,  dass  der  arabische  Astrolog  Abi  Aimansoris 
filws  heisse.  In  dem  Dienste  des  Khalifen  Almansor  stand  ein  Perser 
(Mager),  welcher  den  arabischen  Namen  Abu  Man'sur  erhielt").  Sein  Sohn, 
Abu  Ali  Jahja  ben  Abi  Man''8ur  trat  auf  Veranlassung  des  Khalifen  Maa* 
mun  cum  Islam  Über,  und  wurde  dadurch  eine  Art  von  Client  {Maüla),  Er 
machte  sich  berühmt  als  Bedacteur  oder  Hauptmitarbeiter  der  ans  Beobach- 
tungen und  Messungen  hervorgegangenen  astronomischen  Tafeln ,  welche 
die  „probaten**  genannt  werden.  Ob  er  identisch  sei  mit  einem  Jahja  ben 
Abi  Man''sur  „aus  MossuPS  der  bei  Hagi  Khalfa  als  Verfasser  von  Schriften 
Aber  Kochkunst,  Poesie,  Rhetorik  und  Musik  erscheint,  lasse  ich  dahin  ge- 
stellt. In  Flügels  Index  (VII. ,  1247  n.  9148)  und  bei  Narducci  (zu  Ristoro 
d*Areszo  p.  3)  ist  der  umstand  unbeachtet  geblieben ,  dass  unser  Jahja  In 
den  älteren  Quellen  nicht  „aus  MossuP'  heisst,  dass  Fihrist  und  el-Kifti 
Nichts  von  jenen  Schriften  wissen.  Auf  d'Herbelot  (11.,  705  deutsche  Ausg. 
1790)  ist  hier  freilich  kein  Gewicht  zu  legen,  der  zuerst  Jahja  Abu  Mansur 
(so)  als  Verfasser  der  Liedersammlung  nennt,  dann  Jahja  ben  Abi  Mansur 
als  Astronomen.  Dieser  Astronom  und  Astrolog  wurde  der  Stammv.ater 
einer  zunächst  im  Dienste  der  nachfolgenden  Khalifen  bleibenden  Familie 
Ton  Gelehrten,  über  welche  ich  anderswo  genauere  Nachrichten  geben 
werde.  Delambre  (p.  4)  macht  „Yahya  ebn  Abit  [1.  Abi'l?]  Mansour"  zu 
einem  Bewohner  von  Mekka!  Ein  Urenkel  unseres  Jahja,  Namens  Abu*l 
Hasan  Ahmed  ben  Jahja  ben  (Abu*l  Hasan)  Ali  ben  Jahja  schrieb  eine 
Genealogie  und  Geschichte  seiner  Familie,  deren  Auffindung  von  Interesse 
wire^).  Derselben  Familie  gehört  wahrscheinlich  auch  ein  Astronom, 
Astrolog  und  Instrumentenmacher  in  Bagdad  an ,  welcher  am  9.  April  987 


53)  Quellen,  namentlich  über  Jalga,  sind:  £1-Kiftl,  abgekürzt  bei  Ca  siri  I, 
425und8rfdillot,/Vo/tf^oineMe#,  p.  VIU;  bei  Ha  mmer  ill,  2Ö2  n.  1167  =  IV,  309 
n.  2414  (yergl.  S.  509)!  bei  Slane  zu  Ibn  KhaUikan  II,  366.  El-Kifti  (Handschrift 
Berlin,  Bl.  134)  giebt  zum  Schluss  des  Artikels,  nach  einem  Bericht  des  Abu  Maa- 
iehar,  eineAneodote  von  einem Pseudopropheten,  welche  ,»Muhammed  ben  Mas a 
der  Astronom,  der  Gesellschafter,  rerschieden  von  dem  Khowarezmier ,*'  von  Jahja 
gehört  and  dem  Abu  Maaschar  mitgetheilt  hatte.  Diese  Anekdote  hat  aus  el-Kifti 
auch  AbaU  Farasdch  p.  161 ,  und  abgekürzt  Hammer  III,  262.  Hiernach  beantwortet 
sich  meine  Frage ,  und  bestätigt  sich  meine  Conjectur  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  X, 
490. —  In  dem  Stammbaum  der  Familie  el-Muneddschim  bei  Hammer  IV,  509  ist 
Abul  Hasan  b  e  n  Ali  n.  2689  wahrscheinlich  zu  streichen. 

54)  Ibn  KhaUikan  n.  812;  Hagi  Khalfa  VH,  2035  n.  929;  Hammer  IV,  514  n. 
2690c=8. 180  n.  2155.  —  Weil,  Gesch.  der  Chalifen  II,  603,  scheint  sich  das  ge- 
nealogische Verhältniss  nicht  vollständig  klar  gemacht  zu  haben. 
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im  Alter  von  74  (arabiscben)  Jahren  starb ,  und  dessen  Namen  bei  Casiri 
(I,  424,  bei  Hammer  V,  312  n.  4069)  lautet:  Harun  ben  Ali  ben  Jabja  bea 
Abi  [so  im  arabischen  Texte ,  Casiri  lässt  Abi  weg]  Mansur  (unvollständig 
in  Sedillot's  cbronolog.  Tabelle :  Proleg.  p.  CLII  n.  56).  Wenn  das  Datum 
richtig  ist,  welches  auch  in  den  Handschriften  des Kifti  vorkommt,  so  dürften 
auch  in  der  Aufzählung  der  Ahnen  einige  Homonyma  Übersprungen  sein. 
Gewöhnlich  wird  die  Reihe  bis  zum  Stammvater  hinaufgeführt  und  dann 
el-Moneddschim  („derAstronom^^)  hinzugesetzt,  was  wohl  auf  Jahja  zu 
beziehen  ist;  oder  man  bleibt  bei  irgend  einem  Gliede  stehen  und  setzt  Ibn 
el-Moneddschim,  d.  h.  Abkömmling  des  Astronomen,  eine  bekannte 
Formel  für  Familiennamen.  Durch  Weglassnng  des  „Ibn"  entsteht  daher 
sehr  leicht  die  Voraussetzung,  als  ob  die  betreffende  Person  selbst,  oder  der 
zuletzt  genannte  Ahn,  bei  welchem  die  Aufzählung  stehen  geblieben,  als 
Astronom  bezeichnet  werden  solle,  und  es  bedarf  darüber  stets  specieller 
Untersuchung.  Ein  wirklicher  Enkel  unseres  Jahja,  Namens  Harun  ben 
Ali  —  wie  aus  Ibn  Challikan's  Biographie  hervorgeht,  sein  Beiname  ist  Abu 
Abdallah  (starb  900)  —  erscheint  im  Index  zu  Hagi  Klialfa  VII,  1062  n.  3107 
schlechtweg  als  „Harun  ben  Ali";  aber  unter  dem  Schlagwort  „Harun 
(Hero  junior)*^)  Astronomns"  (n.  9015)  ist  an  den  Stellen  III,  134  und  VI, 
500  derselbe  Gelehrte  gemeint,  also  wohl  Ibn  al-Moneddschim  zu  lesen  (f. 
Ibn  Khallikan's  784,  Hammer  IV,  403  n.  2668  =  S.  313  mit  falschem  Datum). 
Daselbst  VII,  1140  n.  5286  erscheint  ein  „Abu  Man^'sur  Jahja  ben  Ali'*;  an 
der  Stelle  selbst  II,  0  n.  1622  folgt  noch  das  Wort:  Astronomus.  Aus  der 
Vergleichung  von  Ibn  Khallikan  n.  812  (Hammer,  Litgesch.  IV,  315  n. 
2428  =:  S.  511  n.  2688)  ergiebt  sich  aber,  ausser  einer  Berichtigung  des 
Textes,  dass  dieser  Jahja  der  Bruder  des  obenerwähnten  Harun  sei,  sein 
Beiname  war  Abu  Ahmed  (starb  im  October  012);  also  ist  wohl  zu  lesen 
Ibn  Abu  Mansur,  und  Ibn  el-Moneddschim,  und  hiernach  Flügels  Artikel 
in  Ersch,  und  Gruber  (S.  II,  Bd.  14,  S.  240)  und  Hammer  (V,  294,  wo 
derselbe  Autor  zum  dritten  Mal!)  zu  berichtigen.  —  Man  verzeihe  diese 
gelegentlichen  Bemerkungen,  die  auch  unserer  Untersuchung  nicht  ganz 
fremd  sind,  insofern  die  mögliche  Bedeutung  des  Astrologi  filius  um  so  näher 
gerückt  wird. 

In  Bezug  auf  den  zuerst  genannten  Astronomen  Jahja  dürften  noch 
folgende  Nachweisungen  nicht  überflüssig  sein.  Der  /i^er  dejudiciis  astrononu 
von  Abu'l  Hasan  Ali  Ibn  er-Kidschal  (vulgo  Ahen  Raget)^  einem  magre- 
bitischen  Autor  des  XI.  Jahrhupderts^)  bietet  eine  grosse  Anzahl  von  An- 


55)  Hero  heisst  bei  den  Arabern  gewöhnlich  Iran;  s.  Zeitschr.  f.  Mathem.  X, 
463,  Anm.  22. 

56)  In  der  Zeitschrift  d.  D.  M.  Gesellsch.  XVm,  155  habe  ich  angedeutet,  dass 
sein  Zeitalter  sich  aus  einigen  Stellen  des  Baches  ergeben.  Es  sind  dies  solche ,  in 
denen  der  Verf.  aus  seiner  eigenen  astrologischen  Praxis  ersHhlt,  nnd  die  ich  ebenfalls 
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fahrangeDi  die  in  den  lateinischen  Ausgaben  leider  sehr  verstümmelt  sind, 
und  die  ich  anderswo  zu  erläutern  beabsichtige ,  da  sie  zum  Theil  von  hi* 
storischem  Interesse  sind.  Der  darin  vorkommende  Abraham  Judäus 
ist  freilich  höchst  wahrscheinlich  ein  unächter  Zusatz  (Zeitschrift  der  D. 
M.  Gesellschaft  XYIII,  156,  vrgl.  Fabricius  IV,  161,  Harless),  aufweichen 
ich  spftter  zurückkomme.  Die  Stelle ,  welche  nach  Cantor  (Hathem.  Beitr. 
S.  60,  373)  von  Kircher,  einem  höchst  unzuverlässigen  Autor,  aus  Aben 
Rageis  f^Liber  de  introductione  ad  aHronomiam^*  über  indische  Ziffern  angeführt 
wird,  ist  mir  äusserst  verdächtig.  Ein  Buch  dieses  Titels  von  demsel-^ 
ben  Verfasser  ist  nicht  bekannt,  und  in  der  Astrologie,  die  ich  flüchtig  durch- 
gesehen, kein  angemessener  Platz  für  jene  Bemerkung^^). 

Die  Stellen,  welche  hier  in  Betracht  kommen,  finden  sich  im  IV.  Buche 
Kap.  6}  p*  155,  Col.1  und  p.  156.  An  ersterer  Stelle  heisst  es:  Joffiae  fil. 
Aken  nanzer  per  Aotafan  ei  per  Aztaratum  el  per  eot  qui  fecerunt  librum  ex- 
perimeniorunif  dicU  quod  quando  inveniebani  planelam  m  suo  termino  etc. 
Ich  lasse  dahingestellt,  ob  Aozafan  nicht  der  oben  erwähnte  Stephan  sei; 
aber  lib,  espermentomm  halte  ich  für  die  „probaten^'  Tafeln,  welche  gegen 
Ende  des  Werkes  erwähnt  scheinen  (p.  400) :  y^secundum  tabulas  Ptolomei  sed 
per  iabulat  Daemdilui(?)^)  ...  et  per  tabulas  Dalmohtaban^':  letzteres 
acheint  nämlich  el-mumta'han  (vgl.  auch  Hagi  Khalfa  III,  466  mit  Bar  Hebraei 
Hist.  Dynast,  p.  364  der  üebersetz.).  P.  156  liest  man:  . . .  exemplo  mtellf- 
gibilium  sapientum  de  Nayraz  [lies /*erfz,  wie  sonst  i\it  Persia?],  ex  quorum 
numero  Jakie  filius  Aben  masor  [/.  mansor]  et  Mahomet  filius  Algeh  et  Aza- 


anderswo  mittheilen  werde.  Er  nennt  tu  A.  den  Habos  Sohn  des  Maksin  (der  im  J. 
420  H.  nach  Afrika  ging),  den  Sohn  des  Badis  und  den  Mutawekkil.  Lalande  p.  859 
giebt  noch  die  Jahre  950  oder  1250  au;  ersteres  wahrscheinlich  nach  Riccioli 
p.  XXXV,  wo  natvs  A.  956  Februaiii  12.  hora  XO  etc.  Ich  vermuthe  jedoch  hier  eine 
ConftiBion  mit  Ali  Ihn  Ridhwan ,  dessen  Nativität  am  Ende  des  Comment.  zum  Qua- 
drip.  auf  das  Jahr  356  JeEdegerd's  angegeben  ist.  In  einer  Nachbemerkung  (eines 
Abschreibers?)  ist  das  Jahr  986  erwähnt. 

57)  In  der  Astrologie  beruft  sich  Ali  auf  zwei  andere  Schriften ;  die  betre£fenden 
Stellen  lauten:  Filii  cuisdam  gentis  dicunt,  •  . .  Ego  in  meo  libro  quem  nominavi 
Librum  signalium  seu  nolarum,  qtäa  loqidlur  per  signa  et  notulas,  habet  quinque  capita  de 
bjlech  et  alcochoden:  et  tibi  adduzi  ex  illis  quos  nominavit  Zaradest  [d.  i.  Zoro- 
mster]  et  alii  qnos  extraxi  ex  suis  hylech  pro  yirili  cogitatione,  et  considertione 
jnea.  (lY,  Ende  C14».  8,  f.  148,  Col.  4,  ed.  1551);  —  „sicut  distinximus  et  divisimus 
in  t^ulü  nostris,  quas  ex  tenni  ingenio  nostro  feoimus  et  nominare  voluimus  Tabutae 
90l9endi  nodos  et  exponendi  adspectus  quoniam  ibidem  ascensiones  hujusmodi  sunt  di- 
stinctae  (IV,  C.  7,  f.  157,  Col.  2).  Es  handelt  sich  in  diesem  Kapitel  um  athazir 
(vgl.  D.  M.  Zeitschr.  XVin,  194). 

58)  Ich  weiss  für  dieses  corrumpirte  Wort  keine  naheliegende  Cqnjectür;  sollte 
es  ans  et-Dschaadwe-el-SaU  zusammengezogen  sein?  So  heissen  bei  Hagi  Chalfa  III, 
563  n.  6942  die  Tafeln  des  Kuschjar  ben  Labban,  eines  Autors  des  X.  Jahr- 
hunderts  (rgl.  Woepcke,  Memoire  sur  lapropag,  etc.  p.  161^,  von  dessen  Arithmetik 
in  hebräischer  Uebersetzung  später  die  Bede  sein  wird. 
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roni  (später  Azaroen\  scbeinl  de&nooh  Mubammed  fil.  Geber  Albategni,  wie 
z.  B.  p.  852,  365). 

Auch  Abraham  Ihn  Esra  nennt  unseren  Jahja  ben  Abi  Mansnr  in 
verschiedenen  Schriften;  so  z.  B.  als  Verfasser  von  Tafeln  in  der  Vorrede 
aur  Uebersetzung  des  Werkes  von  al-Matanl  (?)  über  die  Chowareznii*scben 
Tafeln  —  wovon  später  die  Bede  sein  wird.  Zwei  sachlich  nicht  uninteres- 
sante Citate  in  den  astrologischen  Schriften  des  Ibn  Esra  gebe  ich  nach 
dem  hebräischen,  bisher  unedirten  Texte  wieder,  zagleich  als  Nachweis, 
wie  wenig  branchbar  die  edirten  lateinischen  Uebersetzangen  des  Peter  von 
Abano  nnd  Heinrich  Bates  seien.  Im  Buch  der  Nativitäten,  im  Schluss- 
abschnitt  über  die  „Revolutionen*^  (bebr.  Tekufot,  arab.  Tahaml)  der  Jahre, 
welcher  im  Lateinischen  als  ,^iractalus  secimdus^''  (BU  58,  falsch  LX  gezeich- 
net) bezeichnet  wird,  ist  von  den  verschiedenen  Massbestimmongen  der 
Dauer  des  Jahres  oder  Vierteljahres  die  Bede ,  nämlich  nach  Ansicht  der 
Inder,  Ferser,  des  Thabit  (lat.  Tabahasi)^  des  Abraham  Zarkil  oder 
Zarkala(lat.a(torca«/),desHipparch  (lat.^fretom/)unddesPtolemaen8.  Dann 
heisst  es:  „Grosse  Gelehrte  nach  ihm,  wie  Jahja  bei  Abi  Mansnr  (laC 
Ychagij  fil.  david  (/)  menas$our)^  el-Merwadsi  (lat.  a/merticf^f t),  Ibn  al-Mokaf- 
faa  (lat  evenaltnapkat^)  und  el-Battani  {Albategnt)  stimmten  darin  überein^ 
dass  der  fehlende  Theil  Vioe  ^^S  ^^^  >  ^^  ^^*  zwischen  einem  Qnatember 
und  dem  andern  86^  24'  wären.  Ibn  Esra  erklärt,  dass  nach  der  Beobachtung 
der  letzten  200  Jahre  unfehlbar  87^  (var.  86)  15'  anzunehmen  sei. 

In  dem  Buche  de  mundo  eic.  (lat.  Bl.  78,  Col.  4  bie  Blatt  79)  handelt 
Ibn  Esra  von  den  Massbestimmungen  der  Schiefe  der  Ecliptik^).  Es  ist 
wieder  die  Bede  von  Indern  (beim  Lateiner:  antiqui  sequentes!)^  von  Ptole- 
maeus,  Hipparch  (hebr.  Abrachos,  beim  Lht,  Abraham !^)'^  die  Zahlen 
variiren),  dann  heisst  es:  „die Weisen Ismaels  [Araber]  bestimmten  genauer 
als  alle  [Andern],  und  sie  stimmten  überein,  dass  der  Bogen  der  Neigung 
23^  35'  [lat.  23^  23'J,  ausgenommen  Jahja  ben  Abi  Mansnr  nnd  Ibrahim  ben 
Zarkai,  welche  noch  genauer  bestimmten  als  alle  [Andern]  (lat  praeter 
Yahagi  filium  eumanasaur:  ei  abraham:  ei  [/]  azarchel.  qui  magis  ingeniati 
suni)  und  23^  33'  annahmen.  Wahrscheinlich  war  dies  die  Quelle  für  Bi- 
storo  d'Arezzo  (p.3):  e  secondo  la  considerazione  provaia  dalovanni  figli- 
uolo  deialmansore  [(üt  d'Abilmansore]^  con  moUiiudine  d'aliri  savi,  alli  die 
del  re  Mannone  \Maamun\  e  trovata  venii  e  iri  gradi  e  ireniacinque  (!)  minutL 
Der  Zusatz  Joh.  Damasceno^  welchen  Narducci  durch  die  bei  Damascna 
stattgefnndenen  Beobachtungen  motivirt,  scheint  mir  eher  eine  falsche  Con^ 
jectur  eines  gelehrten  Abschreibers.     Alfergani  giebt  für  die  „probate** 


50)  Eine  Zusammenstellnng  der  wichtigsten  Angaben  darüber  s.  bei  Kic ei oli, 
Atmttg,  nov.  I,  161;  Tgl.  Delambre,  ßisi....  moyen  äge  p.  100;  Sedillot,  Ttdfle9 
9Ur.  d'Oloug,  p.  253. 

60)  S.  oben  Anm.  20. 


Von  M.  Steinschneider.  35 


^^s^^^^r^^^^^^^^^^^\^^^0^^^>^^s. 


Messung,  weleke  dttreh  Maaman  veranstaltet  wurde,  2S,  S5,  so  auch  in  der 
hebräischen  Uebersetzong,  und  daher  bei  Christmann  p.  26.  Letzterer  be* 
merkt  in  der  Note  (p.  27):  Thebitius  et  Altnehon  filius  Mhumasaris  (!)  in- 
penä  29  grad,  83  mm.  prima  ei  90  secunda.  Die  alte  lateinische  Uebersetsung 
hat  33^  wie  Cfanstmann  und  Oolius  (vgl.  Casiri  I,  443)  bemerken. 

Dies  führt  uns  schliesslich  auf  die  Variante  Almeon  fttr  Almansor  bei 
Boncompagni  (Plat«  p.  24),  deren  Quelle  nicht  angegeben  ist.  Dass  der 
eben  erwähnte  Almeh$n  fil.  Jlbtnnasarii  kein  anderer  als  Jahja  ben  Abi 
Hans«r  sei,  kann  wohl  kaum  bezweifelt  werden,  obwohl  eine  directe  Ver- 
stümmelung yon  Jahja  su  Almehon  ungewöhnlidi  ist.  Vielmehr  scheint 
hier  ein  Wort  ausgefallen,  etwa  Astrotogus^  und  der  Sohn  des  Abu  Man'sur 
als  Astrolog  des  Khalifen  Maamun  bezeichnet  zu  sein.  Christmann  selbst 
bemerkt,  dass  in  der  gedruckten  lateinischen  Uebersetzung  des  Fergani  («n 
<mm$bu$  vulgaiiß  ediMoniims)  Almehon  für  ^yAlmamon^*^  stehe.  Die  hebräische 
Uebersetsung,  welche  Christmanns  lateinischer  zu  Grunde  liegt  (s.  D.  M. 
Ztschr.  XVIII,  146),  hat  nämlich  psxbvi^  ohae  Elif.  Ob  diese  Bemerkung 
sngleicb  die  Tendenz  hatte,  eine  Identificirung  des  Khalifen  mit  dem  Astro- 
nomen SU  verbäten,  ist  nicht  zu  entscheiden;  Christmann  selbst  deutet 
Nichts  derart  an.  Eine  Unterschiebung  ist  es  jedenfalls,  wenn  man  in 
BicdoWs  alphabetischem  Cbronicon  (Almag.  nov.  Bonon.  1651,  p.  XXIX)  unter 
jümamon  CjSeu  Alamon^  seu  Maiman^^t)  liest:  ^^Kristmanmts  (so  schreibt  Rice 
stets)  adnotaiy  a  plerisque  (/)  hunc  confudi  cum  Almaeone,  de  quo  mox^^.  Der 
nnmitlelbar  folgende  Artikel  lautet:  Almaeon  ßius  Albumasaris,  ui  habet 
Mritimannus^  vel  Almansoris^  ut  habet  Reinkoidue  in  Theorica  Odavae  Spharae*^)^ 
obeervasse  dicilur  Solis  mammam  declinatiotiem  A.  2>.  1140,  vd  ut  alii,  1150,  gr^ 
23,  min.  33,  sec.  30'*.  Auch  bei  Bullialdus  {Astron,  phüol.^  Par.  1645,  Prol.  p. 
15)  liest  man :  Arabes  eUam  in  Hispania  (/)  hanc  scientiam  colere  non  cessant  ei 
inier  alias  Almeon  ß»  AlmansoriSj  cuius  observatio  de  maxima  obHquitate  signi- 
feri  facta  ad  nospervenit;  wixit  hie  Almeon  cir.  A,  Chr.  1150.  Hier  wird  Almeon 
gar  zum  Spanier!  Eine  Quelle  kann  ich  auch  Uer  nicht  finden.  Bei  Mon- 
tocla  (I,  368)  heisst  es :  Almansor ,  autrement  AlmSon ,  ou  peutStre  Almeon  fils 
d* Almansor,  observa  dit  on,  au  milieu  du  douziime  siScle,  la  declinaison  de  Cdclip- 
ÜquCj  etla  trouvaAe  23^,  33'  30^'  (in  der  Anmerkung  wird  Bulliaud  citirt,  der 
jedoch,  wie  wir  gesehen,  keine  Zahl  der  Grade  angiebt).  Nous  ne  comptonS; 
pas  tn^  sur  cette  date;  car  nous  ne  connaissons  point  les  auteurs  ort'- 
ginaus,  surlesguelsonlafonde.  Dann  kommt  er  auf  die  astronomischen 
Tafeln  in  Oxford  (s.  oben).  Dennoch  liest  man  bei  Delambre  (p.  6) :  Dans 
U  XIL  siMCj  Almansor  trouva  Tobliquite  23®,  33'  30'';  ceci  nous  prouve  que,  si  les 
Arabes  avaient  peu  aJoutS  aux  theories  des  Grecs,  ils  avaient  du  moins  observd 
beaucoup  mieux  etc. 


61)  Es  lind  Beinhold*8  Scbolien  zu  Peurbaoh's  Theorica  (Witeb.  1542^  gemeint, 
B.  «.  B.  Biccioli  I,  444,  §•  2  und  sonst;  vgl.  oben  Aum.  40. 
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Almeon  hatte  einmal  in  den  chronologischen  Uebersichten  bei  Biancanus 
RicdoU^  Voss  9  Weidler  und  wohl  noch  Andern  das  Bürgerrecht  erhalten, 
Und  in  Lalande's  allgemeinem  Index  (p.  882)  sich  bereits  vervielfältigt,  denn 
ausserdem  Khalifen  Almamon  erscheinen  noch:  „Almaon  1140,  Alm^on 
830,  Alm^on,  Almanzorius  1142*';  von  ihnen  ist  jedoch  p.  4,  5,  Nichts  au 
finden.  Aber  auch  dabei  hat  es  noch  nicht  sein  Bewenden.  In  Sedillot's 
chronologischer  Tabelle  (Prolog.  d^Oloug  Beg.  p.  CLIV  n.  88)  erscheint 
unter  1140  neben  Aknaeon  noch  in  Parenthese  ..j^juJf,  eine  mir  unbekannt^ 
arabische  Namensform,  durch  welche  ein,  nach  meiner  Ueberzeugung  nicht 
existirender  Autor  das  arabische Indigenat  erhält I  —  Ferner  vermuthe 
ich,  dass  aus  dem  vermeintlichen  Astronomen  auch  ein  Ale  he  mik  er  fa- 
bricirt  worden,  nämlich:  ^^Almeon^  a  {PeL'\  Bono  Ferrariensi  laudatu^^  in 
Boreirs  Biblioih.  Chim.  p.  0.  Dass  in  den  Verzeichnissen  der  Alchemiker 
eine  Anzahl  vielfach  verstümmelter  Namen  arabischer  Aerzte,  Astronomen 
und  namentlich  Astrologen  figurire,  werde  ich  anderswo  nachweisen. 

Für  das  DiEitum  1140—50  weiss  ich  freilich  keine  andere  Entstehung 
zu  vermuthen,  als  Irrthum  und  Confusion.  Ibn  Esra,  welcher  die  Nach- 
richt von  der  Schiefe  der  Ecliptik  nach  Jahja  Ibn  Abu  Man'sur  mittheilt, 
verfasste  seine  astrologischen  Schriften  um  1148,  und  erscheint  in  den  chro- 
nologischen Tabellen  bei  Weidler  (Bibliogr.  p.  5)  und  Lalande  (p,  6)  unter 
1150,  mit  der  Bemerkung:  Sphaerae  Ptolemaei  cum  Persia  ei  Indica  comparatiOy 
was  sich  auf  die  astrologischen  Excerpte  Scaligers  zu  Manilius  bezieht**). 
Wir  haben  oben  (A.  49)  gesehen,  dass  Reinhold,  und  nach  ihm  Blancanus 
u.  A.  den  Almansor  70  Jahre  nach  „Arzachel"  d.  i.  Zarkala  leben  lassen. 
Ebenso  behauptet  Riceioli  (p.  XXXI,  vgl.  I,  167,  166),  dass  Ibn  Esra  selbst 
im  Buche  Inüium  sapientiae  (?)  den  Arzachel  70  Jahre  früher  leben  lasse. 
Das  Zeitverhältniss  an  sich  ist  hier  allerdings  richtig,  auf  das  Quellenver- 
hältniss  werde  ich  anderswo  eingehen.  Es  soll  sich  hier  blos  ergeben,  dasa 
das  Zeitalter  des  Ibn  Esra  auf  den  von  ihm  erwähnten  Autor  übertragen 
worden;  es  konnte  dies  um  so  leichter  geschehen,  als  im  Epigraph  der 
'Aphorismen  Almansor  fiUus  Abrahae  Judaei  und  das  Jahr  530  der  Flucht 
vorkommt. 

So  bleibt  denn  der  Autor  der  Aphorismen  noch  immer  fraglich,  und 
für  Abraham  Judäus  nach  Lage  der  Sache  keine  andere  plausible  Ver- 
muthung,  als  dass  er  der  Dolmetscher  bei  der  Uebersetzung  Plato's  ge- 


62J  Vgl.  Mo  nti^cU  1,  418.  —  Ich  habe  die  Ausg.  des  Manilius  4.  Argent.  1655 
vor  Angen,  wo  p.  316:  Sphaeranm  Persiae  Indicae  et  Barbaricae  ortus  ex  libro  Aben 
Ezrae  Judaeonm  doctisgimi  nichts  Anderes  enthält,  als  die  phantastischen  Figuren  der 
s.  g.  Decane  (D.  M.  Zeitschr.  XVlII,  146)  aus  dem  hebr.  Buche  InUium  sapiaUiae; 
vgl.  auchRicius,  de  motu  octmae  sphaerae  f.  42b SoUte  deshalb  missverständ- 
lich dem  Ibn  Esra  „die  Eintheilung  des  Zodiak  in  12Zeichen"  (H  eilbronner,  Bist. 
Math,  p.  45(5)  beigelegt  sein? 


Von  M.  Steikschnbidbr.  87 

^esen,  und  im  Epigraph  nrsprfinglicli  Al^r,  Judaeo  interpreie  oder  dergleichen 
gestanden  habe,  wie  im  Epigraph  des  oben  besprochenen  Werkes  von 
Imrani. 

9.  Das  Datnm  530  der  Flncht  findet  sich  ancb  am  Schlnsse  der  latei- 
nischen üebersetznng  des  Commentars  snm  Centiloqninm  des 
(Psendo-)  Ptolemaens,  nämlich :  „17  die  mensis  Martiiy  12  die  gumadi  secundi^K 
In  der  That  fiel  der  12.  Dschnm.  II  des  Jahres  590  anf  den  18.  März  1136  -^ 
da,  nach  Wttstenfeld's  Tabellen,  der  1.  anf  Sonnabend  den  7.  März  traf;  es 
ist  jedoch  möglich ,  dass  das  Epigraph  nach  Sonnenuntergang  geschrieben 
nnd  daher  nach  jüdischer  Weise  bereits  der  folgende  Tag  gezählt  worden; 
abgesehn  von  der  Differenz  dnrch  Ansetznng  der  Flncht  am  16.,  da  es  frag- 
lich ist,  ob  die  Datimng  dnrch  Ausrechnung  geschah.  Uebrigens  ist  auch 
eine  einfache  Verwechslung  der  Ziffern  7  und  8  leicht  denkbar.  Hiemach 
ist  in  meiner  Abhandlung  in  der  Ztschr.  f.  Mathem.  Bd.  X  S.  403,  Z.  7  an- 
statt 1116  zn  lesen  1136.  Aber  auch  am  Ende  derselben  Seite  hat  sich  ein 
flbr  die  Antorschaftsfrage  sehr  wesentlicher  Fehler  eingeschlichen ,  den  teh 
im  Catalog  der  Lejdner  Handschr.  p.  370  durch  Verwechslung  einer  Ziffer 
begangen  habe.  Ea^  hat  mich  dieser  Irrthum  veranlasst,  den  Commentar 
cum  Centiloquium,  der  mir  freilich  jetzt  nur  in  der  lateinischen  Uebersetamig 
irorliegt,  bis  auf  Anfang  und  Ende,  die  ich  auch  aus  drei  Handschriften  der 
hebräischen  exeerpirt  habe,  durchzublättern,  um  die  Frage  nach  dem  Autor 
sur  Entscheidung  zu  bringen.  Es  sei  mir  gestattet,  hier  das  betreffende 
Material  ttbersichtlich  zusammenzustellen. 

Zunächst  sind  einige  Stellen  auszuscheiden,  welche  ausdrücklich  als 
JädiUo  (N.OO)  oder  Exposiiio  addila  (64)  bezeichnet  werden,  und  es  fragt  sich, 
ob  etwa  aneh  andere,  nicht  als  solche  bezeichnete  dem  Original  angehören« 
Namentliche  Anführungen  sind:  Arisioletes^  de  operibus  allis{l06)^ — eine 
nngenaue  üebersetznng  des  Titels  der  MeUora^  —  Galenus^  Hb.  dierum 
creiicorum  (42),  Dorotheu$  (88),d.  i.  Dorotheus  Sidonius,  At  qui  exposuerunt 
Hb,  afo  [Ti$mo\  Eippoeraiis  (60),  Zahel  in  libro  electionum  (6,  vgl.  meinen  Ca- 
tal.  p.  2261)  und  ohne  Angabe  des  Buches  (57),  Indi  (n.  38,  96).  —  Der  Ver- 
fasser erwähnt  auch  seine  eigenen  astrologischen  Schriften :  El  uniuscun- 
quarum  istarum  partium proprietatem pale fecimus  j am  in  libris  nostris  judi- 
Ciorum  (n.  87),  eine  unbestimmte  Citation,  s.  unten  (aus  n.  30). 

Nicht  selten  beruft  er  sich  auf  seine  eigene  Erfahrung  (z.  B.  40,  95) 
und  nennt  auch  bestimmte  Personen,  deren  Namen  jedoch  theilweise  derart 
▼erstümmelt  sind ,  dass  das  Aufsuchen  derselben  in  orientalischen  Quellen 
sehr  erschwert  ist  Andererseits  sind  einige  Mittheilungen ,  als  die  eines 
Zeitgenossen,  von  historischem  Werthe.  Beachtenswerth  ist  es ,  dass  die« 
selben  sich  vorzugsweise  auf  Aegypten  beziehen.   Eine  Mittheilung  dieser 


63)  Nämlich  für  operaliones:  vgl.  oben  Anm*  42. 
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Sielten  dürfte  also,  mit  Rtioksioht  auf  die  Seltenheit  des  Baches,  in  nutncher 
Besiehnng  nützlich  sein. 

Ich  beginne  mit  der  ftir  uns  wichtigsten,  am  Schlüsse  des  Baches,  wo- 
von ich  a«eh  die  hebrXjsche  Uebersetsan^  aas  2  Bodleianiscben  and  einer 
Leydener  Handschrift  eopirt  habe  and  hiernach  in  den  beigesetzten  AV 
weichnngen  benatze: 

Eeminiseor  enim:  quwman  in  nocte 
^KdO  anni  arabum^)  diffuse  sunt  asub 
midie,  Occvpaveruntque  aerem  ei*)  ex- 
iincti  sunt  hominesi  duravüque  plus 
quaiuor  korisi*)  transaclo  non  (1)  modico 
tempore  e/usdem  annii  immederatam^) 
sHim  passi  sunt  hominesi  ei  pervenii 
niius  egyptä  ad  13  cubilos,  Ei  minula 
esi^)  ad  incommodum  (!)  kominum  quan- 
mas  4  cubiiorum ,  crevilgue  preUum  an- 
i^anae  ei  iurbati  wni  populi  iurbaUone 
vehemenii  et  ierminatum  est  regnum^) 
Ptol0  (I)  regis  egypH. 

Hier  ist  ohne  Zweifel  von  dem  Untergang  der  Dynastie  der  Tnloiitdea 
in  Aegypten  die  Rede,  welche  mit  dem  Tode  Harnn's  (s.  weiter  anten)  im 
Jahre  004  endete;  es  heisst  anraittelbar  daraaf: 


^)  es  verbreitete  sich  die  Flamme; 
*)  es  erschracken  darob; 

')  es  verging  nar  ein  kleiner  Theil ; 
^)  wegen  Wassermangel  dorsteten; 


*)  nnd  es  fehlten  von  dem  Bedttrf&tSB; 


•)  Alteleni  in  Aegypten. 


Simililer  in  anno  300  arabum :  dif- 
fnsae  sunt  in  omni  parte  aeris:  ei  nänu- 
tus  est  Herum  nüusi  ei  ^}via  aperta  est 
super  egyptum  ab  occidente  t.  [id  esi]  a 
terra  arabum  per  heubafa  {sie)  eipost 
hunc  per  claraamem,  Accidiique  im- 
pedimentum  magnum  repugn<$nUbus ;  in- 
surgentibus  cum  Ulis,  s,  eggpiiis»  Ex 
habenlibus  vero  comam  ascendit  una 
habens  crines  s,  duanebai:  *)egypii 
passi  sunt  multum,  Ei  fuit  in  angule  ex 
angulis  conjunctionis :  in  quo  inceptum 
esi  regnum  filiorum  absf*)*  Obiit  ergo 
abef  ane^ir*).  In  anno  vero  92*) 
quidam  ascendit  Habens  comam^)  et  du- 
ravii  11  nocübus:  movebaturque  omni 
nocte'')  motu  sensibili,  Jntravit  igitur 
filius  alchalig^)  post  hoc  brevi  tem- 
pore: et  pro  fuit  egypto  et  ejus  partibus. 
Acciditque  tunc  in  eyyptum  quicquid 
dixit  Ptolo. 


^)  and  es  wnrde  in  Aegypten(Eahira?) 
geöffnet  das  Thor  der  Aegypter, 
and  es  wnrde  erobert  von  Ab d  or- 
Eahman,  and  erstarkte  die  An» 
sieht  [Parthei]  derjenigen^  die  mit 
ihnen  in  jener  Zeit  waren.  [lieber 
Hobasoha  oder  Habasa  s.  Weil, 
Gesch.  d.  Khalifen  II,  506.] 

*)  diese  Worte  egypi . . .  nmlium  fin- 
den sich  nicht  and  stören  den  Zu- 
sammenhang ; 

')Abbas; 

^)  Aba  Ahmed  an  Na'sir; 

*)  202  (nicht  303); 

^)  „Besitzer  der  Zunge*'  d.  h.  gezttn- 
gelter ; 

')  einen  westlichen  Weg; 

^)  Alchalig  in  Cod.  Uri,  die  anderen 
beiden  AVsalig  [wahrsch.  Muha- 
med  ben  Ali  al  -  Chalendschi  bei 
Weil  n,  525]. 


Von  M.  Stbinschnbidbr.  99 

Es  mögefi  nun  aoeh  die  übrigen  bistorbchen  Stellen  der  Reihe  nach 
folgen,  SU  deren  erschöpfender  Behandlung  mir  theils  die  Mittel,  theils  hier 
der  Raum  fehlen  würde. 

N.  0:  Et  ego  ridi  in  temporibus  Lamorehe^)  regia  christianoram 
satellitem  <|ni  ad  nos  ex  romanis  venit  et  sapiens  dicebatur:  et  faetns  eat 
saracenns  in  Egjpto  diotins  morans:  in  geometria  peritus:  qni  faciebat 
imagines  qni  artificialiter  movebantnr :  lapidnm  quoque  et  herbarnm  natu« 
ram  cognoscebat.  Quadam  ante«  die  dum  cam  eo  essem  armigerum  eins 
Tociferantem  andivimns  quem  scorpius  pepngerat :  q  statim  ex  marsnpio 
aigilla  odorem  incensi  habentia  extraxit:  eique  unom  porrexit  et  enm  por* 
tare  fecit:  statinique  ut  bibit  (sie)  armiger  requievit.  Tunc  ego  aspexi  iUa 
si^Ua:  et  in  unoquoque  vidi  vultum  scorpionis  impresaara:  iuterrogaviqae 
enm:  cum  quo  illa  sigillaverat.  Tunc  ipse  respondit  mihi  annulo  aureo 
cni  lapis  erat  he^ahar^)  in  quo  scorpionis  vultns  sculptus  erat:  interrogavi 
enm  qnahora  lapidem  illnm  sculpserat:  dixit  mihiluna  existente  in  soorpione. 
aenlpsi  etc. 

N.  30:  Ego  quidem  recordor:  cum  essem  nnns  de  iadoctis  astrologia : 
adhne  quidem  juvenis:  venit  quidam  servns  regis  hnmarogei  defereaa 
nativitatem  Aaron  filii  regis:  et  interrogans  utrum  possem  intelligere  si 
natna  iste  snccederet  patri  in  regno. .  •  Tuncdistuli  dare  Judicium  donec  stu- 
diosins  inquisissem:  post  modicum  vero  temporis  quesivi  a  quodam  sene: 
quem  Caleth  dicebant:  filium  alimelit  elcemini^:  perito  in  dandia 
judiciis:  qni  enm  respiceret  figaram:  interrogavit  cuius  esset  nativitas :  et 
dixi  Aaron  filii  regis :  obtiuebit  inquit  locum  10  annis  fere  in  regno :  et  eril 
sub  postetate  vel  regimine  alterins:  vel  erit  ille  cni  jubetur.   (Der  Verfasser 

54)  Da  eine  Zeitbestimmung  nach  einem  christlichen  Könige  nicht  gut  denkbar 
ist,  so  hängt  offenbar  regis  Christian,  mit  satellitem  zusammen,  nicht  mit  Lamorche,  Für 
Letzteres  weiss  ich  noeh  keine  sichere  Deutung.  Schwerlich  ist  es  identisch  mit  dem 
später  unter  n*80  erwähnten  httmarogeus,  nämlich  Khnmaraweih,  dem  Sohne  des 
Ahnwd  ben  Tulon  (st.  899,  s.  Ibn  Khallikan  n.  294;  englisch  bei  Slane  I,  498),  dessen 
Sohn  Harun  („Aaron**}  freilich  nicht  unmittelbar  dem  Vater  in  der  Regierung  folgte, 
sondern  dem  Bruder  DscheLsch,  der  nur  mehrera  Monate  herrschte.  Harun  starb  Ende 
December  904 ;  in  Bezug  auf  die  genaueren  Daten  sind  jedoch  die  Historiker  nicht 
einig,  zum  Theil  mit  sich  selbst  im  Widerspruch  (s.  Weil  a.  a.  0.  II,  482, 523). 

6&)  Wahrscheinlich  Betoar,  über  dessen  Heilkraft  eine  Monographie  bei  Hagi 
Kbalfa  II,  378 n. 6012  (vgl.  VII,  896  zu  VI,  51)  erwähnt  ist;  vgl.  auch  das  pseudo-aristo- 
telische  üapidarium  (Hehr,  Bibliogr.  1863,  S.  94)  und  den  betreffenden  Abschnitt 
des  pseudo-aristotel.  Secretum  seeretorum,  sowie  die  Mineralogen  Taifaschi  (Kap.  10) 
und  Muhammed  bar  Mansur  (Kap.  9)  beiDietz,  AmUeota  med.  p.  13  und  bei  Ham- 
mer in  Fundgruben  des  Orients,  VI,  134 ;  Yirchow^s  Archiv  Bd«  37,  S.  401. 

66)  Khalid  ben  Abd  el-Melik,  der  Astronom  des  Maamun  (el-Kifti  bei 
Casiri  und  bei  Sedillot,  Proleg.  p.X;  Hagi  Khalfa  III,  406;  VII,  1121  n.  4818) 
wird  in  den  aageführten  Quellen  nicht  EIcemini  {el-SemtHif)  genannt)  vgl.  auch  un^ 
ten  anter  No.  65  der  Aphorismen.  Diese  Anführung  läset  auf  ein  hohes  Alter 
unseres  Commentators  schliessen. 


40  Abraham  Jadäus  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 


^■^■^\^^^*^^*^^if^^. 


bringt  es  durch  Bestechung  dahin ,  dass  der  Astrolog  ihm  das  Anzeichen 
angiebt,  das  auch  beim  Grossvater  Arons  stattgefunden.)  Et  snccessit  Aaron 
patri  suo  in  regno  et  regnavit  annis  novem  et  quibusdam  mensibus.  (s.  Anm. 
04).  Et  similiter  judicavit  rahabachat  almansor  qnod  ipse  obtineret 
imperium  dum  esset  eins  hospes :  et  erat  tnnc  almansor  in  panpertate  ma- 
xima:  in  diebus  benumeie^^).  Et  haec  omnia  commemoravi  in  quo- 
dam  meo  libro^). 

N.  36.  In  hac  etiam  urbe  quendam  vidi  quem  praeposuit  ametrillo- 
nis^^)  filius  ut  fundaret  meschidam  majorem,  ^  et  (sie)  unde  imperator 
indignatns  fecit  eum  venire  ad  se.  Cumque  venisset  quaesivit  cur  opus 
suum  imperfectum  relinqueret:  qui  suo  infortunio  stulte  respondens  in  iram 
regem  commovit.  Quapropter  diu  cesus :  expiravit  et  eins  ascendens  nati- 
yitas  fuerat  libra. 

N.  50:  Audivi  siquidem  a  patre  meo:  cui  deus  parcat:  quod  eum  ipse 
fuisset  cum  his  qui  se  absconderant  a  facie  imperatoris  almenur  (od.  al- 
roenum):  cum  Habraam  filio  Almohed^^):  et  quotidie  occulte  risitabat 
eum  Alhacen  filius  Habrae:  Kauci  asirologus:  discipulus  Rauchil: 
qui  praecepit  ut  afferret  concham  maximam  aeneam:  aqua  plenam:  in  qua 
ponens  scabellum  consuluit  ei:  ut  desuper  sederet  in  majori  parte  diei.  Et 
hoc  ideo  praecepit  ut  faceret  errare  astrologos  imperatoris  in  esse  abscondi- 
torum.  Dixerunt  enim  quod  esset  in  medio  maris.  Tandem  sonus  factus 
est  quod  aufugeret  per  mare  indicum. 

N.  05:  Et  vidi  Calitum  filium  Aluelit  (sie)  qui  ponebat  significa- 
torem  in  omni  interrogatione  non  alium  praeter  dominum  conjunctionis  etc. 
et  hie  erat  valde  veridicus  in  dandis  judiciis. 

N.  73:  Audivi  equidem  a  quodam  qui  vocabatur  Sevalet:  filius  ac- 
c  e  1  e  m :  filius  sortilegi  qui  E  b  r  o  a m  a  1  (sie)  vocabatur  qui  fuerat  concede  (?) 
filio  Aali:  valde  animoso  in  mari  vel  in  navigando:  qui  cum  vellet  ingredi 
tybrim  nimio  tumultuosum:  ventis  undas  exagitantibus :  cum  illum  incre- 
passet  dixit  illi:  non  timeo  mihi  mortem  in  mari.  Juppiter  enim  fuit  in 
nativitate  mea  in  domo  mortis  etc.  Et  vidi  inquit  illum  in  lecto  suo  mori. 
Accidit  etiam  ut  quidam  serviens  responderet  mihi  nativitatem  filii  domini 
sui  etc.  Cumque  pervonisset  ad  30  annum  ingressi  sunt  quidam  domum 
eius  fugientes :  eo  quod  accusati  essent  super  illum  de  dolo  quem  perat  urbi 


07)  D.  h.  der  Omajaden,  ohne  Zweifel  ist  vom  Ebalifan  Abu  Dsehaafer  el- 
Mansnr  die  Rede ;  vgl.  oben  Anm.  52. 

08)  Sollte  hier  die  hiatoriBcbe  Schrift  gemeint  sein ,  welche  in  der  Zeitschrift 
f.  Math.  X,  493  n.  0  (vgl.  S.  498)  erwähnt  ist  ? 

09)  Ahmed,  Sohn  desTulnn  (sUrb  884),  8.  Ibn  Khallikan  bei  SUne  I.  153; 
Weil  II,  435.    Die  nach  ihm  benannte  grosse  Moschee  baute  er  im  Jahre  259  H. 

70)  Ibrahim,  Sohn  des  Mehdi,  versteckte  sich  im  Juni  819;  s.  Ibn  Khallikan  n. 
8;  engl,  bei  Slane  I.  S.  17;  vrgl.  d'Herbelot  II,  810;  Weil  II,  225. 


Von  M.  Bteinsohneider.  41 

in  egypto:  et  deprehens!  sunt  in  domo  illa:  et  ipse  cum  Ulis  amisit  mannm 
et  pedes  etc.     Haec  omnia  indaxi  ad  perfirmanda  verba  Pto. 

Der  lateinische  üebersetzer  dieses  Commentars  ist  bis  jetzt  unbekannt ; 
die  Art  der  Datirang  erinnert  jedoch  an  Plato  und  Abraham  Jndaens. 
Bei  genauerer  Erforschung  der  Handschriften  findet  sich  Tielleicht  auch  der 
Name  des  Einen  oder  Anderen. 

Id.  Eine  NativitSt  auf  dem  1.  Blatte  des  Cod.  Sorb.  080 ist  schon  von 
Chasles  (Comptes  rendus  XIII,  1841,  p.  508  Note  3)  erwähnt,  welcher  den 
Verfasser  ungenau  als  Abraham  Juif  de  Beziers  bezeichnet.  Ich  besitze  eine 
Durcbzeichnung  sowohl  der  Figur  mit  den  12  Häusern  und  deren  Inschriften 
mit  sehr  kleinen  Lettern  als  auch  des  daneben  geschriebenen  Textes.  In 
der  Mitte  der  ersteren  liest  man:  Nat[ivitas]  ctdusdam  pueri  anno  dorn. 
MCXXXVL  XX.  (??)  die  octbe.  die  mar.  cel.  (?)  kora  ij\  Das  Jahr  1136  und 
und  der  Monat  October  sind  sicher,  sowie  die  ersten  beiden  XX  des  Mo- 
natstages; hingegen  ist  das  3.  ab'gerflekte  Zeichen  einem  m  ähnlich,  vielleicht 
eine  zusammengesetzte  Zahl  oder  sonst  Etwas.  Das  Jahr  1136  hat  die 
Sonntagsbuchstaben  E  D,  also  war  Dienstag  ausser  dem  20.  nur  noch  der 
27.  October.  Ich  bedaure,  nicht  angeben  zu  können,  nach  welchem  der 
verschiedenen  Systeme  diese  Nativität  berechnet  ist;  beispielsweise  be- 
merke ich,  dass  in  den  beiden  Häusern  an  der  untern  Basis  nur  aquarius 
Vini  und  aries  XII,  in  dem  zwischen  beiden  nur  pisces  XVII  verzeichnet 
ist.  Aus  dem  in  der  Anmerkung  ^^)  mitgetheilten  Texte  der  Nativität  hebe 
ich  die  Worte:  pro  sua  lege  inquirenda  hervor,  indem  ich  daraus  schliessen 
möchte,  dass  der  Knabe  ein  jüdischer  war,  so  dass  das  Ganze  ans  einem 
hebräischen  Texte  übersetzt  sein  könnte.     Aber  das  Jahr  1130  passt 


71)  Aspezi  hanc  natiaitatem  et  inueni  quod  pre  omnibas  parentibus  suis  erit  sa- 
pientior  ei  erit  amator  Scientie  et  correctionis  et  diliget  sapientes  et  erit  mente  boni- 
Qolns  et  libenter  sna  erogabit  et  erit  amator  malierum  sed  caate  et  abffcoase  et  aiaet 
LXyni  annis  et  erit  omnibns  diebus  aite  sue  sanns  corpore  sed  tarnen  habebit  all- 
quantulum  infirmitatis  in  stomacbo  ex  calore.  Et  cum  ezplenerit  XXV  annum  et  paalo 
ampUns  aceipiet  nzorem  convenientem  de  nobili  prosapia  et  tanc  incipiet  fortnna 
sua  meliorari  in  omnibas  qne  facere  voluerit  sed  propter  lonem  diliget  mnlierem  et  ali- 
quantulom  fama  blaaphemabitor  sed  ei  non  nocebit.  et  habebit  filios  et  ^lMm  ,  sed 
amplius  de  filiia.  Et  dnas  uxores  habebit  de  qnibas  mortem  oidebit  et  bona  illamm 
possidebit  et  qnamdiu  nizerit  satis  diaes  erit  quia  in  omnibas  lacrabitar  ethec  fortnna 
nidetar  ei  contingere  ez  qao  habebit  XX  annos  et  peraget  longa  itinera  prosnalege 
inqairenda  et  qaocamqae  ierit  ab  omnibns  honorabitar  et  lacrabitar  in  omni  mer- 
eatora  pront  ipse  aoluerit  et  sioat  etas  angmentabitnr  ita  et  ipsa  pecconia  et  dttior 
erit  omnibaa  parentibus  snis  et  morietar  in  terra  saa  ez  forti  aalitndine  stomachi  cnm 
p«r..tus8i.  anni  fortanati  sunt  eins  XVIIIIas.  XXIus.  XXV.  XXVIII.  XXXI.  XXXVII. 
XLV.  XLIX.  LH.  LXI.  anni  infortnnati  sunt  XXUI.  XXVL  XXXV.  XXXVUI.  XL VII. 
L.  LVIIIL  LXII.  Menses  fortanati  november,  febrnarins,  ialias.  Infortnnati  Sep- 
tember, december.  dies  boni  dies  veneris.  mali  dies  martis.  noz  bona  qaam  seqaitar 
dies  martis.  mala  quam  seqaitar  dies  sabbati.  et  ille  sit  saper  omnia  benedictus  qai  de 
hae  re  aeritatem  non  ignorat  hanc  natiuitatem  iadicaait  abraham  iadeus  biterris. 


42  Abraham  Judäus  —  Sayasörda  and  Ibn  Esra. 

nicht  sehr  gut  ea  Abraham  bar  Chijja«  den  wir  in  den  früheren  Monaten 
dieses  Jahres  in  Barcelona  gefanden,  und  dessen  Anfenthalt  in  der  Provenee 
überhanpt  noch  fraglich  ist.  Ibn  Esra  war  sicher  zn  irgend  einer  Zeit 
in  Beziers,  da  er  dort  das  Buch  üher  den  Oottesnanien  rerfasste;  nnd  zwi* 
sehen  seinen  astrologischen  Werken  ist  eine  fihnlicke  Nativität  eines  Kindes 
aufgenommen,  welches  im  Herbst  1160  geboren  worden,  nnd  zwar  nach  der 
Länge  nnd  Breite  von  Narbonne.  £s  knüpft  sich  daran  eine  allgemeine 
Erörterung,  in  welcher  die  Ansicht  des  „Nasl"  (Abr.  bar  Chijja)  bestritten 
wird  (oben  Anmerkung  20).  Ob  aber  Ibn  EUra  schon  1136  im  Besiers  war, 
das  ist  eine  sehr  schwierige  Frage,  welche  nur  im  Zosammenhange  mit  sehr 
weitschichtig^n  Untersuchungen  besprochen  werden  kann  (vgl.  Torläufig 
Hebr.  Bibliographie  1861,  S.  68,  Anm.  5,  1862,  S.  ao).  Es  ist  freilich  kein 
zwingender  Grund  vorhanden,  den  Verfasser  dieser  Nattvitfit  überhaupt  mit 
einem  der  beiden  Astronomen  zn  identificiren ;  warum  sollte  nicht  ein  an- 
derer Jude  Abraham  in  Beziers  eine  solche'  gestellt  und  niedergesohriabea 
haben?  Und  dennoch  kommt  man  wieder  auf  jene  Celebritifiten  zurück,  weil  et 
unwahrscheinlich  ist,  dass  irgend  ein  obscurer  Mensch  zn  einer,  in  damaliger 
Zeit  so  wichtigen  Angelegenheit  herangezogen,  nnd  die  Nativität  eines 
solchen  der  Aufzeichnung  oder  gar  Uebersetznng  gewürdigt  worden ;  viel* 
mehr  möchte  in  der  Person  oder  in  der  Methode  die  Veranlassung  an 
suchen  sein.  Merkwürdiger  Weise  bietet  aber  das  Datum  1136  ein  in  beiden 
Fällen  wichtiges  biographisches  Moment.  Ich  gestehe,  dass  ich  nur 
aus  unsicheren  Gründen  mich  eher  für  Ibn  Esra  entscheiden  würde,  eben 
so  in  Bezug  auf  das  von  Libri  {HisL  I,  304)  abgedruckte :  Liber  augmenli  et 
dminutionis  ...  quem  Abraham  compüavU  ...^  wenn  nicht  dort  ein  Araber 
Ibrahim  gemeint  ist.  Von  Letzterem  werde  ich  also  in  einem  nachfolgenden 
zweiten  Artikel  handeln,  dessen  Gegenstand  die  Schriften  des  Ibn  Esra 
sein  werden. 


Nachtrag  (vom  December  1866). 

Auch  diesmal  sind  mir  zwischen  Absendung  und  Abdruck  der  obigen 
Abhandlung  Hilfsmittel  zur  Ergänzung  zugegangen,  welchen  ich  das  Nach- 
folgende entnehme,  einige  sehr  kurze  Bemerkungen  anfügend. 

lieber  Almeon  (S.  ^) 'erhielt  ich  durch  die  unermüdliche  Freundlich- 
keit des  Fürsten  Boncompagni  Ende  Juli  fernere  7  Citate,  von  denen  ich 
nur  die  beiden  ältesten  und  wichtigeren  ausführlicher  wiedergebe. 

1.  In  Purbach's  Theorica planelar.  {ed.  1482,  foLh.  verso)  und  ed.  1553, 
fol.  166;  {de  muiatione  declinationum  solis  maximarum)  liest  man:  Maiores 
namque  repertae  sunt  a  Ptolemaeo  quam  ab  Almeone^  quod  utique  cum  similibus 
vHs  et  modis  processerint  etc.  —  Ich  glaube,  dass  man  hier  nur  an  den  Kha^ 
lifen  Maamun  zu  denken  brauche ,  da  keine  Zeitbestimmung  angegeben  ist. 


Von  M.  Steinschmkider.  43 

2.  In  dem  SehoHoa  des  Erasmas  Reinhold  tut  Stelle  (ed. Paris  1558) 
wird  eine  Zosammenstellnng  der  grössten  DeeHnationen  gegeben  (Tergl. 
oben  8.  34 ,  Ann.  00) : 

Eratostbenes,  Hipparch  nnd  Ptolemäns  [am  130] 

beinahe  gleich 33<>  5l'  20'' 

circa   880  Albategnins 28^  35'    O" 

„     1070  Arzahel 23^  54'  [1.34?]  O'' 

„     1140  Almeoa  Almanioris  (^) 28^  33'  30" 

„     1300  Ptephatins  Jndaens 23°  32'    O" 

^     1400  Porbachins  et  Regiomontanus 23°  2S'     O" 

n.  s.  w. 
Es  folgt  dann  eine  Angabe  der  Zeitdistans  nnd  Jahrsahl,  welche  ich 
der  Kürze  halber  gleich  durch  Beisetzung  der  letzteren  erledigt  habe;  bei 
Almeon  heisst  esetsi  Wernerusaliter  tradit.  Reinhold^s  Schollen  erschienen 
snerst  1542  (s.Lalande,  p.  Ol,  bei  welchem  p.02eiDe  Pariser  1543,  p.75  eioe 
Wittenberger  1S53,  ohne  nähere  Angaben,  vielleicht  Beides  irrthümüch;  die 
ersten  Ausgaben  scheinen  sehr  selten,  da  auch  die  Bodleiana  keine  besitzt; 
die  Pariser  im  Besitze  Boncompagni's  ist  apud  Carolum  Perier  in  vico  Beltovaco 
sub  Bellerophone  MDLIII  gedruckt).  —  Weiter  hinauf  weiss  ich  die  Angabe 
über  Almeon  nicht  zu  verfolgen.  Von  da  abwärts  schreibt  Einer  dem  An* 
dem  nach.  * 

3.  Bnlialdus  (s.  oben  S.  35).  —  4.  Nie.  Antonio  {Biblioih,  hisp,  ed. 
1090,  p.  239,  ed.  Bayer  1788,  p.  391):  Almaeonem  Almanzoris  (filium  intelligo) 
etc.  Jsmael  Bullialdus  etc.  —  5.  Im  Catalogus  Biblioth,  Casanatensis  T.  /,  Rom 
1701y  p.  133:  Almangor,  Jstrologus  Arabs,  aUquibus  idem  ac  Almaeon  Almanzoris 
filius  etc.  qui  maximam  solis  declinationem  etc,  anno  1140  vf/ 1150.  — 0.  Bailly 
{Bist,  de  Castr.  T.  /,  Paris  1779,  p.  602,  §.  XXIX):  Almansor,  ou  Almeon, 
fleurii  vers  1140  ou  111)0,  il  s*occupa  de  la  recher  che  de  fobliguiid  etc.  als 
Quelle  ist  zweimal  Bullialdus  genannt,  obwohl  dieser  die  Zahl  23°  33%'  nicht 
angiebt!  — 7.  Fossi  o  [Catal.  Cod.  saec.  XV.  impress.  qui  in  Bibl.  Maglwbech.^ 
T.  I  Florent.  1793,  p.  77)  bezieht  sich  zur  Ausgabe  1492  der  Judicia  Abnanso- 
ri$  auf  den  Catalog  der  Casanat.  (N.5)  und  Antonio  (N«4). —  Boncompagni 
selbst  folgte  wahrscheinlich,  wie  er  mir  schreibt,  der  letzten  oder  einer  der 
letzten  4  Quellen.  — 

In  Bezug  auf  hebräische  Handschriftendes  Abraham  bar  Chijja 
der  im  ist  Frühling  d.  J.  erschienene  pariser  Catalog  (Catalogues  [so]  des 
Manuscr.  hibr.  et  samaritains  de  la  bibioth.  imperiale)  in  der  table  alphab.  des 
attteurs  p.  249  unter  Abraham  fils  de  Hayya  zu  vergleichen,  jedoch  nicht  ohne 
Vorsicht.  Die  Bezeichnung  Calendrier  für  das  Buch  Ibbur  (oben  S.  16)  ist 
ungenau;  — die  Han4schriftA1roanzi  8  hat,  naghLuzzatto's Angabe,  bessere 
Lesarten  als  die  Ausgabe.  —  Die  Berechnung  der  Planetenläufe  (oben 
8.  13)  ist  in  N.  1044,  1092  vertreten ;  letztere  enthält  Einiges  von  jAcob  ben 
Machir,  auch  die  Tafel  von  70  Städten,  erstere  Noten  von  Ihn  Esra, 
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welche  angeblich  die  meisten  Handschriften  des  Baches  begleiten !  Das 
gilt  nur  von  den  Tafeln  nnd  ihren  Canones.  Die  Geometrie  i»t  in  1048 
(Orat.  160),  1061  (a.  f.  447),  nicht  in  1050  (440).  Der  Catalog  setzt  das  Wort 
attrihui  hinzu,  d.  h.  von  den  Verfassern  des  Catalogs,  aber  mit  Recht;  hin- 
gegen irrthümlich  anter  dem  astrologischen  Werke  1056,*,  welches  der 
Compilator  des  Catalog8  ohne  allen  Grund  unserem  Abraham  beilegt,  in- 
dem die  Citate  aus  Ibn  Esra  spätere  Zusätze  sein  sollen.  Vielmehr  sind 
es  offenbar  die  bekannten  4  Kapitel  dea  Auszuges  aus  Ibn  Esra's  astrologi- 
schen Schriften  von  Leviben  Abraham  (XIII.  Jahrb.)!  —  In  demselben 
Register  p.  250  ist  Ali  als  Commentator  des  Centiloquium,  nach  der  Ueber- 
setzung  des  Jakob  ben  Elia  ans  dem  Lateinischen  in  N*  1065,  irrthümlich 
unter  Ali  (Maitre  Manael)  gerathen  und  gehört  unter  ,|Ali  Ibn  Rodhwan'^ 
(s.  oben  8.38)0. 

8.  8,  Anm.  11,  der  apologet.  Brief  ist  kürzlich  in  der  zu  Paris  erschei- 
nenden hebr.  Zeitschrift  Libanon  (III,  N.  20,  8.  365)  abgedruckt. 

S.  10,  A.  19|  eia  Imago  tnundi  wird  dem  Isidor  Hispalensis,  Beda 
oder  Heinrich  Huntingdon  zugeschrieben  (vergl.  Coxe,  Catal.  Canon, 
p.  291  Cod.  18.»). 

8.  20,  Anm.  37.  Herr  Prof.  Haneberg  war  so  freundlich,  mir  die 
Stellen  aus  den  beiden  Münchener  Handschriften  des  Originals  A.  f.  81^ 
nnd  ^ f.  65^  abzuschreiben,  flautet:  „DieseRechnung  beruhtauf  den  Grund- 
sätzen der  Wissenschaft  des  Maasses  und  die  Beweise  dafür  sind  dort  er  • 
läutert,  hier  brauchst  du  sie  nicht.  Ich  schliesse  diesen  Theil  u.  s.  w."  In 
B.  „  Diese  Rechnung  .  •  •  Maasses ,  wir  können  sie  hier  nicht  angeben  und 
brauchen  sie  hier  auch  nicht  so  sehr,  weil  der  Beweis  der  Wahrheit  diese 
Rechnung  ist,  nach  der  Zahl  (?),  die  ich  angegeben,  ich  schliesse  u.  s.  w.'* 
Man  sieht  auch  hier,  dass  die  lateinische  Uebersetzung  durchaus  keine  wort- 
getreue ist. 

8.  32:  Ibn  al-Moneddschim;  Tergl.  auch  Journ,  Asiat.  1853,  T.  I, 
p.  337. 

8.  34  unten:  üeber  den  Missbrauch  des  Namens  Job.  Damascenns 
s.  meine  Nachweisnng  in  Virchow*s  Archiv,  B.  37,  8.  374  ff. 


1)  Ich  kann  nicht  nmhin,  hier  zu  bemerken ,  dass  die  Handschriften  1082,'  das 
arabische  Original  des  Kalenders  von  Abal  Hasan  Qarib  ben  Said  entbält,  und 
dass  bei  der  Gestalt  der  hebräischen  Buchstaben  kein  Zweifel  an  meiner  Vermnthang 
(Zeitschrift  Bd.  XI,  S.  238)  übrig  bleibt.  So  hat  denn  in  Paris  selbst  das  Werk  so 
lange  unerkannt  gelegen,  nnd  würde  es  vielleicht  noch  bleiben ;  denn  die  hebräischen 
Bachstaben  scheinen  einen  abscBreckenden  Zauber  auszuüben ! 


n. 

Ueber  lemniscatische  Coordinaten. 

Von 

Dr.  E.  LoMMEL, 

Lehrer  am  Gjmnasiam ,  Bocent  an  der  Universität  und  am 
eidg.  Polytechnikum  in  Zürich« 


(Hierza  Tafel  I,  Figur  1  hi»  4.) 


J.  Wir  stellen  uns  zunächst  folgende  Aufgabe:  Es  sollen  diejeni* 
gen  krummen  Linien  bestimmt  werden,  welche  das  durch  die 
Gleichung 

gegebene    System    homopolarer    Lemniscaten    rechtwinklig 
durchschneiden. 

Die  vorstehende  Gleichung  bezieht  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Coor* 
dinatensjstem ,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  gemeinschaftlichen  Hittel- 
punkt aller  Lemniscaten  zusammenfällt,  und  dessen  Abscissenaxe  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Pole  hindurchgebt;  p  bedeutet  die  Entfernung 
eines  jeden  Poles  vom  Mittelpunkt ,  und  q  ist  ein  Parameter,  welcher  von 
einer  Lemniscate  zur  andern  variirt.  Die  Gleichung  selbst  ist  der  unmittel- 
bare Ausdruck  der  bekannten  Eigenschaft,  dass  das  Prodnct  der  Entfer- 
nungen eines  Curvenpunktes  von  den  beiden  Polen  für  jede  einzelne  Lem* 
niscate  einer  Constanten  q*  gleich  ist 

Die  Tangente  des  Winkels ,  welchen  die  irgend  eine  unserer  Lemnis- 
eaten  im  Punkte  (:t?,  y)  berührende  Gerade  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
schliesst,  berechnet  sich  leicht  in  folgender  Gestalt: 

X    a:*  +  jf* — p* 

Die  gesuchte  krumme  Linie,  welche  durcli  den  betrachteten  Punkt  der 
Lemniscate  hindurchgeht,  hat  daselbst  natürlich  die  nämlichen  Coordinaten 
X  und  3f,  nur  ist  die  zwischen  denselben  bestehende  Kelation,  d.  h.  die  Glei- 
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chung  der  Cnrve,  noch  unbekannt.   Da  aber  ihre  Berührnngslinie  in  (:t?,  y\ 

welche  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente  r-^  ist, 

dx 

senkrecht  stehen  soll  auf  derjenigen  der  Lemniscate,  so  hat  man  offenbar 

die  Differentialgleichung 

'  dx     «•(ar'+y*-/?*) 

deren  Integration  zur  Lösung  des  vorgelegten  Problemes  führt. 
Man  kann  aber  diese  Gleichung  auch  so  schreiben : 

(a^+y^)  {xdy--ydx)^p*  (ydx+xdy). 
Führt  man  nun  vermittelst  der  Gleichungen 

^  =  17  und  xy=iw 

X  " 

zwei  neue  Veränderliche  v  und  tv  ein ,  so  findet  man  leicht 

xdy^ydxi=a^dv 
xdy+ydx=dw 
a:»+y«==a:«(l  +  v*) 

V 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  obige  Differentialgleichung  verwan- 
delt sich  dieselbe  in 

TV* 

-0+t^)dv^p*dw. 

Hier  können  die  Veränderlichen  ohne  Weiteres  getrennt  werden;  man 
«rhält 


Die  Integration  liefert  sofort 


V  W 

WO  C  die  willkührliche  Constante  bezeichnet.  Führt  man  jetzt  die  urspüng- 
lichen  Veränderlichen  x  und  y  wieder  zurück,  so  stellt  sich  die  Gleichung 
der  gesuchten  Trajectorien  in  folgender  Form  dar: 
8)  x'—y^+Cxy^^pK 

Sie  lässt  auf  den  ersten  Blick  erkennen ,  dass  die  verlangten  Curven 
ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  bilden,  welche  sämmtlich 
durch  die  beiden  Pole  der  Lemniscatenschaar  hindurchgehen,  und  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  Lemniscaten  coincidirt. 

2.  Transformirt  man  diese  Gleichung  zu  einem  neuen  rechtwinkligen 
Coordinatensjstem,  welches  den  nämlichen  Anfangspunkt  hat,  dessen  Ab- 
scissenaxe aber  mit  der  ursprünglichen  den  Winkel  ß  einschlisst,  indem  man 

x=x'  cot  ß — y  sin  ß 
y=^x' sinß  +  ycosß 
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seist,  so  erhält  man  sunftchst 

Soll  die  neue  Abscistenlinie  mit  der  Hauptaxe  der  Hyperbel  insam* 
menfallen ,  so  mass  der  Winkel  ß  der  Bedingung 

Sm2ß^\C  €08  2ß^=:0 

genfigen,  woraus  sich 

C^2tg2ß 
ergiebt.  Führt  man  daher  mittelst  dieser  Relation  in  die  obige  transformirte 
Gleichung  statt  der  willkürlichen  Constanten  C  den  ebenso  willkürlichen 
Winkel  ß  ein,  so  erlangt  die  Gleichung  der  Hyperbeln,  auf  die  Axen  beso^ 
gen,  folgende  einfache  Gestalt 

«'* — y*=p*co8  2ßy 
wo  jetzt  ß  den  Winkel  ausdrückt,  welchen  jedesmal  die  reelle  Axe  mit  der 
früheren  Abscissenlinie  bildet.     Die  halbe  Länge  r  dieser  Axe  bestimmt 
sich  aus  der  Gleichung 

4)  r«=p*cof2ft 

welche  uns  zeigt,  dass  ihre  Kichtung  stets  zwischen  ^= — 45°  und  ^=+45® 
(oder  zwischen  ß  =  19(f — 45°  und  /J= 180^+45 •)  enthalten  sein  muss,  weil 
alle  übrigen  Werthe  von  ß  imaginäre  Werthe  von  r  liefern  würden.  Man 
erhält  demnach  alle  Hyperbeln  des  Systems,  wenn  man  dem  Winkel  ß  alle 
stetig  aufeinanderfolgenden  Werthe  von  — 45®  bis  +4b^  beilegt.  Für  die 
Grenzwinkel  /J= — 45*  und  /5=+45<*  wird  r=0,  und  die  Hyperbeln  redu^ 
ciren  sich  in  diesem  Falle  auf  ihre  Asymptoten ,  nämlich  die  Coordinaten- 
axen  2CÄ'  und  rV  (Fig.  1). 

Werden  in  der  Gleichung  4)  r  und  ß  als  Polarcoordinaten  angesehen, 
so  stellt  dieselbe  den  geometrischen  Ort  dei'  Scheitel  sämmtlicber  Hyper- 
peln  dar.  Der  blosse  Anblick  der  Gleichung  zeigt  uns,  dass  dieser  Ort 
eine  Lemniscate  {ACO  Fig  1)  ist,  welche  sich  in  Form  eines  oo 
durch  die  beiden  Pole  und  den  Mittelpunkt  der  gegebenen 
Lemniscatenschaar  hindurchschlingt.     Sie  gehört  demnach  nicht 

zu  dieser  Schaar:  ihre  Pole  sind  vielmehr  um  die  Grösse  ^  vom  Mittel- 

j/2 
punkt  entfernt. 

Bezeichnet  man  mit  /  die  Entfernung  des  Brennpunktes  der  zum  Win- 
kel ß  gehörigen  Hyperbel  vomCoordinatenanfang,so  hat  man  r'=2r',  oder 
6)  r*^2p^cos2ß. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  sämmtliche  Brennpunkte  der  Hy- 
perbelseh aar  auf  derjenigen  unserer  gegebenen  Lemniscaten 
liegen,  welche  durch  den  Coordinatenanfang  hindurchgeht 
{LMO  Fig.  1)  und  daselbst  einen  doppelten  Wendepunkt  besitzt.  Auch 
diese  Lemniscate  wird  von  sämmtlichen  Hyperbeln  unter  rechtem  Winkel 
geschnitten,  nur  der  eben  genannte  Doppelpunkt  macht  eine  Ausnahme.  Die 
beiden  in  ihm  sich  kreuzenden  Curventheile  bilden  nämlich  mit  der  positi- 
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▼en  Abscisseuaxe  Winkel  von  45®  und  135®,  d.  h.  sie  dorehschneiden  sieh 
selbst  rechtwinklig,  nnd  werden  also  von  der  durch  den  Anfangspunkt  ge- 
henden Hyperbel,  nümlich  den  beiden  Coordinatenaxen,  unter  Winkeln  von 
45®  geschnitten.  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  des  Lemniscaten  -  und  Hy- 
perbelsystems bietet  demnach ,  in  Hinsicht  auf  die  Eingangs  gestellte  Auf- 
gabe, eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  dar,  indem  der  rechte  Winkel^ 
unter  welchem  die  beiden  Curvenschaaren  sich  sonst  überall  schneiden,  da- 
selbst plötzlich  auf  einen  halben  rechten  Winkel  zurückspringt. 

3.  Da  sämmtliche  Hyperbeln  gleichseitig  sind,  so  weichen  ihre  Asymp- 
toten von  der  Richtung  ß  der  Hauptaxen  beiderseits  um  45®  ab.  Bezeichnet 
man  daher  mit  a  den  Winkel,  welchen  diejenige  Asymptote  mit  der  posi- 
tiven X  •  Axe  bilden ,  der  man ,  von  der  positiven  x  -  Axe  gegen  die  positive 
y-Axe  fortschreitend,  zuerst  begegnet,  so  ist 

a=/3+45® 
folglich 

(7=  —  2cotg2a. 
Führt  man  diesen  Werth  statt  C  in  die  obige  Gleichung  3)  ein,  so  liefert 
6)  «* — y* — 2xycotg2a=p* 

alle  Hyperbeln  des  Systems ,  wenn  a  alle  Werthe  von  0®  bis  00®  durchlAuft. 

4.  Bestimmt  man  aus  Gleichung  6)  den  Winkel  w,  welchen  die  Berüh- 
rende an  irgend  einem  Punkte  (^»y)  einer  unserer  Hyperbeln  mit  der  :t?- Axe 
einschliesst,  so  findet  man 

'  dx      yig2a  +  x 

Für  a?=p  und  y=0,  d.  h.  für  den  Punkt  A  (Fig.  1),  wo  alle  Hyperbeln 
sich  schneiden,  ergiebt  sich 

oder 


ig  n^o=^tg  2  a 


Der  Winkel  also,  unter  welchem  eine  jede  Hyperbel  im 
Punkte  A  die  Abscissenaxe  AOA'  durchschneidet,  wird  durch 
ihre  eine  Asymptotenrichtung  halbirt,  durch  die  andere  demnach 
der  Nebenwinkel.  Berührt  daher  die  Gerade  QS  die  Hyperbel  Bß  \jk  A^ 
«0  ist  am  Dreieck  AOS  der  Aussenwinkel  XAS=-2a^  und  da  Winkel 
AOS^=u  ist,  so  muss  auch  ASO=^a  sein.  Das  genannte  Dreieck  ist  also 
gleichschenklig ,  und  zwar  ist  A0=:  AS  =p» 

Beschreibt  man  daher  vom  Punkte  A  aus  einen  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer/», welcher  eine  beliebige  Asymptotenrichtnng  OP  inS  schneidet,  so 
berührt  der  Durchmesser  SAQ  des  Kreises  die  jener  Asymptotenrichtung 
zugehörige  Hyperbel  im  Punktet;  wegen  der  Perpendicularität  derAsymp* 
toten  geht  selbstverständlich  die  andere  Asymptote  durch  den  Endpunkt 
Q  des  Durchmessers  SAQ,     Zu  allen  unsern  Hyperbeln  können  somit  die 
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Berührangslinien  im  gemeinscbaftlichen  Dnrchscbnittspankte  Ä  mit  Hilfe 
jenes  einzigen  Kreises  constrnirt  werden. 

5.  Um  diejenigen  Punkte  irgend  einer  Lemniscate  zu  finden ,  welche 
am  weitesten  oder  am  wenigsten  weit  von  der  Ab^ciasenaxe  entfernt  sind, 

d.  b.  also  die  Maxima  oder  Minima  der  Ordinate  y,  mnss  man  —  aus  Glei- 

cbang  1),  nimlicb     T^,     ii    4\»  gleich  Null  setzen;  mau  erbält  dadurcb 

entweder 

8)  x«+/=p« 
oder 

9)  jr  =  0. 

Die  erstere  Oleicbung,  welcbe  für  positive  Ordinaten  blos  Maxima 
giebt,  sagt  aius,  dass  dieselben  auf  einem  Kreise  liegen,  welcber  von  0  aus 
mit  dem  Kadius  p  bescbrieben  wurde,  oder  mit  anderen  Worten,  dieser 
Kreis  ist,  für  alle  Lemniscaten,  welcbe  er  durcbscbneidet,  der  geome- 
trisebe  Ort  ibrer  Ordinatenmaxima. 

In  einem  jeden  Maximum  ist  die  Berttbrungslinie,  oder  das  ibr  ange- 
hörende Element  der  Carve,  mit  der  Abscissenaxe  parallel.  Da  nun  die 
Lemniscaten  von  den  Hyperbeln  senkrecbt  durcbscbnitten  werden,  so  müs- 
sen die  Tangenten  der  Hyperbeln  da,  wo  diese  dureb  die  Maximalpunkte 
der  Lemniscaten  bindnrcbgeben ,  oder,  was  dasselbe  ist,  wo  sie  dem  eben- 
erwähnten  Kreise  begegnen,  mit  der  Ordinatenaxe  parallel  sein,  eine  jede 
Hyperbel  kommt  daher  der  Ordinatenaxe  am  nächsten  da,  wo  sie  jenen 
Kreis  durchschneidet,  s o  dass  der  nämliche  Kreis  auch  der  geome- 
trische Ort  aller  jener  Hyperbelpunkte  ist,  deren  Abscissen 
Minima  sind.  Da  jeder  dieser  Punkte  (z.  B. />)  vom  Mittelpunkte  0 
eben  so  weit  entfernt  ist  wie  der  Punkt  ^4,  so  muss  er  zu  diesem  symmetrisch 
liegen  in  Bezug  auf  die  Hyperbelaxe  OC,  und  seine  Tangente  DE  muss 
diese  Axe  im  nämlichen  Punkte  E  treffen,  wie  die  Tangente  AS,  Man  fin- 
det daher  den  Punkt  L  als  Durchschnittspunkt  des  Kreises  AD  mit  einer 
Geraden,  welche  durch  E  parallel  zur  Ordinatenaxe  gezogen  wird. 

Diejenigen  Lemniscaten ,  deren  absolute  Maxima  auf  dem  Kreise  (8) 
liegen,  haben  entweder  keine  absolute  Minima,  wenn  ibr  Parameter  kleiner 
als  p  ist;  oder  sie  besitzen  solche,  entsprechend  der  Gleichung  jp=0, 
in  der  Ordinatenaxe,  wenn  ^  zwischen  p  und  p^2  liegt;  für  alle  übrigen 
Lemniscaten,  deren  Parameter  grösser  ist  als  p^2  ist,  liefert  arc=0  nur 
Maxima. 

6.  Da  die  Hyperbeln  und  Lemniscaten  sich  rechtwinklig  durchschnei- 
den, so  ist 

rfy_ 1^. 

dx  Igw^ 

Zeittchiifl  f.  Mathemalik  a.  Physik  Xll,  1.  4 
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Für  die  Maxima  und  Minima  muss  daher  auch  ;; —  vergeh  winden,  d.  h. 

igw 

68  mnss 

oder 

10)  y= — €0ig2a.x 

sein.  Diese  Gleichung  stellt  aber  eine  Gerade  vor,  welche  durch  den  An- 
fangspunkt geht  und  senkrecht  steht  auf  eine  andere,  die  mit  der  Abscissen- 
linie  den  Winkel  2  a  bildet.  Denkt  man  sich  nun  durch  den  Maximalpunkt 
J>  irgend  einer  Lemniscate,  wo  sie  von  dem  obigen  Kreise  geschnitten  wird, 
die  zugehörige  Hyperbel  gezogen,  so  bildet  ihre  Tangente  im  Punkt  A  mit 
der  Abscissenaxe  den  Winkel  2ix;  fällt  man  auf  diese  Tangente  von  0  aus 
eine  Senkrechte,  so  trifft  diese  den  Kreis  gerade  im  Maximum  D  der  Lem- 
niscate; diesen  Punkt  i^,  welcher  zugleich  dem  Abscissenmiuimum  dem  Hy- 
perbel entspricht,  kann  man  daher  für  eine  Hyperbel  von  gegebener  Asymp- 
totenrichtung a  auch  finden,  wenn  man  auf  die  nach  §.  4  construirte  Tan- 
gente AS  vom  Anfangspunkt  die  Senkrechte  OD  zieht  und  dieselbe  =:p 
macht. 

Da  die  gerade  Linie,  welche  den  Kreis  in  D  berührt,  senkrecht  steht 
zum  Radius  OD,  so  läuft  sie  parallel  mit  der  Geraden  AS,  welche  die  durch 
den  nämlichen  Punkt  D  gehende  Hyperbel  in  A  berührt.  Eine  jede 
Lemniscate  wird  daher  von  unserem  Kreise  unter  demselben 
Winkel  geschnitten,  unter  welchem  die  zugehörige  Hyperbel 
die  Abscissenaxe  schneidet. 

7.  Denken  wir  uns  in  einer  Ebene  alle  zu  den  stetig  aufein d erfolgen- 
den Werthen  von  ^gehörigen  Lemniscaten  und  alle  zu  den  stetig  aufeinander- 
folgenden Werthen  von  a  gehörigen  Hyperbeln  verzeichnet,  so  können  wir 
jeden  Punkt  der  Ebene  als  Durchschnittspuukt  irgend  einer  Lemniscate  (q) 
mit  irgend  einer  Hyperbel  (a)  auffassen  und  g  und  a  als  seine  diesem  eigen- 
thtimlichen  Systeme  angehörigen  Coordinaten  betrachten.  Analog  den 
elliptischen  Coordinaten  wollen  wir  diese  Werthe  die  lemuiscatischen 
Coordinaten  des  Punktes  nennen.  Nun  liefert  aber  jede  Hyperbel  mit 
einer  beliebigen  Lemniscate  vier  Durchschnittspunkte,  von  denen  in  jedem 
Quadranten  sich  einer  findet  (ausser  für  o  =  0,  wo  die  vier  Punkte  auf  den 
Axen  JCÄ  und  Y  Y  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  lie- 
gen), um  die  hieraus  entspringende  Vieldeutigkeit  zu  heben ,  setzen  wir 
fest,  dass  der  Winkel  a  von  0  bis  360^  und  weiter  gezählt,  und  zu  jeder 
durch  den  Werth  von  a  angegebenen  Asymptotenrichtung  nur  das  im  glei- 
chen Quadranten  befindliche  Hyperbelstück  hinzugenommen  werde,  d.  b. 
dasjenige ,  welches  sich  jener  Richtung  anschmiegt. 

So  erscheint  jeder  Punkt  der  Ebene  als  Durchschnitt  einer  Lemniscate 
mit  einem  von  A  oder  Y  ausgehenden,  im  Allgemeinen  gekrümmten  Strahle. 
Für  a=0  ist  die  Gerade  AX  dieser  Strahl,  bei  wachsendem  o  nehmen  die 
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^«i>ws^s^^^^^^«^«^ws^^iA^i^Sl/^^v^'^^w^^l^ 


Strahlen  eine  hyperbolische  Krümmung  an,  bis  sie  für  a=9(fi  in  die  ge- 
brochene Linie  JOY  übergehen.  Im  zweiten  und  dritten  Quadranten  wird 
J'  snm  Aosstrahlnngspnnkte;  die  Strahlen  wiederholen  sich  im  zweiten 
Quadranten  in  umgekehrter  Reihenfolge  vom  gebrochenen  ÄOY  bis  zum 
gradlinigen  A'X\  gehen  im  dritten  von  Ä X'  bis  zum  geknickten  Strahle 
Ä  OY*y  woselbst  wieder  ein  Ueberspringen  zum  früheren  Strahlungspunkte 
Ä  stattfindet,  und  kehren  endlich  im  vierten  Quadranten  vom  geknickten 
Strahle  ÄOY"  zum  geradlinigen  AX  zurück. 

Das  System  der  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  ist  als  besonderer  Fall 
im  lemniscatischen  enthalten.  Lässt  man  nämlich  die  beiden  Lemniscaten- 
pole  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfallen,  indem  man  p==0  setzt,  so 
gehen  die  Hyperbeln  in  ihre  Asymptoten  über,  d.  h.  jene  Strahlen  werden 
zu  geraden  Linien,  welche  durch  den  Anfangspunkt  gehen  und  mit  der  Ab- 
scissenaxe  die  Winkel  a  bilden,  während  die  Lemniscaten  sich  in  Kreise 
verwandeln ,  deren  Radien  die  jeweiligen  Werthe  von  q  sind.  Die  Grösse 
Q  im  Lemniscatensystem  entspricht  daher  dem  Radius  Vector,  der  Winkel 
o  der  Anomalie  des  gewöhnlichen  Polarsystems. 

8.  Wenn  wir  die  Eigenschaften  räumlicher  Gebilde  in  andern  und  wie- 
der andern  Coordinatensystemen  ausdrücken,  so  ist  es  gleichsam,  als  ob  wir 
jenen  Gebilden  immer  andere  Sprachen  lehrten,  in  denen  sie  mehr  oder 
weniger  vernehmlich  zu  uns  sprechen.  Uuter  diesen  Sprachen  wird  aber 
offenbar  jedesmal  diejenige  für  uns  die  verständlichste  sein,  welche  sich  der 
Natur  der  zu  untersuchenden  Gebilde  am  ungezwungensten  anpasst,  denn 
in  dieser  werden  sich  die  Eigenthümlichkeiten  derselben  auf  die  einfachste 
und  darum  deutlichste  Weise  ausprägen.  Durch  geeignete  Wahl  des  Coor- 
dinatensystems  erzielt  man  eine  Eleganz  der  Formeln  und  eine  Leichtig- 
keit der  Discussion,  welche  man  bei  Anwendung  anderer  Coordinaten  ver- 
geblich erstreben  würde.  In  der  Folge  werden  sich  Beispiele  für  das  Ge- 
sagte in  genügender  Menge  ergeben.  Für  jetzt  sei  es  mir  gestattet,  auf  ein 
physikalisches  Problem  hinzuweisen ,  bei  welchem  sich  die  lemniscatischen 
Coordinaten  mit  grossem  Vortheil  gebrauchen  lassen.  Ich  meine  die  Inter- 
ferenzerscheinungen ,  welche  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  geschnittene 
sweiaxige  Kfystallplatten  im  polarisirten  Lichte  zeigen«  Denkt  man  sich 
nämlich  auf  der  dem  Auge  zugewendeten  Oberfläche  des  Krystalls  um  die 
scheiubaren  Endpunkte  der  optischen  Axe  als  Pole  die  obige  Lemniscaten- 
und  die  zugehörige  Hyperbelschaar  verzeichnet,  so  ist  jede  Lemniscate  der 
geometrische  Ort  aller  jener  Punkte,  welche  Strahlen  gleichen  Phasenun- 
terschiedes dem  Auge  zusenden,  während  alle  längs  einer  Hyperbel  aus- 
tretenden Strahlen  die  nämlichen  zwei,  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
parallelen,  Oscillationsrichtnngen  aufweisen.  Die  lemniscatischen  Coordi- 
naten Q  und  o  bezeichnen  alsdann  auf  der  Krystallplatte  einen  Punkt,  wel- 
chem ein  ganz  bestimmter  Phasenunterschied  und   zwei  ganz  bestimmte 

4* 
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OscillationsrichtnDgen  zakommen,  nnd  du  von  diesen  beiden  Elementen  die 
Intensität  der  im  Analysenr  gesehenen  Lichterscheinung  abhängt,  so  wird 
man  dieselbe  als  Function  von  g  nnd  a  ansdrticken  können.  Man  erhält  so 
den  nämlichen  Ausdruck,  welcher  auch  für  senkrecht  zur  optischen  Axe 
geschnittene  einaxige  Krjstalle  gilt,  nur  sind  für  diese  unter  q  und  a  ge- 
wöhnliche Polarcoordinaten  zu  verstehen,  während  für  die  zweiaxigen  Kry- 
stalle  Q  und  er  leniniscatische  Coordinaten  bedeuten.  Sind  daher  die  Eigen- 
schaften unseres  Hyperbel-  und  Lemniscatensystems  bekannt,  so  wird  die 
Untersuchung  dieser  Interferenzerscheinungen ^  wie  ich  andern  Orts*)  ge- 
zeigt habe ,  für  die  zweiaxigen  Krystalle  ebenso  einfach  und  leicht  durch- 
führbar, als  für  die  einaxigen. 

9.  Um  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  in  lemniscatische  Coordi- 
naten ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  zunächst  aus  1)  und  0)  x  und  y  als 
Functionen  von  q  und  o  bestimmen.  Die  Gleichung  1)  lässt  sich  aber  auch 
so  schreiben : 

la)  (^.+y«y_2p«  (:r»-y«)+p*=^^ 

Setzt  mau  hierin  aus  6) 

a:*— y*=p*+2a?y  coig2€i, 
so  erhält  man 

11)  (^x^+y^y—4p*xy  coig  2«— p*=^^ 

Subtrahirt  man  femer  das  Quadrat  der  6) ,  nachdem  sie  zuvor  in  der  Form 

a;* — y* — p*=2a;y  cotg  2« 
geschrieben  wurde »  von  P) ,  so  findet  man 

und  daraus 

12)  2a!y=^'«>i2a.  ' 

Da  ^'  positiv  ist,  so  müssen  sin  2a  und  das  Product  xy  stets  das  nämliche 
Vorzeichen  haben;  dies  ist  wirklich  der  Fall,  wenn  wir,  nach  den  Festsetz- 
ungen des  §.  7  a  alle  vier  Quadranten  durchlaufen  lassen;  deshalb  konnte 
auch  in  12)  das  doppelte  Vorzeichen  weggelassen  werden. 

Setzt  man  den  eben  gefundenen  Werth  von  2xy  in  11)  und  6),  so  er- 
giebt  sich:  

13)  a:«+y«=^p*  +  2p* Q^  cos  2a  +  ^* 
und 

14)  HO*  —  y*  =P'+ Q*  cos  2  et  y 

wo  die  Quadratwurzel  offenbar  nur  ihren  positiven  Werth  vorstellen  kann. 
—  Aus  13)  und  14)  endlich  geht  hervor: 

15)  ip«=^  yp*+2p*g*  cos  2a  +  p^  +  i  (p*  +  ^*  cos  2a) ; 

16)  y*=  l '/p*+2p*Q*cos2a  +  Q*  —  J  (jt?«=^«  cos  2 a). 

Diese  Formeln  gelten  für  alle  Punkte  der  Ebene,  den  Punkt  0,  dessen 

lemniscatische  Coordinaten  (=/>  und  a=-  sind,  nicht  ausgenommen. 


*)  PoggendorTs  Annalen  Bd.  CXX ,  S. 
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DerZasammenbaDg  zwischen  ansern  lemniscatischeD  and  den  gewöhn* 
Hchen  Polarcoordinaten  spricht  sich  ans  in  den  einfachen  Besiehungen: 
12*)  r^  sm2g>s=:Q*sin2at 

14*)  r*  cos  2q>=zp*+Q*  cos  2«, 

welche  sich  ans  12)  nnd  14)  durch  Substitution  von  a:=r  cos  q>  und^=:rmg> 
ergeben. 

10.  Ans  13)  ergiebt  sich  sofort  die  Oleichnng  eines  Kreises,  welcher 
vom  Anfangspunkt  0  aus  mit  dem  Radius  R  beschrieben  ist ,  für  lemnisca- 
tische  Coordinaten  in  folgender  Gestalt: 

17)  ^p*  +  2p«p«co*2a  +  9*  ==  Ä*. 

Dem  oben  in  §.  4  besprochenen  Kreise  kommt,  weil  für  ihn  R^=p  ist, 
folgende  einfachere  Gleichung  zu 

18)  *  Q*+2p^cos2ct=0. 

Diese  Gleichung  würde,  wenn  man  unter  q  und  a  gewöhnliche  Polarcoor- 
dinaten versteht,  einer  Lemniscate  angehören,  welche  mit  der  Lemniscate 
5)  congruent,  aber  um  00^  gegen  sie  gedreht  ist,  so  dass  ihre  Pole,  um  p  vom 
Anfangspunkte  entfernt,  nicht  in  die  Abscissen-  sondern  in  die  Ordinaten- 
axe  unseres  ursprünglichen  Orthogonalcoordinat^nsystems  fallen.  Denkt  man 
sich  jene  Lemniscate  18)  verzeichnet,  und  in  ihr  irgend  einen  Radius  Vec- 
tor  gezogen,  ferner  durch  die  beiden  Punkte ,  welche  auf  der  Aboissenaxe 
um  p  beiderseits  vom  Anfangspunkte  abstehen,  eine  gleichseitige  Hyperbel 
construirty  welche  jenen  Radius  Vector  zur  einen  Asymptote  hat;  denkt  man 
sich  endlich  um  dieselben  Punkte  als  Pole  eine  zweite  Lemniscate  construirt, 
deren  Parameter  q  jenem  Radius  Vector  gleich  ist,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Durchschnittspunkte  dieser  letzteren  Lem- 
niscatenmit  den  zugehörigen  Hyperbeln  ein  mit  dem  Radius 
p  um  den  Anfangspunkt  beschriebener  Kreis. 

Aus  14)  erhalten  wir  leicht  die  lemniscatische  Gleichung  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel 

«*— y*=i?i 

in  folgender  Gestalt 

9*  cos  2  a  =  m  — p*. 
Für  gewöhnliche  Polarcoordinaten    (x=r  cos  qt,  y=r  sin  tp)   würde  die 
Gleichung  der  nämlichen  Hyperbel  lauten : 

t^cos2(p=sm. 
Einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  in  unsere  ursprünglich  ge- 
wählten CooVdinatenaxen  fallen,  entsprechen  daher  im  lemniscatischen  und 
im  Polarcoordinatensystem  Gleichungen  von  derselben  Form.     Aus 
diesem  Verhalten  lässt  sich  leicht  ein  dem  vorigen  analoger  Satz  ableiten. 
Die  gleichseitige  Hyperbel 

xy  =  m,  • 

deren  Asymptoten  die  Coordinatenaxen  sind ,  liat  vermöge  12)  die  lemnis- 
catbche  Gleichung 
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20)  ^*«w2a  =  2m; 
ihre  Polargleichung  ist 

r*  wi2y  =  2m. 

Die  nämliche  Gleichung  20)  also  gehört  der  ebenbenannten 
Hyperbel  an,  gleichviel  ob  wirnnter  q  und  o:  lemniscatische 
oder  Polarcoordinaten  verstehen. 

Aus  diesem Ergebniss  schliessen  wir:  Zieht  man  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  zu  Asymptoten  hat, 
vom  Anfangspunkt  aus  einen  Radins  Vector,  zieht  man  ferner  durch  einen 
auf  der  Abscissen-  (oder  Ordinaten-)  Axe  beliebig  angenommenen  Punkt 
eine  zweite  gleichseitige  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  jener  Radius  Vec- 
tor ist,  und  constuirt  man  endlich  um  den  genannten  Punkt  als  den  einen 
Pol  und  den  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt  eine  Lemniscate,  deren 
Parameter  q  jenem  Radius  Vector  gleich  ist,  so  begegnen  sich  diese 
Lemniscate  und  die  letztere  Hyperbel  in  einem  Punkte  der 
ersteren  Hyperbel. 

II.  Unternehmen  wir  es,  die  Gleichung  der  Ellipse 

in  lemniscatischen  Coordinaten  auszudrücken,  indem  wir  die  Werthe  aus  15) 
und  16)  in  sie  substituiren ,  so  erbalten  wir  zunächst 

(a«+ft«)}/p*+2p'9*C0Ä2a+p*=2a«6«+  («•—6»)  (p*+Q*  cos  2a). 
Qnndrirt  man  hier  beiderseits  und  ordnet  nach  Potenzen  von  9,  So  er- 
giebt  sich 
Q*  [(a«+ft*y  —  («*— ^'  cos^a]  +  2q*  co$2a  [(fl«+6»)V— 2a*ft*  («»—6«) 
—  (a«-^7p»]  +  4a«6«p*— 4a*6*— 4a»ö«  («»— 6«)p«=:0. 
Wählt  man  jetzt  die  Brennpunkte  der  Ellipse  zu  Polen  des  Lemnisca- 
tensystems,  indem  man  p*c=a'  —  6'  setzt,  so  zieht  sich  vorstehende  Glei- 
chung auf  die  einfachere 

q'  [(a»+ft«)«—  (a«~  ft«)«  cos  »2a]  +  4a«6*  (a«— ft«)  q*  cos  2a— AaH^==Q 
zurück,  welche  nach  q^  aufgelöst 

^  _  — 2g«6*  (g»— fe«)  CQg  2tt  +  2a«6«  (g'+^') 
^  (a*+6«)'— (a*— 6«)*  cos  H  a 

giebt.  Hier  kann  nur  das  obere  Zeichen  gelten ,  weil  das  untere  p'  negativ 
machen  würde.     Wir  erhalten  daher: 

,_ 2  g' 6' 

^  "~g*  +  6«+(g«  — 6»)co5  2« 

21)  {           oder 
, g'fe« 

^       g*co5'a+6*m*a 
als  lemniscatische  Gleichung  der  obigen  Ellipse.    Dieselbe  Gleichung  stellt 
aber,   wenn  wir  unter  q  und  a  gewöhnliche  Polarcoordinaten  verstehen, 
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ebenfalls  eine  Ellipse  vor,  welche  mit  der  gegebenen  con- 
grnent,  aber  um  00®  gegen  sie  gedreht  ist. 

Aus  diesem  merkwürdigen  Verhalten  ziehen  wir  folgeDden  Satz :  In 
einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  in  die  Ordinatenaxe  f^llt,  ziehe  man  einen 
beliebigen  Halbmesser.  Alsdann  trage  man  die  Excentrioitlit  der  Ellipse 
zn  beiden  Seiten  ihres  Mittelpunktes  auf  die  Abscissenaxe  auf,  und  lege 
dnreh  die  beiden  so  bestimmten  Punkte  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
jenen  Halbmesser  zur  einen  Asymptote  hat.  Construirt  man  endlich  um  die 
nftmlichen  Punkte  als  Pole  eine  Lemniscate,  deren  Parameter  gleich  dem 
genannten  Halbmesser  ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Durch* 
Schnittspunkte  der  so  construirten  Hyperbeln  und  Lemnis- 
caten  eine  mit  der  gegebenen  congruente  Ellipse,  deren 
grosse  Axe  aber  in  die  Abscissenlinie  fällt,  und  deren  Brenn- 
punkte daher  die  Pole  der  Lemniscaten  sind. 

Transformirt  man  ^ebenso  die  Gleichung  der  Hyperbel 

deren  reelle  Axe  2ii  in  der  Abscissenlinie  liegt,  indem  man  ihre  Brenn- 
punkte zu  Polen  der  Lemniscatenschaar  (d.  h.  p*c3a'+6')  nimmt,  so  erhält 
man  ihre  leraniscatiücfae  Gleichung : 

,      afl«6« 

^  *^a«— 6«— (a«  +  6«)co«2a 

22)  \  oder 

^       o*  sin  *a  —  6*  cos  *a 

unter  q  und  a  wieder  gewöhnliche Polarcoordinaten  verstanden,  würde 
diese  Gleichung  eine  Hyperbel  stellen,  deren  reelle  Axe  2  6  in  die  Ordinaten- 
axe fällt,  und  welche  mit  der  gegebenen  gemeinschaftliche  Asymptoten  hat. 
Es  wäre  ein  Leichtes,  auch  in  diesem  Falle  einen  dem  obigen  analogen 
Satz  auszusprechen. 

Von  anderen  krummen  Linien  sei  nur  noch  die  Lemniscate  4)  §.  2  er- 
wähnt, deren  Orthogonalgleicbung 

ist     Ihre  lemniscatische  Gleichung  lautet 

23)  p«+p«co5aa=:0 

und  würde  für  Polarcoordinaten  eine  mit  der  gegebenen  congruente  Lemnis- 
cate vorstellen,  welche  aber  um  90°  gegen  sie  gedreht  ist.  Man  sieht,  dass 
auch  diese  Gleichung  einen  dem  oben  für  die  Ellipse  aufgestellten  ähnliehen 
Satz  enthält. 

Die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geht 
und  mit  der  positiven  Abscissenaxe  den  Winkel  g)  bildet,  ergiebt  sich  für 
lemniscatische  Coordinaten  in  folgender  Gestalt: 

24)  ^*5t>i2  (a  — g))=sp*«t/t2q^. 
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Dieselbe  würde  für  Polarcoordinaten  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar- 
stellen ,  deren  eine  Asymptote  unsere  Gerade  selbst  ist. 

12.  Um  das  Bogenelement  dSi  einer  Lemniscate  (q)  zn  berechnen, 
schreiten  wir  Iftngs  derselben  fort  Yon  dem  Punkte  (x ,  y) ,  wo  sie  von  der 
Hyperbel  (a)  getroffen  wird,  bis  zu  dem  Punkte,  wo  sie  der  Hyperbel  (cc+da) 
begegnet;  dabei  gehen  die  Coordinaten  x  und  y  in  x+dx  und  y+  dy  über, 
Q  aber  bleibt  constant.  Differentiirt  man  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Oleichungen  1)  und  6) ,  so  liefert  die  6) : 

da 

25)  (y+^  cotg2a)  dy—i^x—y  cotg  2a)  rfx=2ary  .    ,   .     . 

Aus  1)  dagegen  erhält  man 

y  (x^+y'+P')  dy+x  (a:«+y«-p«)  rf«=o. 
Da  aber  jede  Lemniscate  von  jeder  Hyperbel  rechtwinklig  durchschnitten 
wird ,  so  besteht  die  Beziehung 

X    g*+y*^+P* y+^  cotg  2a 

y  '  a?*+y*  +/>* ""  x^y  cotg  2a 
vermöge  welcher  die  vorhergehende  Gleichung  Übergeht  in 

26)  (x — y  cotg  2a)  dy  +  {y+x  cotg 2a}  dx=sO. 

Werden  nun  die  Gleichungen  25)  und  26)  quadrirt  und  addirt,  so  kommt 

4^1/*  dc^ 
{da^+dy')[{x^ycotg2ay  +  {y+xcotg2ay]:==—^^^-— 

stn  za 

oder 

Setzt  man  hierin  dx^+dy*=d^^  und  statt  xy  und  x^+y*  ihre  Werthe  aus 
12)  und  13),  so  erhält  man  das  Bogenelement  der  Lemniscate 

27)  ds,^ '^ j. 

{p*+2p\^C08  2a+Q*)i 

wobei  f|  mit  a  gleichseitig  wachsend  oder  abnehmend  gedacht  wird. 

13.  Das  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  (a,)  Und  (a,)  enthaltene 
Bogenstück  s^  einer  Lemniscate  (q)  ist  demnach  ausgedrückt  durch  das 
Integral 


V<p*- 


oder,  wenn  man  cos  3 aal — itm*tt  setzt,  durch 


38) 


"'^•]{'-im?-"r 
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Die  stets  positive  Grösse     i  .    rvt  ^**  ibren  grössten  Werth  1  für  9=/?, 

far  jeden  andern  Werth  von  q  ist  sie  kleiner  als  1,  und  es  giebt  immer  zwei 
Werthe  von  p,  der  eine  <  p,der  andere  >p,  für  welche  sie  den  nämlichen 
Werth  annimmt.  Dem  Werthe  Q=p  entspricht  die  Lemniscate  5)  in  §.  2, 
welche  sich  in  Form  eines  00  durch  den  Anfangspunkt  hindurchschlingt. 
Sie  nmschliesst  alle  Lemniscaten  erster  Art,  für  welche  QK^P^^^f  und 
von  denen  jede  in  Form  zweier  getrennter  geschlossener  Curven  die  beiden 
Pole  nmgiebt;  sie  wird  dagegen  selbst  wieder  eingeschlossen  von  den 
Lemniscaten  zweiter  Art,  für  welche  q  >p  ist,  und  von  denen  jede 
nur  eine  einzige  geschlossene  Curve  darstellt.  Nennen  wir  nun  die  Grösse 

^    ^  den  Modul  US  dör  Lemniscate,  so  giebt  es  in  jedem  Lemniscaten- 

system  zwei  gleichmodel ige  Lemniscaten,  von  denen  die  eine  zur  ersten, 
die  andere  zur  zweiten  Art  gehört. 
Setzt  man 

2pp 

29)  p+p=«'"P 

(9  heisse  der  Modelwinkel),  so  ist  für  die  zur  ersten  Art  gehörige  der 
beiden  gleichmodeligen  Lemniscaten 

für  die  zur  zweiten  Art  gehörige  aber 

lft=^pcoig\<p 
welche  Werthe  durch  Auflösung  der  Gleichung  29)  nach  q  gefunden  wer- 
den.   Daraus  folgt: 

30)  QiQi==p\ 

d.  h.  für  je  zwei  gleiehmodelige  Lemniscaten  desselben  Sy- 
stems ist  der  halbe  Polabstand  p  die  mittlere  geometrische 
Proportional'e  zwischen  den  Parametern. 

Bezeichnen  wir  die  zwei  Geraden ,  welche  von  den  beiden  Polen  nach 
irgend  einem  Punkte  der  ersten  unserer  gleichmodeligen  Lemniscaten  gezo- 
gen werden,  mit  r  und  r  ,  so  ist  bekanntlich 

rr'  =  (f*. 

Für  die  zweite  gleiehmodelige  Lemniscate  hat  man ,  wenn  R  und  R' 
die  von  den  Polen  nach  irgend  einem  ihrer  Punkte  gezogenen  Geraden  be- 
deuten : 

Maltiplicirt  man  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  einander  und 
berücksichtigt  die  30),  so  findet  man 

31)  •  rrRB:=zp\ 

d.h.  wenn  man  von  den  beiden  Polen  nach  je  einem  Punkte 
sweier  gleichmodeligen  Lemniscaten  gerade  Linien  zieht, 
80  ist  das  Product  dieser   vier  Geraden   constant,  und  zwar 
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gleich  der  vierten  Potenz  des  halben  Polabstandes.  : —  Für  die 
eine  Lemniscate ,  deren  Modelwinkel  g>  ist ,  hat  man 

für  die  andere 

Folglich  sind  ihre  zwischen  den  Hyperbeln  (a,)  und  («,)  enthaltenen  Bo- 
genstttcke,  wenn  der  Kürze  wegen 

da 


I    4,  mit  L 


/i — $in*(p$in*a 


bezeichnet  wird, 

J  für  die  erste  ....  5,  =p sin  \g>ig ^<p  .L 
'  \  für  die  zweite  . . . .  S|  =p  cos  \q>  cotg  \g> .  L. 

Daraus  ergiebt  sich: 

5,  =5,  .cotg^^if 
oder  auch 

33)  5| : Si=sin^^(p:  cos 'J y , 

d.  h.  die  zwischen  den  nämlichen  beiden  Hyperbeln  enthal. 
tenen  Bogenstücke  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  der 
ersten  und  zweiten  Art  verhalten  sich  zu  einander  wie  die 
dritten  Potenzen  des  Sinus  und  des  Cosinus  des  halben  Mo- 
delwinkels. 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für  die  zwischen  den  Hyperbeln  (0) 

und  (  —  j  enthaltenen  Bogenstücke ,  d.  h.  für  die  Viertelslemniscaten ,  und 

darum  auch  für  die  ganzen  Umfange. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  32)  findet  man: 

cos^\q>+sin^\(p 
sm  ^q>cos  ^tp 
und  durch  Subtraction 


Setzt  man  nun 


und 


woraus 


o,  —  Si  —  p, r-, r    — .*'• 

sm  ^q>cos^g> 


cos^ig>  +  stn^itp  .    ,     .    t 

.  — r',---"  ~,     -=Pi  sin  iq>(gig> 
sin  \(p  cos  \(p         ^*        ^^  y^^ 

sm^q>cos^(p  *  * 
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and 

p,  :p,  =  cos*\q):sin  '^q> 
folgt,  80  erkennt  man,  dass  die  Summe  der  zwischen  den  Hyperbeln  (cti) 
nnd  (a,)  enthaltenen  Bogen  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  gleich  ist 
dem  Bogen  einer  Lemniscate  erster  Art  von  gleichem  Modul ,  aber  mit  dem 
Polabstand  2pi,  oder  gleich  dem  Bogen  einer  Lemniscate  zweiter  Art  von 
gleichem  Modul ,  aber  mit  dem  Polarabstand  2pf ,  wenn  diese  Bogen  zwi- 
schen den  durch  die  neuen  Pole  gezogenen  Hyperbeln  (aj)  und  (a,)  enthal- 
ten sind.  Die  neuen  Polabstände  verhalten  sich  ebenso  wie  die  zu  addiren- 
den  Bogen  I  d.  h.  es  ist 

Setzt  man  ferner 


und 


woraus 


und 


p .  — r^~ 1-*—  =p«  coslg>  cotgig> 

p/=p(co/ör»igp  — 1) 


p^'',p^=,  cos  '4  <p :  sin  \  tp 

folgt,  so  sieht  man,  wie  auch  die  Differenz  der  zwischen  den  Hyperbeln  (cr^) 
und  (a,)  enthaltenen  Bogen  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  ausdrückbar 
ist  entweder  durch  den  Bogen  einer  Lemniscate  erster  Art  mit  dem  Pol- 
abstand 2p/,  oder  den  Bogen  einer  Lemniscate  zweiter  Art  mit  dem  Pol- 
abstand 2^2,  wenn  diese  neuen  Lemniscaten  den  gleichen  Modul  haben  wie 
die  gegebenen,  und  die  begrenzenden  Hyperpeln  ebenfalls  den  Werthen 
(iTj)  und  (a,)  entsprechen.  Auch  hier  verhalten  sich  die  neuen  Polabstände 
so,  wie  die  zu  subtrahirenden  Lemniscatenbogen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  33)  q  und  p  mit  einander  vertauscht,  so 
erleidet  weder  der  Winkel  9  noch  das  Integral  L  irgend  eine  Aenderung, 
nur  der  Factor  p  verwandelt  sich  bei  der  ersten  in  ^1 ,  bei  der  zweiten  in 
^.     Die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

5/=  ^,  cos  ^fp  cotg  \q>  .L 
stellen  immer  noch  gleichmodelige  Lemniscatenbogen  erster  und  zweiter 
Art  vor,  welche  aber  verschiedenen  Systemen  angehören,  deren  Polabstände 
2^1  und  2^  sind.     Zwischen  diesen  neuen  Bogen  und  den  früheren  finden 
folgende  Beziehungen  statt: 
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$1  St  =  5|  Sj. 
14.  Das  Integral 


r         'da 
34)  L=   /  T , 

2p  9 


Y^r 


WO  Ar  den  Model  ^^^  vorstellt,  lässtsich  durch  geeignete  Substitutionen*) 
auf  elliptische  Integrale  erster  Gattung  reduciren.  Setzt  man  nämlich 
zuerst  ]K  1  —  Ä*  «in *«  =  I,  oder   sin  *a  =  — ^      ,*so  erhält  man 

cos*  a  = — ^  =  5-— —  ,  wo  1  — k^zr^k'*  gesetzt  wurde,  und  das 

transformirte  Integral  ist: 

Hier  ist  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen : 

(1  -*'•)  I«  -  A'»-i8=(i + k-y  {«-  (*' + r)». 

Macht  man  jetzt  A'+|*=2{*{;,  so  hat  man  sunächst: 

Ans  der  zwischen  |  nnd  (  festgesetzten  Relation  zieht  man  aber 


also 

L  = 


iV^^Vt+yk'  +  Vt-j/'k' 
}/UVi+j/k'.V(i+k')*-4ir 

Um'das  erstere  dieser  beiden  Integrale  zu  erhalten,  sei  t=u*+'/l^]  dann  ist 

r=-  r ^^•^"_ . 

J  y{i+yk'y+iu'.  V{i  -  yvy — a«» 

Da,  wie  man  sieht,  ^(l  —  V^)*  "^'^  Grenze  von  «*  ist,  setzen  wir  «^2 
=  (l  —  yk' )  CO«  ^ ,  nnd  erhalten : 


V=    f  '''"  =         1  f'         du, 

^  Vi  (1  +*')-(l_/Ä')«sm>       /2  (l+A')/  »/l— A'w^ 


*  F{1,  H 


/2(l+*') 


*)  Legendre,  traiU  des  fonctions  eiliptiques,  chap,  XXFII. 
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wo 

2  (!  +  *') 
ist. 

Was  das  zweite  Integral  L"  betrifft,  so  setzen  wir,  ähnlich  wie  oben, 
fssp*  —  y^\  oöd  erhalten  zunächst: 

l''^_  r.^ 

J  V{i  -  yi^y^  a  t^  y  (i + yvy  -  2  ti«' 

Wird  nun  v  j/2=: (l  +j/F)  cos  % ,  X'*=  \7[Kk\   gemacht,  so  hat  man 

yr{r+  k')J  /i — a'«  m  «^    /2(i+o    '^  '  ^''' 

Die  Model  X  und  X'  der  beiden  elliptischen  Integrale  sind  complemen- 
tär,  d.  h.  es  ist  1' -|- 1'*  =  l.  Während  der  Modul  k  der  Lemniscate  alle 
Werthe  yon  0  bis  1 ,  sein  Complement  k'  demnach  alle  Werthe  von  1  bis  0 
durchläuft,  geht  l  von  0  bis  zu  seinem  Grenzwerth  y\y  folglich  X'  von  1 

bis  j/4-  ■ 

Da  oben  k^=^8in  (p  gesetzt  wurde,  so  ist  U=^cos  9>,  und 

1  —  }/cos  q> 

2  cos  4  (p- 
Macht  man  nun 

so  wird 

Xs=isin^qf^  und  X'=^cos\fp^. 
Die  Amplituden  if;  und  %  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

^-yw     ^  ^+yv 

cos  ^  =  —7 —:=rc  und  cos  y  = — ? — ^—p=\ 

l(l-^A')  ^       1(1+^) 

oder 

co,^^^^±^-f:^)  und  CO,,  =  ^^'+^>f+<^'-^>. 

WO  I  sUtt  ]/l  —  ^'  sin  *a  steht.    Für  a==0  ist  |  =  l,  folglich  sowohl  ^=0, 
ab  auch  %  =  0.     För  a  =  —oder  {  =  "/k'  erhält  man  ^  =  »  und  2  =  ^«    ^i® 

Amplitude  %  verschwindet  also  für  a  =  0  und  o  =  ~.   Zwischen  diesen  bei- 

den  Werthen  erreicht  sie  ein  Maximum,  nämlich  wenn  §  =  JK  .A:^  d.  h. 

1  k' 

*m  •«  =  >,  CO*  '^'^^rXT'»  ^^^  *«  =  Ar'  =  co«  g)  ist.    Für  den  nämlichen 

Wertb   von  a  wird  die  andere  Amplitude  ^  =  t~* 
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Eliminirt  man  die  Grösse  {  ans  den  beiden  obigen  Gleichungen  fttr 
cos^  und  cosxy  so  erhält  man  die  einfache  Beziehung: 

sin  rjf A' 

8inx~T' 
d.  h.  in  den  beiden  elliptischen  Integrale ,  welche  in  den  Ansdrnck  flir  den 
Lemniscatenbogen  eingehen ,  verhalten  sich  die  Amplitudensinus  verkehrt 
wie  die  entsprechenden  Modul. 

Um  die  Amplituden  ^  und  %  beqnem  berechnen  ssu  können,  setzen  wir 
k  sin  er  =  sin  q>  sin  a  =  sin  ^,  woraus  P=cos  ^;  ferner  j/^=^co*  g>= cos  (p; 
dann  wird 

^,,  ,,,  _  ^^'  4  (9+  ^1  sin  4  {g>'-  ^)  ^     ^^^  ;.  ^  ^^^  *  (y +^)  ^'^^  t  (y^-^) 
sin  4  9'  j/cos  d'  '  co«»49>'/co«^  ' 

Zur  Berechnung  der  Lemniscatenbogen  s^  und  5,  können  wir  daher 
das  folgende  System  von  Gleichungen  anwenden : 

/      «wi9o  =  ^iv     A  =  *i/iig)o     V  =  co«4g>o 
cos  q/  =  j/cos  9  «n  ^  =  5m  q>sina 

cgj  ^.-  ^'^  *  (y  +  '^l  ^«>>  ^  (y  —  ^) 

51»  *i  g?'  j/cos  ^  sin  t^  _  A' 

35)  l    cos x-^^^^  (y +^)  ^Q^  i  {<P'—^)     sÖTi^T 

cos*ig>'j/cos^ 

5,  =  ^  cotg  i9  [/^  a,  ^)+F  (A/x)] 
wo  die  Lemniscatenbogen  St  und  ^1  von  a  =  0  an  gerechnet  sind.    Weil  für 
o  =  -  die  Amplitude  %  verschwindet  und  ^If^^n  wird,  so  erhalten  wir  für  die 
Lemniscatenquadranten  a  und  ^die  einfacheren  Ausdrücke: 

2=^p  cotg  kq>.F'  {Xy 
wo  ^'(A),  nach  Legendre's  Bezeichnungsart,  das  vollständige  elliptische 
Integral  erster  Gattung  vorstellt. 

Wir  erkennen  aus  diesen  Formeln,  dass  die  Summe  zweier  ellip- 
tischer Integrale  erster  Gattung,  deren  Model  complementttr 
sind,  und  deren  Amplitudensinus  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  zugehörigen  Model,  immer  durch  den  Bogen  einer 
Lemniscate  ersteroder  zweiter  Art  dargestellt  werden  kann; 
ferner,  dass  ein  vollständiges  Integral  erster  Gattung,  des- 
sen Model  kleiner  als  ^i  ist,  sich  stets  durch  den  Quadranten 
einer  Lemniscate  erster  oder  zweiter  Art  darstellen  lässt. 
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15.  Die  obigen  Formeln  gelten  auch  noch,  wenn  Af  =  l   oder  g)=-- 

ist ;  alsdann  hat  man  i  =  i'  =  j/l^  cos  ^lf=cos  i  =  r/cos  a  oder  wi  tf;  =  «w  % 
^=y2.sm  ict.  Der  Lemniscatenbogen  LM  (Fig.  l)  wird  demnach  aasge- 
drückt sein  durch 

37)  Si=p.F  (yi,  ^),  wo  5l>i^=i](/2.5m4a. 

Berechnet  man  den  Bogen  s/  der  nämlichen  Lemniscate  unter  Anwendung 
gewöhnlicher  Polarcoordinaten  aus  ihrer  Polargleichung  5)  so  findet  man: 

wo  die  letztere  Umformung  durch  die  Substitution  sin  if;'  =  ^2 .  sin  ß  be- 
werkstelligt wurde.  Wir  erbalten  daher  für  den  Lemniscatenbogen,  wel- 
cher zwischen  dem  Scheitel  L  und  der  Geraden  liegt,  die  mit  der  Abscissen- 
axe  den  Winkel  ß  einschliesst,  folgenden  Ausdruck : 

38)  s^'^p .  F  (^,  t(;'),  wo  sin  ^'=  ^2 .  sin  ß. 

Die  Ausdrücke  37)  und  38)  werden  aber  einander  gleich ,  wenn  man 
ß=zia  setzt.  Daraus  ersehen  wir,  dass  die  Hyperbel  a  {AMFi^.  1)  und 
die  Gerade  y=ixtg\a(01if)  die  in  Hede  stehende  Lemniscate  im  nämlichen 
Funkte  M  schneiden.  Dieser  Sktz  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen. Nimmt  man  auf  der  Abscissenaxe  OX  einen  beliebigen  Punkt 
A  an ,  und  legt  durch  denselben  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  welche  die 
Gerade  OjP zur  Asymptote  bat;  zieht  man  ferner  die  Halbirungslinie  OM 
des  Winkels  POÄ^  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Durch» 
Schnittspunkte  der  so  construirten  Hyperbeln  mit  den  zuge- 
hörigen Halbirungslinien*eine  durch  0  gehende  Lemniscate» 
welche  den  Punkt  A  zum  Pole  hat. 

Von  der  Wahrheit  dieses  Satzes  kann  man  sich  auch  leicht  dadurch 
überzeugen ,  dass  man  aus  der  Gleichung  der  Hyperbel 

dP» — y» — 2xy  cotg2a=  p* 
und  der  Gleichung  der  Geraden 

y^xtgia 
den  Winkel  a  eliminirt,  man  erhält  so  die  Ortbogonalgleicbung  jener  Lem- 
niscate. 

Am  einfachsten  aber  gestaltet  sich  der  Beweis  dieses  Satzes,  wenn 
man  die  lemniscatische  Gleichung  der  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  den 
Winkel  g>  mit  des  Abscissenaxe  bildet,  nämlich 

combinirt  mit  der  lemniscatiscben  Gleichung  der  Geraden,  welche  mit  der 
Abscissenlinie  den  Winkel  iq>  einschliesst,  nämlich  mit  (vergl.  §.  II) 

^*  sin  2  (a —  4  ^J^^P^  sin  9 ; 
man  erhält  sogleich 
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d.  i.  die  lemniscatische  Gleichung  unserer  Lemniscate. 

16.  Schreiten  wir  längs  einer  Hyperbel  des  Systems  6)  fort,  von  dem 
Punkte  (a:,  y),  wo  sie  von  der  Lemniscate  (q)  geschnitten  wird ,  bis  zu  dem 
Punkte  (x+dx,y+dy),  wo  sie  mit  der  Lemniscate  ig+dQ)  zusammentrifft, 
so  haben  wir  die  Gleichungen  l)  und  6)  unter  der  Annahme  zu  differentiiren, 
dass  a  constant  sei.     Wir  erhalten  aus  1) 

und  aus  6): 

{y+x  cotg  2a)  dy^^x—y  cotg2a)  rfa?=0, 

welche  letztere  Gleichung  aber  vermöge  der  Beziehung 

^   a?*  +  y* —  P*_y  +  a: cotg 2« 

y'x^  +  f  +  p*^x—ycotg2a 
in  folgende  Form 

40)  X  0«-a:*— y«)  dy+y  (p^+x'+y')  dx^O 

gebracht  werden  kann.    Addirt  man  die  Quadrate  der  Gleichungen  39)  und 
40),  so  erhält  man 

idx^+dy')  [/  (p'+x'+y^y+x^fy^a^^y^y-j^^^dQ'. 
Nun  ist  aber 

-^y'ip'+^p'(^+y')  +  (^  +  y'y]  +  x'lp*-^  2p'{x'+y^  -h  (^  +y'yi 

=  P*(^  +  y*)  +  2/>»(a;«+y»)  (y«— X«)  +  {x'+y^y 
=(^+y*)  Ip'  +  Zp'Cy*-  o:«)  +  ix*+y'y]^(x'+y') q\ 

Bezeichnen  wir  daher  das  Bogenelement  j/dx*  +  dy^  der  Hyperbel  mit 
dSf ,  so  erhalten  wir  • 

ds,^.^^£L= 
yx'+y^ 

oder  mit  Berücksichtigung  von  13) 


41)  ds^  = 


gdg 


(y  +  2p«^«cos2a  +  ^*)V 

Das  zwischen  zwei  beliebigen  Lemniscaten  (^,)  und  (^,)  enthaltene  Hyper- 
belstück ist  demnach  ausgedrückt  durch  das  Integral 

42)  ,,=    /• i^ 

••/    (p*  +  2p*QUos2a+Q*)i' 
Qi 

welches  leicht  auf  elliptische  Integrale  zurückgebracht  werden  kann.   Setzt 
man  nämlich 

43)  p*+2p»ff*coi2„  +  ^*:=Pla!^ 

COS^lff 

so  erhält  man 
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^f 


^py sin  2a     /•  dt/; 


Vi 

Das  letzere  Integral  lUsst  sich  durch  eine  bekannte  Keductionsformel  nm- 
formen ,  wie  folgt : 


y*  dt/;  p    cos^^  dijf  

Der  gesuchte  Hjperbelbogen  wird  demnach  ausgedrückt  durch 

V^    

—  E(yi,  '^{)]+p]/2  8in2a[tg  *,  ^1  —  4  «m 'tJ',  —  f^r  tf;,  j/l  —4  «/tVi], 
wo  die  Grenzen  t/;^  und  t/;,  aus  43)  für  die  entsprechenden  Werthe  von  q^ 
und  Q^  zu  bestimmen  sind. 

Führt  man  in  dem  von  elliptischen  Integralen  freien  Oliede^statt  der 
Grenzen  '^j  und  ^^  ^^^^  ^^  Q  ^"^  ^  ausgedrückten  Werthe  wirklich  ein ,  in- 
dem man  zugleich  ^i=0  und  Qt=Q  nimmt,  so  erhält  man  zunächst  aus  43), 
wenn  man  der  Kürze  wegen 

setzt : 


Ol/ sin  2a 
C05t/;,=  -^— ^ , 


pystn  2  a 


also 


/ ,    .   ,  V^*+P^  sin  2  a 

/ / ; — r-s —      p^C0S2a+Q* 

p  Y2  sin  2a.i9%yi  —  k  *fw  Vt=  ^       ^ 


woraus  für  ^  =  0 

CO«  ^1  =  ysin2a 

und  

p  ^5i>i  2  a .  (gr  Vi  ^1  —  i  «'«  ' Vi  =  P  ^^^  2a 
hervorgeht.    Die  Länge  eines  der  Strahlen,  von  denen  §.  7  die  Rede 
war,  ist  demnach  ausgedrückt  durch 

44.)    ,,'= pV^'"^«  ^jr  y4^  ^.)  _/•  (j'j,  ,|,,)]  -/» ^il^;ri7.  [Ä-O/?,  T/,,) 

ZeiUchrifl  t.  Malhemalik  u.  Physik.  XII,  1.  5 
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Diese  Formel  gilt  auch  noch  für  den  geradlinigen  Strahl  AX(ju=-Qi) 

und  für  den  geknickten  Strahl  AOYya^^  ^\\  der  erstere  ist  unter  allen 

Strahlen  der  kürzeste ,  der  letztere  der  längste ,  wie  aus  42)  leicht  nachge- 
wiesen werden  kann. 

Wie  wir  ans  Gleichung  23)  wissen ,  hat  q^  im  Scheitel  C  (Fig.  2)  der 
Hyperbel  den  Werth 

9i*  =  —  p*  cos  2  a. 

Substituirt  man  diesen  Werth  statt  q  in  die  Gleichung  43),  so  erhält  man 

cos  -?(;,  =a  1 ,  also  if>,  =  0 
und  wir  finden  für  den  vom  Scheitel  (7au  gerechneten  Hjperbel- 
bogen  (7iJf  (Fig.  2): 

44b)        ,;'==?l^^./'(^j,^)_p/57J^^ 

•  ,  p'  C05  2c +  p* 

"^  R  • 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  t|;  ergiebt  sich  leicht  in  fol- 
gender Weise.  Nach  Gleichung  13)  in  §.9  ist  R  oder  (p*+2p*^'co52a+^*)i 
nichts  anderes  als  die  Entfernung  des  Punktes  M  (x^y)  der  Hyperbel  vom 
Coordinatenanfang,  oder  ihr  nach  M  gezogener  Halbmesser  {=R)i  während 
p  ]/sin  2  a  nach  Gleichung  4)  §.2  ihreHalbaxe  vorstellt.  Die  Gleichung  43) 
schreibt  sich  daher  auch  so : 

Rcosilf:=p  j/ sin  2  a. 

Beschreibt  man  daher  vom  Mittelpunkt  0  aus  mit  der  Halbaxe  0  C 
(Fig.  2)  als  Radius  einen  Kreis,  und  über  OM=R  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis  ONM^  und  zieht  nach  dem  Durchschnittspunkte  iV  den  Radius 
OiV,  so  ist  der  Winkel  MON  gleich  V^,  denn  man  hat 
RcosMON=zON=OC=zpj/sin  2a. 

17.  Um  das  Bogenelement  ds  einer  beliebigen  Curve.  zu  berechnen, 
deren  Gleichung  in  lemniscatischen  Coordinaten  gegeben  ist,  müsste  man 
die  Gleichungen  1)  und  6)  unter  der  Voraussetzung  dififerentiiren,  dass  q  und 
a  beide  gleichzeitig  variabel  sind,  aus  den  so  erhaltenen  Differentialglei- 
chungen 39)  und  25)  dx  und  dy  bestimmen  und  die  gefundenen  Werthe  in 
die  Formel 

ds=^ydx*+d/ 
einsetzen.     Erinnern  wir  uns  aber,  dass  jede  unserer  Lemniscaten  von  je- 
der Hyperbel  unter  rechtem  Winkel  geschnitten  wird,  dass  sonach  ds  die 
Hypotenuse   des  unendlich  kleinen  rechtwinkligen   Dreiecks  ist,  dessen 
Katheten  dst  und  dSf  sind ,  so  erhalten  wir  auf  kürzerem  Wege 

ds  =  j/dsi*  +  ds^\ 
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al»o 
45) 


/Td^MVria'  _  y(^)+'*-'"' 


dt= , 

(jt*  +  2/>*  Q*  CO»  2  «  +  g*)i       {p*  +  2p'  ^*  cos  2  a  +  q*)  t 

n 
Obgleich  für  Q^=p  und  ass  --- ,  d.  b.  im  Punkte  0,  der  Nenner  dieses 

Differentials  Terscbwindet,  so  bleibt  dasselbe  dennocb  auch  in  diesem  Falle 
unendlich  klein,  und  die  Formel  45),  ebenso  wie  die  als  specielle  Fälle 
(wenn  (»=Con8t.  oder  o=Const.)  in  ihr  enthaltenen  27)  und  42)  behauptet  ihre 
Geltung. 

Man  erkennt  auch  leicht,  dass  die  Formel  45),  wie  es  sein  muss,  für 
p  =  0  in  die  entsprechende  für  gewöhnliche  Polarcoordinaten  tibergeht. 

18.  Um  einige  Anwendungen  der  Gleichung  45)  zu  zeigen,  werde  zu 
nächst  die  Länge  des  Stückes  der  Geraden 

y  —  xigg> 

7t 

gesucht,  welches  sich  vom  Anfangspunkt,  d.  h.  von  der  Hyperbel  ---  bis  zur 

Hyperbel  (a),  wo  cr<  —ist,  erstreckt.  Aus  der  lemniscatischeu  Gleicbung 

.  * 

dieser  Geraden,  nämlich 

, p^$m2(p 

^         8in2(a  —  g?)  * 
in  welcher  q>  <,  a  zu  denken  ist ,  finden  wir 


nnd 


folglich : 


o^+ap«?'  cos  2«+,')* = p  /j;iz^) . 


2 

da 
••  p  sin  2  tp 


y  sin  2  a  ,  sin  ^2  (a  — >  q>) 

Nun  ist  aber,  wie  wir  aus  13)  §.  0  wissen,  die  gesuchte  Länge  durch 
die  gerade  vorausgehende  Gleichung  bereits  ausgedrückt,  und  wir  erbalten 

demnach : 

n 
2 


.   «      /• «'tt __«-»/       Sin2a 

pstn2q>  I      . =-  =P  1/ 

t/    ysin2ctsin^(a — q>)  f     sin2((i  —  9) 

a 

oder: 

5* 


68  Ueber  lemniscatische  Coordinaten. 


46)  r  ^^  ^      ^     7/       sin2a 

J    }/sin2a,sin^2{a  —  <p)      Sin2q,f^    $in2(a  —  g>) 
« 
ein  Integral,  welches  zwar  auch  auf  anderem  Wege  gefunden  werden  kann, 
aber  doch  auf  den  ersten  Blick  Schwierigkeiten  darzubieten  scheint. 
19.     Für  den  Kreis  18)  vom  Radius  p  findet  man  aus 
18)  ^'= — 2  p^  cos  2a 

nach  der  Reihe 

p  -7^  =  2p*sm2a, 
da 


(,^)V,-  =  4,-, 


P*  +  2p*^*  cos2a  +  Q^  =  p* 
ds=:  2pdai 
folglich  ist  der  zwischen  den  hyperbolischen  Strahlen  (cft)  und  (a,)  enthal- 
tene Kreisbogen 

Ä« 

47)  s=    I  2pda  =  2p(a^  —  a^). 

«1 

Nun  ist  aber  p  (a,  —  «,)  der  zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperbeln 
(cTj)  und  (oj)  enthaltene  Bogen  desselben  Kreises.  Construirtman  da- 
her durch  einen  Punkt  im  umfange  eines  Kreises  zwei  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  dem- 
jenigen des  Kreises  zusammen  fällt,  seist  der  zwischen  ihnen 
enthaltene  Kreisbogen  doppelt  so  gross  als  der  zwischen 
ihren  Asymptoten   enthaltene. 

20.  Wir  suchen  ferner  den  zwischen  dem  Endpunkt  der  grossen  Axe 

und  der  Hyperbel  (a)  enthaltenen  Bogen  der  Ellipse,  deren  lemniscatische 

Gleichung  nach  §.11 

,_ 2fl'6' 

ist ,  und  finden  nach  und  nach 

dQ_       2a*fe*(a*--6*)  Sin2a 
^  da~[a*+b*+  ia^—b^)  cos  2a]* 
/  ägV        ^  _  8 g^fe*  [a*+  6*+  (q*—  6*)  cos 2a] 
yda)^  ^  ~      [a*  +  6*  +  (a'-  6«)  cos  2«]*      ' 
ferner,  unter  Berücksichtigung,  dass  p*  =  a'  —  6*  ist: 

p*  +  2j]^Q*  cos  2a+  Q* 
4  aH*(a*— 6*)  cos  2a  4  a*6* 


;(a«-6«)«  + 


rt»+6*  +  (a*  —  6*)  cos2d^  \a^  +  b^^{a*—b*) cos  2ap 
_  0*4-  6<  +  (q^  ~  b*)  cos  2  c]» 
—  [a«+**+  («'  —  ^*)  C05  2a]* ' 
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folglich  • 

2a*b*y2*da f^b^dcc 

~  [a«+6*  +  (fl«  — ft*)  C05  2a]$  ==  [««—(««— 6*)  5m  *a]S 
b*d[a 

~a(l  — «*«>»•«)*' 

ßi ^« 

wo 5 —  =  «*  gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber 

ar  .  . 

/»  £/«  1       /*  «*         sin  a  cos  a 

Der  gesuchte  Ellipsenbogen  zwischen  0  und  a  ist  demnach 

48)  aE{i,a)  —  -y======r. 

yl  —  tstn^a 

In  Figur  3  ist  dieser  Bogen  durch  MS  vorgestellt.  Beschreiben  wir 
nun  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  aus  mit  der  grossen  Halbaxe  als  Radius 
einen  Kreis,  und  föllen  von  dem  Punkt  jp,  wo  dieser  von  der  andern 
Asymptote  (a  —  90°)  oder  OQ  der  Hyperbel  (a)  getroffen  wird,  eine  Senk- 
rechte auf  die  Abscissenlinie,  so  ist  der  zwischen  dem  Endpunkt  N  der  klei- 
nen Axe  und  dieser  Senkrechten  enthaltene  Ellipsenbogen  NP  bekanntlich 
ausgedrückt  durch  aE{e,  a).  Der  unterschied  der  beiden  Ellipsenbogen 
NP  und  MS  ist  daher  gleich  der  geradlinigen  Strecke 

a^  sin  a  cos  a 

~}/l,  —  £^sin*a 
Um  diese  Strecke  zu  construiren,  beschreiben  wir  vom  Brennpunkt  A 
aus  mit  dem  Radius  a  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Asymptote  OT  (a)  in 
J trifft;  parallel  mit  ^T  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  Fund  fallen 
vom  Brennpunkte  A  aus  auf  0  T  die  Senkrechte  A  V,  deren  Fusspunkt  mit 
27  bezeichnet  werde.     Alsdann  ist 

OU=^ai  cos  a 
Aü=aBSina 

UT==aj/l  —  «*  sin^a 
und  wir  erhalten  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  0 17 F  und  TÜAi 

Vüias cos  a  =^  assin  aiaj/i^  ^'^  sin*a. 
Folglich  ist 

a  i^  sin  a  cos  « 


Fü-t 


Vi  —  B*  sin  »a 


die  gesuchte  Strecke. 

Die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  des  Durchschnittspunktes  S 
der  Hyperbel  (a)  mit  der  Ellipse  erhält  man  aus  15)  und  16),  wenn  man 
daselbst 
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einsetzt,  nach  einigen  leichten  Umformungen,  wie  folgt? 

a*  cos  a 

Yc?  cos  'a  +  6*  sin  *a 

6*  sin  a 

j/d^  cos  *a  +  6*  sin  *a 
In  diesen  Formeln  stellt  die  Quadratwurzel  blos  ihren  positiven  Werth 
vor,  indem  durch  den  Zähler,  vermöge  der  in  §.  7  gemachten  Annahmen, 
für  das  richtige  Vorzeichen  schon  gesorgt  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  t  den  Winkel,  welchen  die  Berührungslinie 

im  Punkte  S  der  Ellipse,  wo  diese  von  dem  Hyperbelaste  (a)  getroffen  wird, 

mit  der  Abscissenlinie  bildet,  so  ist 

6«    X 
Igt  = j.  -, 

oder,  nach  Einsetzung  obiger  Werthe  von  x  und  y: 

tg  xz=.  —  cotg  a , 
d.  h.  die  Tangente  der  Ellipse  im  Punkte  S,  wo  sie  vom  Hyperbelaste  AS 
geschnitten  wird,  steht  senkrecht  auf  der  zugehörigen  Asymptote  0  J,  und 
läuft  sonach  parallel  mit  der  anderen  Asymptote  OQ.  Im  Ganzen  sind  vier 
Schnittpunkte  vorhanden,  einer  in  jedem  Quadranten;  die  vier  Tangenten 
in  diesen  Punkten  bilden  demnach  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Rechteck. 
Wir  können  dieses  Ergebniss  auch  in  folgender  Weise  aussprechen :  Zieht 
man  durch  die  Brennpunkte  eines  Systems  confocaler  Ellip- 
sen irgend  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  in 
denjenigen  der  Ellipsen  fällt,  so  sind  dieTangenten  der  El- 
lipsen in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Hyperbel  geschnitten 
werden,  parallel  mit  deren  Asymptoten. 

Suchen  wir  jetzt  das  Stück  SfFdev  Tangente,  welches  zwischen  dem 
Berührungspunkt  S  und  dem  Fusspunkt  fV  der  vom  Centrum  auf  sie  ge- 
fällten Senkrechten  0  W  liegt,  d.  h.  die  Projection  des  Halbmessers  OSsLiif 
die  Tangente,  so  finden  wir: 

(a.  —  6*)  sin  ff  cos  a         as*  sin  et  cos  a 
S  fr=  X  sin  a  —  ycosu  ==    ^^ ..= — ^  =  --; —  =  /. 


Ya^  cos  ^a  +  b^  sin  *a  j/l  —  £*  *i>j  *a 
Wir  finden  also  S  ^gleich  der  oben  construirten  geradlinigen  Strecke.  Der 
obige  Satz  von  der  Differenz  der  Ellipsenbogen  NP  und^S  kann  daber  jetzt 
folgendermassen  ausgesprochen  werden:  Zieht  man  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  eine  Gerade  gleich  der  grossen  Halbaxe,  und  fällt 
aus  ihrem  Endpunkte  eine  Senkrechte  auf  die  grosse  Axe,  so 
ist  der  zwischen  dem  Perpendikel  und  dem  nächsten  End- 
punkt der  kleinen  Axe  enthaltene  Bogen  gleich  der  Summe 
des  zwischen  dem  Endpunkt  der  grossen  Axe  und  dem  Berüh- 
ru.ugspuukt  der  mit  jeuer  Geraden  parallelen  Tangente  cnt- 
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haltenen  Bogens,  and  der  Projection  des  Bertthrnngshalbmes^ 
sersanfdie  Tangente. 

2t.  Um  den  Bogen  der  Hyperbel  zu  bestimmen ,  finden  wir  ans  ihrer 
lemniscatischen  Gleichung 

,_  2a«  6« 

^^  ^  ~a«  — 6«  — (a*  +  6«)co«2a 

zunächst 

dg_  2a*b^  (a^  +  b*)  sin  2  tt 

^  da~      [a»  -  6«  —  (a*  +  6»)  cos  2af' 
/   ^y,     ,  _  8a*6*  [a*+V  —  {a*  —  b*)  cos  2 a] 

Weil  p*  ==  o*  +  6*  ist ,  ergiebt  sich  weiter 

p  +2p'()  cos2a±Q  _  ^^—-—— -————. 

Daher  ist 

2t^b^y2.da  a*b*da 


ds  = 


[o«_  i,«  _  (at  ^  ^«)  c^g  2a]l       [(a«  +  6«)«n«o  -6«]* 
Setzt  man  hierin 

(o*  +  6*)  sin  *a — b*= a*  cos  ^^ 
oder 


49)  ]/«*  +  b* .  C05  flf =a  «m  i|;, 

80  hat  man 


d5  = 


''      ^       cos^rpj/  1  _^-p^m  V 


oder,  wenn  man    ,  ,   ,.  =  «'  setzt 


ö    CO*  V  }/i  —  a*  5f>i  'ij; 
Damit  derDnrchschnittspunkt  desHjperbelastes(a)  mit  der  gegebenen 
Hyperbel  reell  sei,  muss,  wie  man  aus  der  Gleichung  der  letzteren,  näm- 
lich aus 

ab 
22)  Q  = 

ya^  sin  'a  —  b^  cos  *a 
erkennt, 

sein.  Berechnen  wir  das  zwischen  diesem  Schnittpunkt  (5 Fig.  4)  und  dem 
Scheitel  ilf  gelegene  Bogenstück,  so  ist  ein  vorstehender  Bedingung  genü- 
gender Werth  von  a  die  untere,  -  die  obere  Grenze  der  nach  er  auszufüh- 
renden Integration;  folglich  sind  ifi  und  0  die  entsprechenden  Grenzen  der 
Integration  nach  '^,     Wir  erhalten  demnach 
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6"  B  /•  dtlß 


_    cos  'tf;  ^1  — €*  sin  *i/; 
oder,  nach  Anwendung  bekannter  Redactionsformeln : 


50)        i?=  —  .F{i,^) .  E {i,if})  +  j/a^  +  b\(g^ .j/l^B^ sin*ilf. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  tf;  ergiebt  sich  leicht  in  fol- 
gender Weise :  Man  beschreibe  vom  Mittelpunkt  0  aus  zwei  Kreise ,  den 
einen  mit  der  reellen  Halbaxe  OM(==a)j  den  andern  mit  der  Excentricität 
OA(^=j/a^+  6*)  als  Radien.  Von  dem  Punkte  Q  aus,  wo  der  letztere  von 
der  Asymptote  OT  der  Hyperbel  AS  geschnitten  wird,  fälle  man  die  Senk- 
rechte QR  auf  die  reelle  Halbaxe.  Zieht  man  nun  nach  dem  Punkte  /*, 
wo  diese  Senkrechte  den  ersteren  Kreis  trifft,  den  Radius  OF{==a)^  so  ist 

OB=ya*+b*.cosa  =  asinOFR. 
Aus  dieser  Gleichung,  im  Zusammenhalte  mit  49),  erhellt,  dass 

^=OFR=yOF 
ist.     Aus  dem  Dreieck  OQR  erhalten  wir  dann : 

QR  =/(a»+6*)  —  a«  m  V=/ö'  +  6*  ./l  -  «*  sin*^. 
Zieht  man   daher  durch  Q  die  Parallele    ÜQV  mit  der  Axe  OM,  so  ist 
OÜ  =  QRi  und  demnach 

VV=20ütg^=  /a«  +  6*.<^tJ;.  /l  — €* *m >. 
Hiermit  ist  also  die  in  obigem  Ausdruck  für  den  Hyperbelbogen  vorkom- 
niende  geradlinige  Strecke  construirt. 

Man  erhält  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
S  als  Functionen  von  or,  wenn  man 

p«=a«+6'  und  ^«=-j-r-j p 

^       a'  stn  'a  —  6'  cos  'a 

in  15)  und  16)  substituirt.     Es  ergiebt  sich 

a^sina 


X  = 


}/a^  sin  •«  —  6*  cos  *« 
6' cos a 


yd^  sin  'of — 6*  cos  *a 
Bezeichnet  man  wieder  mit  r  den  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  S  an 
die  Hyperbel  22)  gelegte  Berührende  mit  der  Abscissenaxe  bildet ,  so  ist 
bekanntlich 

fc«   X 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  x  und  y  einsetzt: 

Das  heisst  also,  die  Tangente  der  Hyperbel  22)  in  dem  Punkte,  wo  sie  von 
dem  Hyperbelaste  (a)  getroffen  wird,  ist  mit  der  Asymptote  dieses  letzteren 
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■^^■^^^^^^■^^^^^r^^^. 


parallel.  Dieser  Satz  yon  der  Tangentenr  leb  lang  gilt,  gleichviel  ob  der 
SchDittpnnkt  reell  oder  imaginär  sei;  denn  die  Warzel  im  Nenner  der  Aus- 
drücke für  X  und  y^  welche  allein  imaginär  .werden  kann,  hebt  sich  beim 
Einsetzen  derselben  in  die  Formel  für  ig  x  hinweg.  Wir  kennen  den  ge- 
fundenen Satz  auch  in  folgender  Weise  aussprechen:  Zieht  man  durch 
die  Brennpunkte  eines  Systems  confocaler  Hyperbeln  irgend 
eine  mit  ihnen  concentrische  gleichseitige  Hyperbel,  so  sind 
die  Tangenten  jener  Hyperbeln  in  den  Punkten,  wo  sie  yon 
dieser  geschnitten  werden,  parallel  mit  den  Asymptoten  der 
letzteren,  und  zwar  immer  mit  der  Asymptote  OT,  welche  im  nämlichen 
Quadranten  liegt,  wie  der  Berührungspunkt  5« 

Die  Projection  des  Halbmessers  OS  auf  die  Tangente  wird  gefunden 
wie  folgt: 

oder  wenn  man  statt  des  Winkels  u  den  Winkel  iff  einführt: 

Die  im  obigen  Ausdruck  für  den  Hyperpelbogen  MS  enthaltene  gerad- 
linige Strecke  ist  also  gleich  der  Projection  des  nach  dem  Punkte  S  gezo- 
genen Halbmessers  auf  die  in  S  berührende  Gerade. 

23.  Der  im  vorigen  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  liefert,  mit  dem 
analogen  oben  für  die  Ellipse  aufgestellten  verglichen,  sogleich  folgendes 
bekannte  Theorem:  Eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  wird  von 
einer  Schaar  mit  ihnen  confocaler  Hyperbeln  überall  recht- 
winklig durchschnitten. 

Diese  beiden  Curvenschaaren  bilden  aber  die  Grundlage  des  ellip- 
tischen Coordinatensystems.  Ihre  lemniscatischen  Gleichungen 
werden  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung  (2l)  der  Ellipse  a*=il* 
und  b^=k* — p*,  femer  in  der  Gleichung  (22)  der  Hyperbel  a*=fi*  und 
h'^p^ — fi*  einsetzt.     Sie  lauten  alsdann: 

und  drücken  die  Beziehungen  aus  zwischen  den  lemniscatischen  Coordi- 
naten  (^,  a)  eines  Punktes  der  Ebene  und  seinen  elliptischen  Coordinaten 
(Ij  fi).  Aus  ihnen  zieht  man,  um  vom  lemniscatischen  zum  elliptischen 
System  überzugehen,  folgende  Relationen : 

»2)  r,-,,,->'(p'-*")  ,,,.^_>''a*-p')  ,^„=^viiiL^ 

/^"•"-p'U'-^')    ''"'-p^(_X'-^')    '^«-^.(l'-p.) 
Sieht  man  in  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen,  nämlich  in 
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l*—(i^=(f*  oder  A«=p«+^« 
Q  als  eonstant  an,  so  stellt  sie  die  elliptische  Gleichung  einer  Lem- 
niscate  vor,  deren  Pole  mit  den  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  der 
Ellipsen  und  Hyperbeln  zusammenfallen.  Dieselbe  ist  zugleich  der  ana- 
lytische Ausdruck  folgenden  Lehrsatzes:  Construirt  man  eine  Hyper- 
bel mit  der  reellen  Halbaxe  f»  und  dazu  eine  mit  ihr  confocale 
Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  A  gleich  der  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  f»  und  eine  ge- 
gebene Gerade^sind,  so]  iegenihre  Durchschnittspunkte  auf 
einer  Lemniscate  vom  Parameter  ^,  deren  Pole  in  die  gemein- 
schaftlichen Brennpunkte  der  Ellipse  und  Hyperbel  fallen. 

Je  nachdem  man  fi  oder  X  als  eonstant  betrachtet^,  liefert  dieselbe 
Gleichung  noch  folgende  zwei  Lehrsätze : 

Construirt  man  eine  Lemniscate  vom  Parameter  ^  und  da- 
zu eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  mit  den  Polen  der  Lem- 
niscate zusammenfallen,  und  deren  grosse  Halbaxe  l  gleich 
der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen 
Katheten  q  und  eine  gegebene  Linie  ^  sind,  so  liegen  ihre 
Durchschnittspunkte  auf  einer  zu  jener  Ellipse  confocalen 
Hyperbel  mit  der  reellen  Halbaxe  fi. 

Construirt  man  wieder  eine  Lemniscate  vom  Parameter  q 
und  dazu  eine  Hyperbel  mit  den  Polen  der  Lemniscate  als 
Brennpunkten,  deren  reelle  Halbaxe  f»  gleich  der  einen  Ka- 
thete eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  welches  q  zur  andern 
Kathete  und  eine  gegebene  Linie  X{'^g)  zur  Hypotenuse  hat, 
so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven  auf 
einer  zu  der  Hyperbel  confocalen  Ellipse  mit  der  grossen 
Halbaxe  L 

Zum  üebergang  vom  elliptischen  in  das  lemniscatische  Coordinaten- 
system  dienen  folgende  Gleichungen: 


63) 


V=:=i(fl'  +  q*)  +  i}/p'  +  2p*Q'cos2a  +  Q^ 


welche  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (51)  nach  il'  und  q*  leicht  gefunden 
werden. 

Will  man  z.  B.  die  Länge  des  Lemniscatenbogens  durch  elliptische 
Coordinaten  ausdrücken,  so  erhält  man  die  Integrale 

y?T^ 

.  =  ^»A/  21^-p^^g^ 

und 


Von  Dr.  £.  Lohmbl.  75 


._  .  A/  2>t'-p'  +  p« 

welche  durch  die  Snbstitationen 

und 

WO  I  die  nämliche  Bedeutnng  hat  wie  in  §  14,  ganz  ebenso  wie  dort  trans* 
formirt  nnd  weiter  behandelt  werden  können. 

23.  Durch  die  Lemniscaten  und  Hyperbeln  unseres  Coordinatensystems 
wird  die  ganze  Ebene  in  rechteckige  Feldchen  zerschnitten;  ein  von  zwei 
unendlich  nahen  Lemniscaten  {q  und  q  +  dg)  und  zwei  unendlich  nahen 
Hyperbeln  (er  und  a  +  da)  begrenztes  Flficheneleroent  wird  daher  dar- 
gestellt durch  das  Product  der  in  den  Gleichungen  (27)  und  (41)  ausge- 
wertheten  Bogenelemente,  also  durch 

Q^dQda 

^^  ^'*  ^^«^  yp*+2p^Q'cos2a-^Q^' 

Diese  Formel  gilt  nicht  mehr  für  den  Anfangspunkt  0,  weil  dort  die  Hyper- 
bel (a=    j,  d.  h.  das  durch  die  rechtwinkligen  Coordinatenazen  dargestellte 

Linienpaar,  und  die  Lemniscate  (^=p)  sich  nicht  mehr  rechtwinklig  durch- 
schneiden. Ist  daher  der  Punkt  0  in  der  Fläche  begriffen,  über  welche 
man  die  Integration  auszudehnen  hat,  so  roüsste  man  das  Differential  ds^  ds^^ 
welches  jenen  Werthen  entspricht,  weglassen,  und  dafür  den  wahren  Werth 
des  Flächenelements,  welches  den  Punkt  O  enthält,  hinzufügen.  Beide 
Elemente  aber,  das  abzuziehende  und  das  zu  addirende,  sind  unendlich 
klein  und  können  daher  gegen  das  über  die  ganze  Fläche  erstreckte  Inte- 
gral Ternachlässigt  werden.  Es  ist  daher  gestattet,  die  Integration  auch 
über  den  Punkt  0  auszudehnen,  ohne  die  Richtigkeit  des  Resultats  zu  al« 
teriren. 

Uebrigens  erkennt  man  leicht,  dass  die  Formel  (54)  sich  für  p=o  auf 
die  für  gewöhnliche  Polarcoordinaten  zurückzieht. 

Soll  nun  der  Inhalt  eines  von  zwei  Curven,  deren  lemniscatische 
Gleichungen 

<Z)(^,cr)  =  o  und  q>(^Q,a)^o 
gegeben  sind,  und  den  zwei  Coordinatenhyperbeln  (a,)  und  (er,)  begrenzten 
Flächenstücks  berechnet  werden,  so  hat  man  obige  Formel  zuerst  nach  q  zu 
integriren ,  alsdann  die  aus  vorstehenden  Gleichungen  als  Functionen  von 
if  und  er  sich  ergebenden  Grenzen  ^,  und  g^  einzusetzen  und  jetzt  nochmals 
nach  a  zwischen  den  Grenzen  a,  und  o^  zn  integriren. 

Die  unbestimmte  Integration  nach  ^  lässt  sich  ohne  Weiteres  ausführen. 
Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

p*  +  2p^Q^cos2a  +  Q^  =  R* 


f" 
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80  erhält  man 

65)  I  ^^=iie—ip'^cos2a.log{Q^+p^cos2a+JP), 

wo  die  willkührliche  Constante  weggelassen  wurde,  weil  sie  nach  EinfUh. 
rang  der  Grenzen  doch  verschwindet. 

Sind  die  beiden  Curven,  welche  den  Gleichungen  <Z>=o  und  q)=^o 
entsprechen,  zwei  unserer  Lemniscaten,  so  sind  die  Grenzen  ^i  und  (t 
constant. 

Integrirt  man  daher  die  vorstehende  Formel  nach  o,  indem  man  q  als 
constant  ansieht,  so  findet  man  zunächst : 

Man  erhält  sodann  durch  theilweise  Integration 

co52a%(^'+/i'co52a+  JP)  rf«=4  m  2a.log  (q*  +  p^cos2a  +  Ä*) 

J  (q^+P^cos  2  a  +  ä*)  .  ä* 

während  hinwiederum  das  letztere  Integral 

.r.,                     Q*+^               .          rp^  +  g*cos2a^  f 

pr  l^n*2g.^  ,  ,     , — - — .    p,x  pt<^«=  / Si ^« —  I  cos2ada 

gefunden  wird.     Nun  ist  aber,  wenn  co52a=l — 2 5in*«  und -r-^^  =  Ar 

gesetzt  wird: 

/y  +  Q^cos^tt  n         da 2q*      n    sin*adcc 

p^—Q*r         da  .P'  +  Q^Py 

oZÄ^I    /.        ,>  .^T^"i «7«^  lyi--k'sin*a.da. 

^r  J  yi  —  k^sin  »«  ^P    J  ^ 

Bringt  man  das  oben  vorkommende  ebenfalls  elliptische  Integral 

p.a. 

durch  Einführung  von  cos2a^=^l  — 2m*«  und    ^  ,  ^^=Af  auf  die  Normal- 

P+9^ 
form ,  so  erhält  man  schliesslich : 


da 

sin^a 


+  j-«i>i2a[l— /oöf(9«+p«C05  2a+Ä*)] 
also  nach  Einsetzung  der  Grenzen  ^n  ^s;  ^^n  ^t* 


'««'« 
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wo  Ar, ,  Ä, ;  Ar, ,  Ä,  die  Werthe  bedeuten ,  welche  die  Grössen  k  und  R  resp. 
für  ^1  und  p^  annehmen. 

Sind  die  beiden  Lemniscaten ,  welche  das  zu  berechnende  Flächen- 
stack begrenzen,  gleichmodelig,  so  vereinfacht  sich  der  yorstehende  Aus- 
druck, indem  wegen  Ar)=Ar(  die  vier  ersten  Glieder  in  zwei  zusammenge* 
fasst  werden  können. 

Für  den  Flächeninhalt  der  Viertelslemniscate  erhalten  wir,  indem  wir 

^1=0,  et=^i  «1=0,  «2  =  -  setzen: 

0  0 
Der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Hyperbeln  (er,)  und  (er,)  enthalte- 
nen gekrümmten  Sectors  der  Lemniscate  p=p,  für  welche  Ar=l  ist,  ergiebt 
sieb  wie  folgt: 
flji  p 

53)  yj?^|^=4p'(«««.-«»«x)  +*P'  [sin  ialog  j^T 
a,0  * 

und  derjenige  des  Quadranten  der  nämlichen  Lemniscate: 

n 

ü  0 
24.  Von  der  Anwendung  der  Formel  54)  möge  noch  als  letztes  Beispiel 
die  Berechnung  des  Flächeninhalts  des  gekrümmten  Sectors  einer  Ellipse 
hier  stehen,  welcher  von  zwei  durch  ihren  Brennpunkt  gehenden  gleichsei- 
tigen Hyperbeln  (or,)  und  (or,)  und  dem  zwischen  diesen  eingeschlossenen 
Ellipsenbogen  begrenzt  wird.  Man  hat  alsdann  in  55)  als  Grenzen  pi=0 
und  aus  der  lemniscatischen  Gleichung  21)  der  Ellipse 

aby2 

einzuführen,  indem  man  noch  berücksichtigt,  dass  p^=(^-^b*  ist,  und  den 

resultirenden  Ausdruck 

a4+U*+(a4^b')cos2a  . 

^'a'+b'+{a^  —  b^)cos2a      *^         ^ 
1  /^  t      i.n       n      I     ö*+6*+(a«  — 6«)  cos  2a 

zwischen  den  Grenzen  a^  und  a,  zu  integriren.  Man  erhält  dadurch  den 
Flächeninhalt  des  gekrümmten  Sectors  wie  folgt: 
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60) 


T 


"tL«"«:!;'»")]^ -*("•-»•) 


«t 


1+ 


sin2cclog  - 


M 


«t 


wo  £*  statt = —  steht. 


Die   nämliche   Gleichung  21)   kommt   aber,   wie 


frtiher  gezeigt,  im  Polarcoordinatensystem  einer  Ellipse  zu,  welche  mit  der 
gegebenen  Ellipse  congruent,  aber  nm  90^  gegen  sie  gedreht  ist.  Berechnen 
wir  jetzt  auch  den  von  den  beiden  Geraden  (oti)  und  (a^  eingeschlossenen 
Sector  Z  der  letzteren  Ellipse ,  so  finden  wir 

und  erkennen,  dass  dieser  zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperbeln  ent- 
haltene Sector  der  zweiten  Ellipse  den  zwischen  den  Hyperbeln  selbst  ent- 
haltenen Sector  der  ersten  um  das  in  der  Formel  ftir  a  auftretende  logarith- 
mische Glied  übertrifft.  Für  «1=0  und  o^t  =-2  liefern  beide  Formeln  den 
Flächeninhalt  ^abn  d«r  Viertelsellipse. 
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L     Ueber  einige  Sätze  ans  der  Theorie  der  ^-Fnnctionen.     Von 
A.  Enneper. 

Mittelst  der  beiden  Integrale: 

j  e'^*cos2pvdv=zyne^P*^      j  e"  ^  8in2pvdv=:0^ 
—  00  —  00 

ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen : 
AP 
I  e''^^co$2p(v+q)dv=j/7tcos2pq.e''P*^ 

—  00 

I e^^*sin2p  (v  +  g)dv=}/nsin2pq,e^P*y 

—  00 

je''^cos2p  {v  —  q)dv=^ynco$2pq,e''f^y 

—  00 

I  e''**sin2p{v—q)dv=—ynsm2pq,e'^P^. 

—  00 

Setzt  man  in  den  beiden  ersten  der  vorstehenden  Integrale  v  +  q^=:u^  in  den 
beiden  letzten  v  —  q^==Ui  so  erhält  man: 

/e—'+^jK  cos2pu  du=:yncos^pq .e'-P^'*'9\ 

CO 

/ e-"*'~^«*  cos^pu du  =yncos2pq .e-P^-^i^y 

00 

00 
/e"-"**+**''  sin  2pudu=synstn2pq,e^P^+9*y 

'  00 

oo 
je-"'^-'^^''$m2pudu=^-yn8in2pq.e-P^^f. 


•^  00 

00 


—  00 
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Bildet  man  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung,  ferner  die 
Differenz  der  dritten  und  vierten  Gleichun«;,  so  folgt: 

—  00 

—  00 

Setzt  man  i=]^  —  I ,  so  lassen  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  auf 
folgende  Art  darstellen : 

I e''^*cos2pucos2iqud  u^=yne^9  '~^*9^^co$2pq, 

-00 

1  e ""*  sin 2p usin2iq  udu=i j/n\: ""P*—  <*»)  sin 2p q.  \     p 


—  00 

Durch  SubtractioQ  dieser  Gleichungen  folgt: 


/■ 


-  — * 

oder  p  ya^  qj/^  statt  p,  q  gesetzt: 

1)  I e-'^cos2{p  +  qi)uya  .du=l/ne-fx{p  +  qiy. 


Sei: 


oder: 


r=zn 


Mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  lässt  sich  «"""^  auf  folgende  Art  durch 
ein  n-faches  Integral  darstellen: 

3)       ij/^Ye  -Sl=^       r  . .    /e-(«'iV«'t*+..+«',») .  <p  du^  du^  du^ , 

—  00     —  00 

wo: 

ro52  (rt«+^i  A'tii  +  ..+«i.-Ä'2,ii)"t /«jX 

cos  2  (t»i+^i  Ä'n,,  +  . .+«,  ir„,„)  1/«  ^/öi^. 
Wegen  der  Intogrationsgrenzen  kann  man  in  dem  Ausdruck  für  0  statt 
des  Products  der  Cosinus  einfach  den  Cosinus  der  Summe  sämmtlicherArgu- 
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menie  setzen,  indem  unter  dem  Integralzeichen  jeder  Term,  welche^  einen 
Sinus  enthält,  verschwindet.     Man  kann  in  3)  also  setzen: 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Trennt  man  in  O  den  reellen  und  imaginären  Theil,  so  folgt  aus  4: 
^Zzu  yä    .    ^-ZzuVa 
<P= cos  (Si2uICya+  ...  +  Sn£uKn  j/») 

+ : Ä>i(5,2:wÄ^,/a+...+5,  ZuICn  l/ci). 

In  der  Gleichung  3)  lege  man  5j,  j,,  ...  Sn,  respective  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  —  Ar,  bis  Ar,,  —  Ar,  bis  Ar, ,  ...  —  k^  bis  Ar„,  bei  und  bilde  die 
Summe  sämmtlicher  Gleichungen.     Hierdurch  folgt,  mit  Rücksicht  auf  6): 

^^  (yi)'Se-St=    il  ...  le^''«Vi  jL.e-Siuya 


—  00        —00                                    * 

^•iij  "j 'Pdii.d«....d«„ 

—  00—00                                ' 

wo: 

8) 

„.       ,-("•*  +  •••  +  •'  *)  sin  {2K,  +  1)  £uK^  /« 
*P^—C                                                                               -             .  •  • 

sin£ul^iyet 

sin{2kn+i)i:uICnya 

sin  Zu  ^n]/^ 

Setzt  man  —  «n  •••  —  Wn»  ßtatt  t/i,  ...  t/ni  so  bleibt  ^F ungeändert,  hieraus 
folgt: 

/OO  00  QO  ^ 

re^'»y^Wdu,...dnn=  f...  fe- ^'•"l^'^^du^  ...du,. 

..—  30        00  —00        —00 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  in  7)  der  imaginäre  Theil  verschwindet  und 
sich  der  Ausdruck  für  Q/«)  "  Se  — ß  einfacher  auf  folgender  Weise  schrei- 
ben lässt: 

—  00     — 00 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit : 
e"-^"'*  =  ^-(«i^i'  +  ...  +  ««^n'), 
snbstituirt  för  ^seinen  Werth  aus  8),  so  folgt: 

ZeiUrhrifl  f.  Malheiualik  u.  Physik.  XM,  1.  6 
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/'...   I'e- S(u  +  zyi)* sin  {2k,  +  l)2uJ^,yä 


—  00        OD 


sin{2kn+\)i:uICn}/^ 


dUi  ..,dUn. 


sin  £u  Kn  y^ 

Statt  der  Integrationsvariabein  ti,  ...  tif,  führe  man  in  dem  it-fachen 
Integrale  der  Gleichung  I)  die  Variabeln  Vi,  ...  9^  mittelst  folgender  Glei- 
chungen ein: 


Setzt  man : 


») 


-^«»1    '■«»2 


=  j. 


so  geht  die  Gleichung  9)  mittelst  der  Substitution  10)  ttber  in : 


12) 


W 


n^-^Zat^  c  ^  — a 


S-J 


00 


5(J-»/(a,...a„.z/)= 


—  y^m(2A:|H-l)  t;|       sin{2kn  +  \)vn 


dVi  ...dvn, 


stn  Vi  stn  Vn 

—  CO        — 00 

wo: 

Die  Function  «  ""  ^  bleibt  für  alle  reellen  Werthe  von  Vi,  ...Vn  endlich 
und  stetig,  lässt  man  nun  in  12)  /^i,  Ar,,  ...A-q  unbegrenzt  wachsen,  so  geht 
die  linke  Seite,  nach  einem  bekannten  Theorem  von  Lejeune - Dirichlet 
über  in 


14) 


'Se~'^>, 


wo 


Das  Zeichen  S  bedeutet  eine  n- fache  Summe  in  Beziehung  auf  die 
summirenden  Elemente  5„  5,,  ...5»,  welche  unabhängig  von  einander  alle 
ganzzahligen  Werthe  von  —  oo  bis  oo  annehmen.  Lässt  man  also  in  12) 
ki,...kn  unbegrenzt  zunehmen,  substituirt  für  Ä  seinen  Werth  aus  2),  so 
folgt,  mit  Rücksicht  auf  l4)  und  15): 

lö) )  ; 

r     -^KK««...««) 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 
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Die  Summe: 
bleibt  anyerftnderti  wenn  z^,  s%^»>»2n  gleichzeitig  reapectiye  zonehmen  um 

^o  9it  9t' • '9%  beliebige  ganze,  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 
Die  Summe: 

bleibt  unverändert,  wenn  Zi,...^«  gleichzeitig  zunehmen  respective  um: 

fl^i  ^>i  +•  •  •  +^«^«»«=-2:^,  La,  j. 
Setzt  man  also 

IB)    9(z„Z^...Z,)  =  e-'^«''"^Sc-^«''('rf+t|irr„  +  ...+f.irr,«)» 

so  ist  nach  den  obigen  Bemerkungen,  mit  Hücksicht  auf  17): 

9(z„z,...z„) 

g  — 2lZ?arXr(^,  Jrr,|+...+P«Ä^r,«)  e '2?«r(^|irr„+...+^iS:r,ii)», 

20)  9(zi  +  -Tflr,  Z|,,  +  . . .  +  «•+  ^flr^Li.,,) =<P  («i, .  •  •  «•). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Quantitäten  noch 
etwas  transformiren.     Sei : 

22)         ^c,.jrr,,ürr,,=«i^i,j»Ä^i„+...+a„ir,,pÄ;„,=ap,,, 

sodass  also  n^,,  *=^9fp  i^t. 

Nehmen  nun  z^,...^«  respective  zu  um  iZgqK^^q^,.,iZg^Ki^^^yBommmi 
Up  zu  um: 

d.  i.  nach  22) : 

Wachsen  Zj, ...Zm  gleichzeitig  um  £gq  Xi,|,..^^f  Laif >  so  nimmt  Up  nach  21) 
SU  um : 

£arICnp(ßiLru+9t^n%  +  '''+gnLrim) 

d.i.  nach  17): 

Diese  Summe  ist  einfach  gleich  ngp.     Setzt  man: 

9  (^1 , . . .  ^n) =^  (Mv  "2'  •  •  •  "•) 

so  geht  die  Gleichung  18)  mit  Hülfe  der  Gleichungen  21)  und  22)  über  in: 
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wo  in  der  Doppolsumme  ZZs^Sqüp^q  die  Indices  p^q  unabhängig  von  einan- 
der alle  ganzzahligen,  positiven  Werthe  von  1  bis  n  annehmen,  and  allge- 
mein aj)i9  =  ^9,j)  '8t. 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  10)  und  20)  treten  die  folgenden: 

O  (w, -f  1 2:0^5  a„  ^,  Wg +  • -2'flr,  Ö2»7»  •••"«+* -^^7  ««,9)  =  , 
0(ti/u„...ti„)e~^'^^''''"^^«"«"^--+^»'"'^^^^^«'''*'«' 
^(W|  +  ^l»r,  W,+^2»1P| ..  .Wn  +  ^n  n)  ='^(w„t/,, . ..  w«). 
Die  letzte  der  vorstehenden  Gleichungen  folgt  auch  unmittelbar  aus  der 
Definition  von  '^(14^,^2)***^»)* 
Setzt  man : 


^.= 


«1^1  >i 


«,^, 


im 


«-ii^« 


«fi-Ä^fi 


=  »,  aj...«!! 


^n,n 


80  ist  ^|=aiCy|...orii^.    Bildet  man  das  Product  der  beiden  Determinanten 
J  und  /i, ,  80  folgt,  mit  Hiicksicht  auf  die  Gleichung  22)  . 

01*1    ^ito       Oi 


22) 


-J -Jj  =  C,  flfj .  . .  «a  z/*=: 


.  Setzt  man  also : 


23) 


»111    "112      •*l»n 
''2»t    ^2»2      ^2»« 


=  Z>, 


«mi 


SO  ist: 

24)  c,a,...aaz/*=/>. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  17)  folgt: 

^    .    .       n'-=^  1    a^    dj 


Da  nun  2^,  =  or,  a, . . .  a^  ^  so  ist  auch : 


£ar  Lr^p  Lr^q^- 


dJ       d/S, 


Die  Summe  rechts  ist  gleich  dem  Factor  von  a,,,  in  ^/i,=Z>,  d.  h.  gleich 


dD 


^ .     Mittelst  der  Gleichung  24)  folgt  nun 


25) 


Setzt  man  in  21)  p  =  l,2,...ii,  so  erhält  man  für  r^  folgende  Gleichung: 
1/       a-j   ^      dJ    ^       .       a^  \ 


oder  nach  17) : 


nZr^^Ut  Lr,i  +  W,  Ir.J  +  ...  +  "«  i^r,«. 


Kleinere  Mittheilungen*  85 


Diese  Gleichung ,  in  Verbindung  mit  25)  giebt : 

26)  Zttr  ZrLr^—'-i:arLr^(UtLr,2+>'>  +  UnLr^n) 

ni       dD    ,        dD     ,        ,        dD 


27) 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 


üarZr*  =;^£ar  (w,  Ir.l  +  «,  1^,2+ •  •  •  +  W«  Lr^n)* 


^)  /r;);r-=*P'»=*j'?» 


TT    dD_ 
D  aap., 
80  gehen  die  Gleichungen  25),  26)  und  27)  über  in: 

y  -SarZr^r,,=-(wiVi+«^*P.2+...+"«V«) 

n 

Transformirt  man  die  Gleichung  16)  mittelst  der  Gleichungen  21)  und 
22),  so  folgt,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  24)  und  28): 


C^  —  2f  (fjtt,+tt"l+  ...+t«ttli)—    Z     £^SpSqap,q 


p=nq=n 


=/f».-2l:(^•')(^•.K 

wo  J>  and  6^,,  durch  die  Gleichungen  23)  und  28)  bestimmt  sind. 

n. 

Seien  m  und  n  summirende  Elemente,  welche  alle  rollen,  ganzzahligen 
Werthe  von  — oo  bis  oo  annehmen.  Durch  H^  werde  eine  doppelte 
Summe  in  Beziehung  auf  m  und  n  bezeichnet.     Setzt  man : 

Q — ^  1 

'  ,        .        _,^  — ff|ii+2iiiJr+2jiL}«— «,|i4+2iiiJr,+2«Z,)«, 

^^3  W<'i)  =  ^^ 
.n  r.,  .,^_y.-"«<"+(2«+0^+2ll/i)•-«l{«,+(2m+l)Jr|+2«^^| 

r  ^  U  ,  ._,,  ^-«|i.H2iM-l)irHK2i^hl)/^)«-«,ji4+(2i«+l)ir,+(2n+l)y;,)« 

BO  lässt  sich  leicht  direct  für  die  Functionen  P„  0„  /{,,  5,  ein  Multiplica- 
tionstheorem  aufstellen,  welches  dem  Jacobi'schen  für  die  <&•  Functionen 
analog  ist.  Die  obigen  Functionen  sind,  bis  auf  einige  unwesentliche  Mo- 
dificationen,  dieselben,  deren  sich  Göpel  in  seiner  Abhandlung  (Cr  eile's 
Journal,  t.  XXXV)  bedient  hat. 
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Bildet  man  das  Prodnct  der  beiden  Doppelsammen : 

SO  folgt:  e-«^"*+"')-««W^''i*>A(w,Wi)/'s(^«'i)=^'2;e-<P, 

wo:  a>=:a](w+2mJ5r+2nZy+(t;+2m'ir+2nZ)«} 

+  aii(wi+2m/ir,+2nZ0'+(2'i+2»»'^i  +  2«'^)'j- 
Wegen  p*4-5^=4  (p+S^y+i  (p— ä')*  lÄ«»*  »i©^  der  vorstehende  Aus- 
druck für  tp  auch  schreiben : 


3) 


<P  =  2€ 


U  +P 


f  (m+m')Ä^+(n+n)I 


+  2«!  j^^^  +  (m+m')ir+,(ii+n')Ii 

+  2«,  j*lL^»4.(m-m')ir,+(ii-n')X^* 

Die  Zahlen  m+m\  m — m  sind  gleichzeitig  gerade  und  ungerade,  das- 
selbe  ist  der  Fall  mit  den  Zahlen  n  +  n  und  n — n\  Setat  man  den  Werth 
Yon  O  aus  3)  in  die  Qleichung  2),  so  unterscheide  man  die  folgenden 
vier  Fälle:  m-^-m       gerade,     ii+»' gerade; 

m + tu'  ungerad e ,     n-^n  gerade ; 
fn-^-m       gerade,     it-|-i>' ungerade; 
m+'w'  unsjerade,     n-^-n  ungerade. 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  lässt  sich  dann  auf  folgende  IRTeise 
darstellen :  . 


.X 


.X 


+ 

^  — 2«}!i^+(2m'+l)Ä+2«  A|*-2cf,{^!i^^(2«+l)/rH-»»%| 

g  — 2«|!^+2m  A:+(2n+ 1) /,|*-2o,|'!li^ +2«/r,+(2i.  +  l) i,  I 
l^y  g  -  2«  j^+2'm'/r-K2n'+ 1)  /^{  -2«,  |Ül2}+2m'ir,-K2'>'+  1)  ^i| 

£  e-'«r-7^+(*"+U>s^+(2»'+i)^}'-2«,{"ti^'+(2»+i)iir,+{2»'+i)/.,|* 

i  T  e-2«|^+(2»+l)/f-K»«'+»)^|*-2«.j'^*^'-K2m'+l)/f,+(2«'+l)4,|*X 


.X 
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In  dem  vorstehenden  Ausdruck  nehmen  nun  m ,  ;t ,  m\  n  unabhängig 
von  einander  alle  ganzzahligen  Werthe  von  — oo  bis  oo  an.  Man  bemerkt 
augenblicklich,  dass  der  in  4)  aufgestellte  Ausdruck  sich  auf  Functionen 
^31  Ost  ^  ^s  Teduciren  lässt,  in  denen  a,  a,  respective  durch  2«,  20^  ersetzt 
sind.  Bezeichnet  man  diese  Functionen,  in  denen  2«,  2ci^  statt  a,  a,  steht 
durch  P^ ^  0^ ,  B^\  S^,  so  lässt  sich  der  in  4)  gegebene  Ausdruck  auch  auf 
folgende  Weise  darstellen: 

[    r'«lC-r)'-(=i-')'l-«.l(^)'+(=^)'j 

+«;C4-'."4^)<^'."-i°) 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  2).  Setzt 
man  einfach  P^  {ü)  statt  P^  (tij  tij,  welche  Vereinfachung  zu  keinem 
Irrthum  veranlassen  kann,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

u+v  u  —  v 

oder  — —  =  p ,      — —  «=  q  gesetzt : 

«w  \  P>(P+9)Pi(p-9)=P»(p)P,'(9)+Qs(p)Q,'(.9) 

'  )  +Ä,'(p)Ä,'(?)+S5'0')S,'(j). 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

Ä.(p+?)Ä,0'-?)=/»,'(p)Ä,'(?)+Ä,'(;»)P,'(y) 

+0/(p)S.'(?)+S,'(p)Öa'((?). 
S,(p+q)S,(p-q)=P,'(p)S,'iq)+Si(p) />,'  (?) 

+  Ös'(P)Ä8'(?)  +  Ä,'(/')Ö,'(?). 

Es  werde  zur  Abkürzung  gesetzt : 

0.-('-=f)-»,  ..'(^)=V.  ,.■(»-)=,, p;(m)_«., 
]«;(^)=c.  «.■(4-')=c',  ,.-(»=5)=c,  ^•(4i)=^. 
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Bildet  man  die  Producte  P,  (w)  />,  {x)  und  P,  (y)  P,  («)  mnltiplicirt 
dieselben  mit  einander,  verfährt  ebenso  mit  den  Functionen  iß,,  ^x  ^a«  t^o 
erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8): 

z:={aa+bb'+cc+d(f)(A  A'+  B  B'+  C(r+  D  />') 
®)  \  ^(ab'-\-ha-\-cd+dc'){Alf+BA[-\-CD'+D(f)     ' 

^{ac+ac+bd+b'd)  {AC-\-ArC+  BD'+B'D) 
+  \ai+ad+bc-\-b'c)  iAD'+ÄD-\-BC-\-BC). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  unverändert,  wenn  respective 
a,  b\  Cy  i  mit  -4,  5,  C^B  vertauscht  worden.  Die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 0)  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  schreiben : 

Hier  findet  nun  der  Umstand  statt,  dass  jeder  der  eingeklammerten  Factoren 
in  dem  vorstehenden  Ausdruck  sich  auf  die  Functionen  P,,  On  B^y  5,  redu- 
ciren  lässt.     Mit  Kttcksicht  auf  8)  ist: 

.^+.i.+.c+«=P.-(^*)p.-('-=5)+!,-.(--=f)(..-(l=f) 
+  «;(— )„..(l-f)+^.(l=5)..(S=f). 

Setzt  man  m  6)  p  =  — —  ,  g=^-  ,  so  folgt,  mittelst  der  so  erhal- 
tenen Gleichung: 

Ebenso  ist: 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  in  10)  die  übrigen  Factoren  redu- 
ciren.  Führt  man  anter  den  Fanctionszeichen  i>,,  p,,  ff,,  S,  beide  Argu- 
mente ein,  so  ergiebt  sich  folgende  Gleichung: 

+  ()j(«'.«'i)i>s(*.*i)Os(y.  »i)0,(«,*i) 
+Äj(»,it;,)Ä,(*,  ari)  Ä» (»,»,)«,(?,«,) 
+Ss(n',wJSj(«,.rJ  S,(jf,y,)  S,(t,J,) 

+  (>,(«'', «-'.)  Ö,(*', X,)  (),(y', y',)  (),(i',  t',) 
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wo: 


«08 


80  gilt  die  obige  Gleichung  auch  noch ,  wenn  allgemein 
•tatt  P^  ö.»  Ät,  ^1  gesetzt  wird,  wo  p=c""f**"*"*'"*"**^. 


IL  Heber  einige  Identitäten.    Von  Dr.  E.  y.  Huntady. 

Sind  J^  B^  Cj  D  vier  Punkte,  die  in  einer  Gerade  liegen,  so  besteht 
bekanntlich  die  folgende  Gleichung 

AB.CD—AC.BD+JD.BC=0. 

Von  dieser  Gleichung  ausgehend  hat  Herr  Gretschel  in  Theil  45 
(p.  104)  des  Grüne rt'schen  Archives  die  Verallgemeinerung  dieser  longi- 
metrischen  Eelation  auf  die  Ebene  und  Baum  mittelst  rein  geometrischer 
Betrachtungen  gegeben.  (Vergl.  die  Gleichung  19)  und  14)  a.  a.  0.)  Zu 
der  Eingangs  angegebenen,  wie  zu  den  beiden  letzterwähnten  Gleichungen 
können  wir  noch  auf  folgende  Weise  gelangen. 

Es  bestehen  nämlich  die  folgenden  Gleichungen: 


2) 


3) 


1  «j    1  OTj 
1^2    IX^ 


:0. 


i  *i  yi  1  «1  Sfi 
1  a?,  3f«  1  *2  3f» 
l  *s  3f8  i  ^8  ^8 

1^4  Sf4  1*4  2^4 
1  *6  3f6  i  ^5  ^6 
1  ^6  3ftf  1  ^0   % 

1  a?i  yi  »,  1  x^  y,  z^ 
1  x^  yg  tg  1  j?j  yj  r, 

1  ^3  ^3  ^3  1  *s  ys  ^8 
1  x^  y^  z^  1  a^^  y^  z^ 

i  ^6  %  h  i  *6  ^5  ^6 
1  ^6  Ve  h  1  ^6  ^6  h 
1  j?7  y^  z^  1  0:7  y^  z^ 

1  *8  y»  *8 1  ^*8  y«  ^8 


=  0. 


=  0. 
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Bedeuten  nun  in  der  ersten  dieser  Identitäten  die  Grössen  or^,  s^^  x^^  x^ 
die  Entfernungen  der  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  1,  2,  3,  4  von 
einem  fi^en  Punkte  0,  der  sich  ebenfalls  in  derselben  Geraden  befindet, 
ferner  in  der  zweiten  Identität  die  Grössen  X{y  yt  die  orthogonalen  Coordi- 
naten  des  Punktes  t  in  der  Ebene,  sowie  in  der  dritten  Identität  Xi^  jr,-,  z,- 
die  orthogonalen  Coordinaten  des  Punktes  t  im  Baume ,  so  sind  die  Glei- 
chungen ]),  2),  3)  die  Yon  Herrn  Gretschel  angegebenen,  nur  müssen  wir 
noch  selbe  auf  eine  andere  Form  bringen,  damit  sie  mit  jenen  der  Form 
nach  übereinstimmen  und  einer  geometrischen  Deutung  fähig  seien. 

Zerlegen  wir  nun  zu  diesem  Zwecke  die  (in  1  vorkommende  Deter- 
minante in  eine  Summe  von  Producten  aus  Determinanten  zweiten  Grades, 
die  in  2)  vorkommende  in  eine  Summe  von  Producten  aus  Determinanten 
zweiten  und  dritten  Grades  und  die  in  3)  vorkommende  in  eine  Summe  von 
Producten  aus  Determinanten  vierten  Grades,  was  nach  einem  bekannten 
Determinantensatze  immer  möglich  ist  (vergl.  Baltzer,  2.  Aufl.  §.4,  4),  so 
erhalten  wir,  da  in  jedem  Falle  zwei  und  zwei  solche  Producte  einander 
gleich  sind,  in  1)  drei,  in  2)  zehn  und  in  3)  fünf  und  dreissig  Glieder.  Führen 
wir  dann  in  1),  2),  3)  der  Heihe  nach  die  folgenden  Abkürzungen  ein : 

IXi    y,     Zi 
lAr.  ..,.  _     „       _(.^;)^ 


1^* 


==(,-Ar), 


l^i  Vi 
la:/  Vi 


=  (i*/m). 


ixk  yk  Zk 
1  i^i  Vi  Zi 
l^m    ymZm 

80  bedeuten,  wie  hieraus  ersichtlich,  (t/r),  (ikl)  und  {iklm)  respective  die 
Länge  der  Strecke  ik^  den  doppelten  Flächeninhalt  des  von  dem  Punkten 
h  k^  l  gebildeten  Dreieckes  und  das  sechsfache  Volumen  des  von  den  Punk* 
ten  iy  k,  l^m  gebildeten  Tetraeders.  Die  Identitäten  l),  2),  3)  gehen  unter 
Einführung  dieser  abgekürzten  Berechnungen  in  die  folgenden  über: 

4)  (12)  (34)  -  (13)  (24)+(l4)  (23)=0. 
(123)  (456)  —  (124)  (356) -KJ  25)  (346)  — (126)  (345) 

5)  {   +(134)(256)  — (135)(246)H-(136)(245)4-(145)(236) 
—  (1 46)  (235)4- (1 56)  (234)=0. 

(1234)  (5678)  — (1235)  (4678) +  (1236)  (4578)  — (1237)(4568) 
+  (123®)(4567)  + (1245)  (3678)— (1246)  (3578) +  (1247)  (3568) 

—  (1248)(3567)  + (1256)  (3478) —(1257)  (3468) +(1258)  (3467) 
+  (1267)(3458)— (1268)  (3457) +  (1278)  (3456)  — (U45)  (2678) 

6)  {   +(1346)(2578)  — (1347)  (2568)  + (1348)  (2567)  — (1356)  (2478) 
+  (1357)(2468)  — (1358)  (2467)  — (1367)  (2458) +  (1368)  (2457) 

—  (1378)(2456)  +  (1456)(2378)  — (1457)(2368)  +(1458)  (2367) 
+  (1467)(2358)  — (1468)  (2357) +  (1478)(2356)  — (1567)  (2348) 
+  (1568)(2347)  — (1578)  (2346)+ (1678)  (2345)  =  0. 

Betrachten  wir  ferner  vier  Strahlen  eines  Büschels  in  der  Ebene  und 
bezeichnen  die  Strahlen  der  Reihe  nach  mit  1,  3,  3,  4,  sowie  die  Winkel, 
welche  diese  Strahlen  mit  einem  zu  demselben  Büschel  gehörigen  fixen 
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Strahl  bilden,  beziehungsweise  mit  a^,  a^,  «3,  04  und  derjenigen  Winkel,  den 
die  Strahlen  t,  k  mit  einander  bilden  mit  (1,  Ar),  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
den  ersten  Theil  der  folgenden  Identität: 


stn  a,     cos  a. 


1 
cosa^ 


stnat 
sina^ 
sin  «3 


cos  a^ 
cosa^ 


cosa« 


=  0 


«1 

ßi 

yi 

a, 

ßi 

yi 

«« 

ßt 

y« 

"i 

ßt 

y> 

«t 

ßs 

y» 

«» 

ft 

ys 

«4 

ßi 

y« 

«4 

ß. 

y4 

«6 

ft 

rs 

«6 

ß. 

ys 

«« 

ß. 

Y» 

«6 

ßc 

y« 

stna^ 

sin  tfj     C05  «3 

sin  a^  cos  a^  sin  a^  cos  a^ 
nach  einem  bereits  citirten  Determinantensatze  in  eine  Snmme  yon  Pro- 
dncten  partialer  Determinanten  zweiten  und  zweiten  Grades  zerlegen,  die 
folgende  identische  Gleichung : 

7)    sin  {12)  sin  (34)  — sin  (13)  sin  (24)  +  sin  (l  4)  sin  (23)=0. 

Zu  einer  Verallgemeinerung  der  vorhergehenden  Gleichung  gelangen 
wir  durch  die  Betrachtung  der  folgenden  Identität: 


=  0, 


die  zwischen  sechs  Strahlen  eines  Büschels  im  Räume  stattfindet,  indem 
wir  durch  Oi^  ßijYi  ^^®  Cosinusse  derjenigen  Winkeln  bezeichnen,  die  der 
Strahl  t  respective  mit  den  Axen  der  o:,  y,  und  z  bildet. 

Zerlegen  wir  auch  in  der  yorliegenden  Gleichung  den  ersten  Theil  in 
eine  Summe  Producten  aus  Determinanten  dritten  und  dritten  Grades,  und 
fähren  ftlr  die  Determinante 

«f  ßi  7% 
«*  ßh  Yk 
Ol  ßi  yi 

die  gebräuchliche  Beseichnung  sin  (ikf)  ein,  so  geht  die  angegebene  Iden- 
tität in  die  folgende  über: 

sin  (123)  sin  (456)  —  sin  (124)  sin  (356)4-m  (l  25)  sin  (346) 
—  sin  (126)  sin  (345)  +  sin  (134)  sin  (256)  —  sin  (135)  sm(246) 
^)  i  +  sin  (136)  sin  (245)  +  ««(145)  sin  (236)  —  sin  (l 46)  sin  (235) 
+  sin  (1 56)  sin  (234)  =  0. 


in.  XTeber  die  Auflösung  des  sph&riichen  Dreiecks,  wenn  die  drei 
HAhen  desselben  gegeben  sind.    Von  Dr.  £.  y.  Humtadt. 

Im  51.  Bande  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  hat  sich 
Herr  Unferdinger  mit  dem  in  der  Aufschrift  erwähnten  Problem  be- 
schäftigt, und  ist  unter  der  Voraussetzung ,  dass  a,  6,  c  die  drei  Seiten  und 
^u  ^  ^tf  diejenigen  drei  Höhen  das  sphärischen  Dreiecks  bedeuten,  welche 


je  <  -  sind  von  folgenden  leicht  zu  erweisenden  Gleichungen 
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sinh^  = 


sinh^ 


sin  A3  = 


2E 
sina 

2H 
sinb 

2H 
sine 


ausgegangen,  in  welchen 

2)  ff=:y[(sinssin  (5 — a)  sin  (s — b)  sin  (5  —  c)],  wenn  s=^i{a+b  +  c), 

Aas  den  Gleichungen  l)  ist  ersichtlich ,  dass  es  hauptsächlich  darauf 
ankommt ,  die  Grösse  E  als  Function  der  drei  Höhen  darzustellen ,  was 
durch  Elimination  der  Grössen  a,  b^  c  aus  den  vier  Gleichungen  1)  und  2) 
erzielt  wird.  Diese  Elimination  mittelst  Anwendung  yon  Determinanten 
zu  reproduciren,  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  Zeilen. 

Setzt  man  man  der  Kürze  halber: 


3) 


sins  +2siniasinibsinics=za 
sin(^s  —  a)  —  2siniasin^bsinic  =  ß 
sin(s — b)  — 2sinkasinibsinic  =  Y 
sin  (s—  c)  — 2siniasin^c  sinic  =  d 

so  findet  man  durch  Betrachtung  der  folgenden  Determinante: 

a  ß  y  8 
ß  a  S  y 
Y  i  o  ß 
8  y  ß  a 

indem  man  dieselbe  entwickelt,  die  Werthe  für  a,  /3,  y,  8  einsetzt  und  dann 
noch  reducirt  nach  und  nach 


a  ßy  8 
ßa8y 
y  8  a  ß 
8  ya  ß 


also  auch 


=(«+?+/+«)  («+/»-y-«)(«-/J+y-a)(« 

=  {««  5  +  «ii(s — a)'{-sin  {s — 6)+^  (*  —  c) 
^Asin\asin^b  sin^c\  * 

•  [sin  S'{'Sin  (s — a)  —  sin  (js — b) — sin  {s —  c) 

+Asin\asin\bsin\c\,  . 

•  \sins — sin{s — a) — sin(s  —  b)  —  sin(s — c) 

'\'Asin\asin\bsin\c\, 
.  \sins  —  sin{s — a) — sin{s  —  6)  +  *m(5 — c) 

-{•Asin^asin^bsin^c] 
z=zX^sins  sin{s — a)  sin(s — b)  sin{s  —  c) 


-ß-r+S) 


a  ß  y  8 
ßa8y 
y  8  a  ß 
8Xßa 


=  16Ä*. 
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Betrachtet  man  die  folgenden  vier  Grössen 

!{sin  a  +  5f>i  b  +  sin  c)* — 4  a* 
( —  $ina  +  smb  +  sine)* — 4  j? 
(5m  a — sinb  +  sin  c)* — 4  y* 
(sin  a  +  sin  b — sin  c)*  —  46* 

so  findet  man ,  indem  man  für  a,  /?,  y,  8  ans  3)  die  Werthe  setzt  und  durch- 
gehends  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  halben  Winkeln  einführt,  dass  die 
betrachteten  vier  Grössen  unter  einander  gleich  sind,  nämlich 

=4  \isin  |a  cos ^a)*  +  {sin  \ b  cos  \b)^  +  (sin  ^c  cos  l  c)*  } 
— 4{(m  ^a  sin  \b  sin  ^cy+ (sin  \acos  ^b  cos  ^c)* 
+  {cos  ^a  sin  j b  cos  ^c)*  +  (cos  ^acos  ^b  sin  \ c)*j  5 
dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  durch  Uebergang  zu  den  ganzen  Winkeln 
auf  folgende  Form  bringen : 

(5/11 '  a  +  sin^b  +  sin  *c)  —  2  (l  —  cosa  cos  b  cosc) , 
indem  man  bemerkt,  dass  sich  die  Gleichheit  der  zweiten  Glieder  aus  der 
Betrachtung  der  folgenden  Identität: 

cosa  cosb  cosc=(cos^^a  —  sin^^a)  {cos  ^^b — sin  *  \b)  {cos  ^\c  — sin^^c) 
ergiebt.     Der  letztgegebene  Ausdruck  lässt  sich  noch  wie  folgt  schreiben : 
1  —  cos^a  —  cos^b  —  cos^c  +  2cosa  cosb  cos c^=AH^, 
Es  sind  also  die  vier  Grössen  in  5)  sämmtlich  gleich  4i^^     Setzt  man 
noch  in  den  Ausdrücken  in  5)  für  sina  sinb  sin  c  ihre  Werthe  aus  den  Glei- 
chungen 1),  so  ergeben  sich  für  a,  /?,  y,  d  die  folgenden  Werthe: 

—      f     \s^nh^      stnh^  ^sinh^J  -i-     's  \^ 

indem  man  die  Wurzel^rössen  der  Reihe  nach  mit  /*,  /, ,  /"j,  /^  bezeichnet. 
Setzt  man  ferner  die  eben  gefundenen  Berthe  von  a,  j3,  y,  d  in  die  Ein- 
gangs angegebene  Determinante,  indem  man  bemerkt,  dass  /j  da  sowohl  o, 
li  immer  positiv  sind,  nur  positiv  sein  kann,  so  ergiebt  sich 


7) 


a  ß  y  d 

ß  aö  Y 
y  ö  aß 
ö  y  ß  a 


M^ 


f  ±fi±f,±fz 

±fi        f    ±fs±f2 
±f2±fz         f  ±f^ 

±fz±r2±u    f 

und    durch  Vergleicbuiig  der  beiden  Gleichungen  4)  und    1)    erhält    man 
endlich : 


»4 
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/«•«N^Si^V^V^^S^^^WS^S^ 


^''>**^>'***^'^^^^*^^<^^^^S^>^^^<^l^^,^.»1^.^^^^l^^l^<^S^yV>^<^V^>^^^V^<^V<^»^^<^</%^^,/'^^^I^X^<i 


H* 


16 

r±fi±ft±f. 

±fi±f±f»±f. 

±f%±n   f  ±f. 

±f»Tft±fi     f 

Aus  der  yorliegenden  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden  acht  mög- 
lichen Fälle: 


I. 

+fi 

+f. 

+f. 

n. 

-fi 

-ff 

+A 

III. 

-/; 

+f. 

-A 

IV. 

+/; 

-A 

-f» 

V. 

—A 

+A 

+/; 

IV. 

+A 

-ft 

+A 

VII. 

+/; 

+f. 

-A 

VTn. 

-fi 

-ft 

-A 

jy*  erhftlt  aber  nur  zwei  verschiedene  Werthe,  entsprechend  den  ersten 
▼ier  und  letzten  vier  Fällen;  bezeichnet  man  diese  Werthe  von  ZT  mit  ff^ 
und  Efy  so  erhält  man 


A' 


A 


^; 


-Z' 

A 

A 

A 

A- 

-/" 

A 

A 

A 

A- 

-Z' 

A 

A 

A 

A- 

-Z' 

wenn  man  der  Kürze  halber 

rAAA 
A/AA 

frf»ffi 

f,f,fif 

1  fl  1  A 

setzt.  Aus  den  Gleichungen  0)  ergiebt  sich,  dass  ~l  und  --^  die  Wurzeln 
der  folgenden  quadratischen  Gleichung  sind : 

ift^  i   *'-2«/'*+A*+A*+A*-2(/*A*+rA'+rA* 

^  1  +AV,'+AY.*+AV.»)U  +  ^.^,=o, 

die  durch  Einführung  der  Werthe  ftir  die  Grössen  f  und  Benutzung  der  fol- 
genden Abkürzungen  * 

i    _  1     _  1     _ 

5inÄ,         '      sinhf'^    '      ä«iiä, 
in  die  folgende  übergeht 

a?«  +  16}t<*  +  t;*  +  ii^  —  2(tt«r*+ti«ii^ +  »•«;» 
+  ii«  +  t;*  +  w')  +  l|a:4-16Vt;W=0, 
zu  welcher  man  direct,  von  der  Gleichung 

1  cos  c  cos  b 
4ir*=       cosc  1  cosc 
cos  h  cos  a  1 
ausgehend,  gelangen  kann.     Die  folgende  quadratische  Gleichung 


11) 


•2) 
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die  sich  ebenfalU  ans  der  eben  angegebenen  ableiten  lässt,  enthält  die 
Wertbe  von  AH^*  und  4 ZT,*  in  der  Form  als  Wurzeln,  wie  sich  dieselben 
aas  den  Gleichungen  334)  und  339)  Yon  Herrn  Junghanns  Tetraedrometrie 
(IL  Theil,  p.  116  und  110)  ergeben. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  da  sowohl  H^  wie  auch  H^ 
immer  positiv  sein  müssen,  die  Quadrate  dieser  Grössen  dieselben  immer 
eindeutig  bestimmen. 

Pesth,  den  13.  September  1806. 


IT.  XTeber  die  beiden  Sonnenflniterniiie  des  Jahres  1867.  Von 
Dr.  E.  Weiss. 

Die  erste  der  beiden  Sonnenfinsternisse  des  Jahres  1867  fällt  auf  den 
6.  März  und  ist  eine  ringförmige.  Bei  derselben  ist  Madeira  das  erste  be- 
wohnte Land,  welches  in  der  Zone  der  HingfÖrmigkeit  liegt.  Diese  Zone 
durchschneidet  sodann  das  nordwestliche  Afrika,  Süditalien,  Dalmatien  (wo 
Ragusa  und  Cattaro  in  derselben  liegen),  Bosnien  und  den  Südosten  Sie* 
benbürgens,  dann  läuft  sie  über  Jassy  zwischen  Moskau  und  Kazan  hin- 
durch nach  Sibirien  bis  zu  den  Ufern  des  Jenisei,  wo  sie  hart  an  der 
Grenze  des  nördlichen  Polarkreises  ihr  Ende  erreicht. 

Diese  Finsterniss  hat  deshalb  ein  grösseres  Interesse,  weil  sie  die 
letzte  ringförmige  ist,  die  Oesterreich  im  Laufe  dieses  Jahrhunderts  er- 
blickt, und  überdies  die  Breite  des  Ringes  in  Dalmatien  und  Siebenbürgen 
eine  sehr  geringe  ist.  Ueberhaupt  ist  diese  Finsterniss  für  ganz  Mittel- 
europa eine  so  bedeutende,  dass  ihr,  was  die  Grösse  derselben  betrifft,  in 
diesem  Jahrhunderte* nur  noch  die  beiden  Finsternisse  vom  22.  December 
1870  und  10.  August  1887  als  ebenbürtig  an  die  Seite  gestellt  werden  können. 
Was  Endlich  Wien  betrifft,  wird  daselbst  die  Finsterniss  im  Ganzen  2^  51°^ 
dauern,  und  zur  Zeit  der  Mitte  um  10^  66°^  5'  mittlere  Zeit  eine  Grösse  von 
10%  Zoll  erreichen. 

Die  zweite  Sonnenfinsterniss  adi  29.  August  1867  ist  eine  totale;  indess 
durchschneidet  bei  derselben  der  Kernschatten  in  Südamerika  nur  Chile  und 
einige  Länder  der  argentinischen  Conföderation,  und  verliert  sich  dann  in 
den  atlantischen  Ocean  und  das  antarktische  Meer.  Von  leichter  zugäng* 
liehen  Orten  werden  daher  nur  Montevideo  und  Buenos  Ayres  die  Sonne, 
und  zwar  durch  2%  Minuten  total  verfinstert  sehen.  (Wiener  Akad.) 


y.  TTeber  den  Stemiohnuppenfall  im  Voyember  1866.  Von  Dr.  J.  F. 
Julius  Schmidt  ^  Director  der  Sternwarte  zu  Athen. 

Bekanntlich  wird  seit  längerer  Zeit,  besonders  seit  der  glänzenden 
Erscheinung  am  13.  November  1835  in  Nordamerika,  zumal  auf  01ber*B 
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Ansiclit  sich  beitifend,  ein  Maximum  der  Häufigkeit  jener  Meteore  in  je 
34  Jahren  erwartet.  In  den  letzten  Jahren  war  die  Häufigkeit  aller- 
dings im  Zunehmen.  Die  ausserordentliche  und  glanzvolle  Erscheinung 
in  der  Nacht  des  13./14.  November  1866  zu  Athen  bestätigt  die  Ver- 
muthung  einer  periodischen  Wiederkehr  und  stellt  das  wirkliche  Maxi- 
mum auf  das  Jahr  1867  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  in  Aussicht. 
Director  Schmidt  beobachtete  in  Gesellschaft  von  drei  Personen,  welche 
er  seit  Jahren,  obwohl  sie  anderen  wissenschaftlichen  Beschäftigungen 
fern  stehen,  zu  dem  Zwecke  dieser  Beobachtungen  eingeübt  hatte.  Jeden- 
falls war  dieses  Jahr  bestimmt  und  unzweifelhaft  die  grösste  Häufigkeit 
nur  in  der  Nacht  vom  13.  auf  den  14.  November,  und  namentlich 
nach  14  Uhr. 

Als  Herr  Schmidt  selbst  um  16  ühr  auf  die  Terrasse  kam,  war 
die  Menge  der  Sternschnuppen  aller  Grössen  ausserordentlich,  doch 
nicht  mit  Hegen-  oder  Schneefall  zu  vergleichen.  Doch  reichte  die  ge- 
wöhnliche Art  der  Beobachtung  nicht  aus.  Das  Auge  wurde  fort  und 
fort  auf  gewisse  Stellen  am  Himmel  angezogen,  wo  die  Meteore  fast 
ohne  Unterbrechung  in  parallelen  Bahnen  neben  einander  hinflogen,  na- 
mentlich im  grossen  Hund,  im  Orion  und  in  der  Hydra.  Dann  kamen 
wieder  grössere  Phänomene,  als  Boliden  oder  Feuerkugeln  bezeichnet, 
wenn  ihr  Glanz  grösser  als  der  des  Sirius  war.  Auch  diese  flogen  oft  zu 
drei  bis  fünf  innerhalb  weniger  Secunden  nachbarlich  neben  einander. 
Häufig  erglänzten  ausserdem  eigenthümliche  langsame  Lichtschimmer  von 
Meteoren,  die  ihrer  Lage  wegen  nicht  selbst  gesehen  werden  konnten. 
Eines  Hess  sich  ganz  mit  dem  Meteor  des  18.  October  1863  vergleichen; 
wie  dieses  erleuchtete  es  die  ganze  Landschaft  stärker  als  der  Vollmond. 

Es  genügte  eine  Minute,  um  zu  erkennen,  dass  alle  Meteorbahnen, 
rückwärts  verlängert  gedacht,  den  bekannten  Convergenzpunkt  im  Löwen 
trafen.  Von  16^0  bis  16**  2  nahm  die  Häufigkeit  der  Meteore  rasch  ab. 
Herr  Schmidt  verfolgte  dann  einige  der  wunderbaren  Seh  weif  bildungen 
mit  dem  Kometensucher.  Um  16*^  8"*  erloschen  momentan  fast  alle  Sterne 
in  dem  strahlend  grünen  Lichte  eines  mächtigen  Meteors  ersten  Hanges, 
und  es  erglühte  die  Stadt  nebst  der  ganzen  Landschaft  wie  im  Lichte 
des  bengalischen  Feuers.  Der  blendende  gekrümmte  Schweif  ward  schon 
in  den  ersten  Secunden  an  dem  8  mal  vergrössernden  Kometensucher  be- 
trachtet Erscheinung  gewöhnlich.  Nach  5  Minuten  aufgelöst  in  roth- 
gelbes Gewölk,  vielfach  getrennt  und  durchbrochen,  ähnlich  theilweiae 
den  gekräuselten  und  gedrängten  Dampfmassen  an  der  Mündung  eben 
abgefeuerter  Geschütze.  Dem  freien  Auge  schien  er  eine  grosse  röthliche 
vom  Monde  beleuchtete  Cumuluswolke  zwischen  den  beiden  Bären.  Bei 
langsamer  Lichtabnahme  mindestens  51  Minuten  dem  freien  Auge  sicht- 
bar, bis  die  Morgendämmerung  ihn  erlöschen  Hess.       (Wiener  Akad.) 


m. 

Kurzer  Abriss  einer  Theorie  der  Engelftinotionen 
und  Ultrakugelfnnctionen. 

Von 

Dr,  Cael  Neumann, 

ordentlicher  Professor  a.  d.  Universität  Tübingen. 


Um  die  Lage  eines  Punktes  auf  der  Kugel  zu  bestimmen,  können  zwei 
beliebige  Systeme  von  Kegelfläcben  in  Anwendung  gebracht  werden, 
welche  ihren  gemeinschaftlichen  Scheitelpunkt  im  Centrnm  der  Kugel  ha- 
ben; gleichgültig,  ob  die  Kegelflächen  des  einen  System  es  zu  denen  des 
andern  orthogonal  sind  oder  nicht;  gleichgültig,  ob  die  Natur  dieser  Kegel- 
fläcben eine  algebraische  oder  transcendente  ist.  Sind  nämlich  zwei  solche 
Systeme  von  Kegelflächen  in  irgend  welcher  Weise  festgesetzt,  so  können 
die  Parameter  dieser  Systeme  unmittelbar  als  die  beiden  Coordinaten 
eines  Punktes  auf  der  Kugel  angesehen  werden,  also  unmittelbar  verwendet 
werden,  um  die  Lage  eines  solchen  Punktes  zu  bestimmen. 

Derartige  Systeme  von  Kegelflächen  können  nun,  um  auf  wohlbekannte 
und  häufig  vorkommende  Specialfälle  näher  einzugehen ,  z.  B.  dadurch  er- 
halten werden,  dass  man  zwei  beliebig  gewählte  feste  Kugelradien  der 
Betrachtung  zu  Grunde  legt.  Sind  u  und  v  die  beiden  Winkel,  unter  wel- 
chen irgend  ein  beweglicher  Kugelradius  gegen  jene  beiden  geneigt  ist, 
so  werden  u  +  »  =  a  und  u  —  r  =  j8  die  Gleichungen  für  zwei  Systeme  von 
elliptischen  Kegelflächen  sein ,  die  gegen  einander  orthogonal  sind  und  die 
jene  festen  Radien  zu  Brennlinien  haben.  Die  hier  auftretenden  Parameter 
a  und  ß  können  somit  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kugel 
angesehen  werden;  sie  führen  den  Namen  elliptische  Coordinaten. 

Der  Winkel ,  welchen  die  beiden  festen  Radien  oder  Brennlinien  mit 
einander  einschliessen,  kann  beliebig  gewählt  werden.  Nimmt  man  diesen 
Winkel  gleich  Null,  so  verwandelt  sich  von  jenen  beiden  Systemen  ellipti- 
scher Kegelflächen  das  eine  in  ein  System  von  Rotationskegeln,  das  andere 
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in  die  diesen  Rotationskegeln  zugehörigen  Meridianebenen.  Demgemäss 
verwandeln  sich  die  Parameter  jener  beiden  Systeme  von  Kegelflächen  in 
diesem  Fall  in  diegewölinlichenCoordinaten,  nttmlich  in  diejenigen, 
welche  man  mit  den  Namen  Breite  und  Länge  zu  bezeichnen  pflegt. 

Die  elliptischen  Coordinaten  und  die  gewöhnlichen  Coordinaten 
sind  also  nur  ganz  specielle  Fälle  der  zu  Anfang  erwähnten  allgemeinen 
Coordinaten. 

Die  Theorie  der  Kngelfunctionen  ist  bisher  immer  nur  entwickelt  wor- 
den mit  Zugrundelegung  jener  speeiellen  Coordinaten.  Legendre 
und  Laplace,  die  Begründer  dieser  wichtigen  Theorie,  bedienten  sich  der 
gewöhnlichen,  Lam^   bediente  sich  der  elliptischen  Coordinaten. 

In  der  vorliegenden  Abbandlong  habe  ich  nun  an  Stelle  dieser  spe- 
eiellen Coordinaten  die  allgemeinen  Coordinaten  zu  Grunde  zu  legen 
versucht.  Hierdurch  wurde  es  nothwendig,  bei  der  Entwickelung  der  in 
Rede  stehenden  Theorie  einen  ganz  neuen  Weg  einzuschlagen  und  die  bis- 
her üblichen  Methoden  zu  vertauschen  mit  gewissen  anderenMethoden,  mit 
Methoden,  die  denen  ähnlich  sind,  welche  Green  und  Gauss  bei  ihren 
allgemeinen  Untersuchungen  über  das  Potential  in  Anwendung  gebracht 
haben.  ^, 

Meine  Arbeit  wird  zeigen,  dass  sich  in  Folge  der  so  veränderten 
Grundlagen  und  Methoden  einige  Vortheile  ergeben  für  die  ganze  Gestal- 
tung der  in  Rede  stehenden  Theorie;  sie  wird,  glaube  ich,  von  Neuem  den 
Satz  bestätigen,  dass  das  Allgemeinere  zugleich  auch  das  Einfachere 
zu  sein  pflegt 

§.  I. 
Erinnerung  an  die  Green 'sehen  Satte. 
Sind  U  und  ^Functionen  von  o*,  y^  ?,  und  bezeichnet zf  die  Operation*): 

so  kann  das  über  einen  beliebigen  Raum  ausgedehnte  dreifache  Integral 

fffiUJ  V—  VA  U)  dx  dy  dz 
bekanntlich  umgewandelt  werden  iu  ein  zweifaches  Integral,  nämlich  um- 
gewandelt werden  in  ein  Integral,  welches  sich  nicht  über  den  Inhalt, 
sondern  über  die  Grenzfläche  jenes  Raumes  hin  erstreckt.     Diese  Um- 
wandlung wird  durch  folgende  Formel  dargestellt: 


*)  Das   runde  ^  dient  hier  und  im  Folgenden  immer  sur  Andeutung  der  par 
tielien,  dafl  grade  d  hingegen  zur  Andeutung  der  totalen  Differentiation. 
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Hier  repräaentirt  d<o  ein  zur  Grenzfläche  gehöriges  ^läcl^enelenient ,  nnd  v 
die  auf  cfo>  errichtete  äussere  Normale.  Zu  bemerken  ist  indessen, 
dass  diese  Formel  nur  dann  gültig  ist,  wenn  die  Functionen 
üf  V  und  ebenso  auch  ihre  ersten  Ableitungen 

dv^     djl    dv_     dv^     dv^     dv^ 

dx'     dy'     dz'     dx'     dy'     dz 
innerhalb  des  gegebenen  Baumes  i tet  ig  sind« 

Sind  U  nnd  V  zwei  Functionen,  welche  innerhalb  des  gegebenen  Rau* 
jnes  nicht  nur  den  genannten  Stetigkeitsbedingungen,  sondern  anch  den 
Gleichungen  J  ü  =0,  J  V=  0  Genüge  leisten ,  so  verwandelt  sich  die  For- 
mel 1)  in  folgende : 


//(^^^-'■|7>-  =  »- 


Denn  die  linke  Seite  der  Formel  l)  verschwindet  in  diesem  Fall.     Nimmt 
man  femer  in  1)  an  Stelle  von  ü  die  Function 

?/(a:-«)«+(y-6)»+(«^c)«' 
VC  a,  (,  c  die  Coordinaten  eines  festen  Punktes  vorstellen  sollen,  der  inner- 
halb des  gegebenen  Baumes  liegt,  und  nimmt  man  gleichzeitig  an  Stelle  von 
F  wiederum  eine  Function,  welche  sowohl  den  vorhin  genannten  Stetig- 
keitsbedingungen, als  auch  der  Gleichung  J  V^O  Genüge  leistet,  so  ver- 
wandelt sich  die  Formel  1)  in : 


fM-^'d)"="-- 


Unter  F,  ist  hier  derjenige  besondere  Werth  zu  verstehen,  welchen 
die  Function  F  im  Fnnkte  a,  6,  c  besitzt*). 

§.2. 

Definition  der  Kngelftmctionen, 

An  Stelle  der  rechtwinkligen  Coordinaten   :r,  y,  z  mögen  eingeführt 
werden  die  Polar- Coordinaten  ^,  g^,  if;.     Es  werde  nämlich  gesetzt: 

4)  .V  =  ^.<I>«(qp,i|')=^<^«, 

wo    ^, ,  <I>,,  0^    drei  Functionen  von   9,tf;  vorstellen  sollen,  welche  die 
Gleichung 

5)  a^.  +  (D»,^.<P«,=  l 


*)  In  Betreff  einer  aasfilhrlicben  Begründung  der  Formeln  1),  2),  3)  verweise 
ich  auf  meine  Schrift:  „Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Tem- 
peratorzustand  eines  homogenen  Körpers ,  welcher  von  irgend  zwei  nicht  concentri- 
sehen  Kugelflächen  begrenzt  wird. "    Halle.     1862.     Seite  15—25. 
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identisch  erfüllen.     Unter  so  bewandten  Umständen  ergiebt  sich  ans  den 
Gleichungen  4): 

Demnach  repräsentirt  q  die  Entfernung  des  Punktes  ar,  y,  2  vom  Anfangs* 
punkt. 

Aus  4)  folgt: 

a?_<fiif<P»1>^)  y  _  <P,  (y,  ^) 

z        <I>a(<P,'«f)'         z        a>,  (fjp,  ij;)' 
Löst  man  diese  beiden  Gleichungen  auf  nach  <p  und  %  so  werden  sich 
Werthe  ergeben  von  folgender  Form : 

*=*(?.  ^)- 

Daraus  folgt,  dass  (;p  =  Con8t.  und  ^  =  Const.  die  Gleichungen  zweier 
Systeme  von  Kegelflächen  sind,  die  ihren  gemeinschaftlichen  Scheitel  im 
Anfangspunkt  haben.  Ob  diese  beiden  Systeme  von  Kegelflächen  zu  ein- 
ander orthogonal  oder  anorthogonal  sind,  wird  abhängen  von  der  Beschaffen- 
heit der  zu  Grunde  gelegten  Functionen  <1>|,  ^P^«  ^s-  ^^  ^ir  in  Betreff 
dieser  Functionen,  abgesehen  von  der  Gleichung  5),  keinerlei  Voraus- 
setzung machen  wollen,  so  werden  jene  Kegelflächen  im  Allgemeinen  an* 
orthogonal  sein.     Also: 

8)  Anstelle    der  rechtwinkligen  Coordinaten  ^,  y,  z 

werden  durch  die  Formeln  4)  drei  neue  Coordinaten 
^,  9,  i(;  eingeführt,  von  welchen  q  den  Parameter 
ei  nesSyste  ms  concentrisc  her  Kugel  flächen  vorstellt, 
während  gleichzeitig  q>  und  i^  die  Parameter  zweier 
Systeme  vonKegelflächen  vorstellen,  die  zu  einander 
anorthogonal  sind  und  ihren  gemeinschaftlichen 
Scheitel  im  Centrum  der  Kugelflächen  haben. 
Aus  den  Gleichungen  4)  folgt  durch  Differentiation: 

«)  dy=^O^dQ+QM^d(p  +  QN^d'tlf, 

dZ=0^dQ+QM^dg>  +  QN^d^. 

Und  hieraas  folgt  durch  Auflösung  nach  dg,  Qdq>^  gdijj: 
dq  —  R^dx  +  R^dy+R^dz, 

10)  Qdq>=P^dx  +  P^dy  +  P^dz, 
•        Qd'Hf^Q.dx+Otdy  +  Q^dz. 

Säramtliche  Grössen  0,  M,  N,  />,  Q,  R  sind  liier  Functionen  von  9»,  if;, 
nämlich  Functionen,  welche  unabhängig  sind  von  q. 
£s  sei 

11)  F^F{q>,rp) 


Von  Dr.  Carl  Nbumann.  101 

eine  beliebig  gegebene  Fanction,  welche  ebenfalls  nur  ^,  ^  enthält,  und 
unabhängig  ist  von  ^.  Differentiirt  man  die  Function  nach  a;,  so  ergiebt  sich : 

dF_d_P  d^      d£d^ 

dx~dq>  dx      d^  dx  ' 

oder,  wenn  man  für  ^—  ,   -^  die  aus  10)  fliessenden  Werthe  substituirt: 

o  X      o  X 

fl  .  ;r—  =  ;r-  -Pi  +  :r-  öl-     Desgleichen  erhält  man : 

^    dx      dg>  d^f  ^ 

Die  rechten  Seiten  in  diesen  drei  Formeln  sind  Ausdrücke,  welche, 
ebenso  wie  F  selber,  nur  abhängen  von  <;p,  if;,  nämlich  unabhängig  sind  von 
Q.  Die  Formeln  zeigen  also,  dass,  wenn  der  Ausdruck  F nnv  von  ^,  ^ 
abhängt,  Gleiches  auch  gelten  muss  von  den  Ausdrücken 

dF       dF       dF 

^Vx'     ^Ty'      ^Tz' 
Demgemäss  bezeichnen  wir  die  Werthe  dieser  drei  Ausdrücke  mit 

dF 

13)  9lj=Fn(.9,'f)  =  Ft, 

Differentiiren  wir  den  ersten  dieser  Ausdrücke  von  Neuem ,  so  er- 
giebt sich.- 

avF    ap  dF^d  F, 

^  öa^      dx  dx        dx  ' 
oder,  was  dasselbe  ist : 

.avf"    a£    d_F_   dj\ 

*  da?"^  dx''^dx~*  dx' 
oder,  wenn  man  fUr  j—  den  aus  10)  fliessenden  Werth  substituirt: 

,a*F ,  _     dF     dF, 

Nach  unserer  Voraussetzung  sollte  F  {tp^  i(;)  oder  F  eine  nur  von  y,  ^  ab- 

dF 
hängende  Function  sein.    Aus  dieser  Voraussetzung  ergab  sich ,  dass  p  — 

0  X 

eine  Fanction  von  gleicher  Beschaffenheit  war.    Diese  Function  wurde  be- 

zeichnet  mit  jP,  (9,  '^)  oder  F^.     Demnach  wird  Q-^    «ine   Fanction  von 

ox 
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wiederum  gleicher  Beschaffenheit  sein.  Wir  bezeichnen  dieselbe  mit 
-^it  (9)  i^)  oder  Fii.  Unsere  letzte  Gleichung  gewinnt  dann  folgendes 
Aussehen : 

öder: 

d^  F 

14)  9*j^  =  Fit-^i-^i- 

9*F 
Hieraus  folgt,  dass  Q^ ^-^  eine  Function  ist,  welche  nur  abhängt  von  qo,  if;, 

hingegen  unabhängig  ist  von  q.    Gleiches  wird  sich  ergeben  mit  Bezug  auf 

02    Et  Ol    E» 

d'  ;r-r  und  p*  ;r--«  ;  Gleiches  also  auch  mit  Bezug  auf  q^JF.     Wir  erhalten 

^   dif  ^  dz* 

somit  folgenden  Satz: 

15)  Versteht  man  unter  F  einen  Ausdruck,  welcher 
nur  von  qo,  ^  abhängt,  von  q  hingegen  unabhängig  ist« 
so  wird  Q^JF jederzeit  ein  Ausdruck  von  derselben  Be- 
schaffenheit sein*). 

Es  sei  F  nach  wie  vor  eine  nur  von  <p,  t^  abhängende  Function,  und 
Q^  irgend  welche  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative  Potenz 
von  Q.     Alsdann  ergiebt  sich : 

dx      ^^    ax   ^'  dx 

Beachtet  man,  dass  zufolge  6):    o*=a?'  +  y*+i*,  und  dass  mithin  r-^=  - 

ox        Q 

ist,  so  verwandelt  sich  diese  Formel  in: 

Hieraus  folgt,  wenn  man  von  Neuem  nach  x  differentiirt  und  abermals  dar- 
auf achtet,  dass  -^=-  ist: 
dx       Q 


*)  Dnss  Gleiches  alsdann  auch  von  den  Ausdrücken 


dF 

dF        dF 

^ay'      "dz' 

.d*F 

,  d'F 

,d»F 
*ax"- 

•  •  • 

gilt,   folgt  unmittelbar  aus  der  Deduction  des  vorstehenden  Satses,   fiÜlt  aber  bei 
der  nachfolgenden  Untersuchung  nicht  weiter  ins  Gewicht. 
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Bildet  man  die  analogen  Formeln  ftir  die  zweiten  Differential  -  Quotienten 
von  Q^F  nach  f  und  nach  z,  und  addirt  schliesslich  alle  drei  Formeln,  so 
erhält  man  (mit  Benutzung  deg  Operationszeichens  J) : 

16)         J(Qr F)=ZpQf''^F+ pIp~2)  QP-^F+2p qP-^ S+  qP  J F. 
Der  Ausdruck  S  besitzt  hier  folgende  Bedeutung: 

X  dF      y  dF  .z  dF 

Q  dx      Q  dy       Q  d  z 

nnd  Usst  sich  daher»  weil  -,  -,  -  identisch   mit  r-^i  ^«  ^  sind,  auch  so 

Q    Q    ^  dx    oy    dz 

darstellen: 

dxdx"^ dydy"^  dz  dz' 
oder  falls  man  beachtet,  dass  Fnur  von  ^,  ^  abhängen  sollte,  auch  so : 

aF/a9)3p    a^öp  .  a^M 

^  d(p  ydxdx'^dy  dy'^  dz  dz) 


a_F/at{;3_£    8tf;ap  i  ?*?_?\ 

'^  d^\dx  dx^  dy  dy^  d  z  d  zy 


Laut  8)  sind  9=Const.  undi/;=Const.  zwei  Systeme  von  Kegelflächen, 
welche  unter  einander  anorthogonal  sind,  welche  aber  orthogonal  sind 
gegen  die  durch  ^=Const.  dargestellten  Kugelflächen.  Somit 
ergiebt  sich : 

dxdx^dydy'^dzdz       • 
d^dj_      d^dq      d^dg 
dxdx'^dydy'^  dzdz^   ' 
folglich  mit  Rückblick  auf  17)  : 

18)  5  =  0. 

Demgemäss  gewinnt  die  Formel  16]  folgendes  Aussehen : 
J{qPF)=p(p  +  1)qP''^F+qPJF, 
d.  i. 

19)  ^(gfF)  =  QP-^p{p  +  l)F+Q'JF]. 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  ist  F  nur  von  (p^  ^  abhängig.  Gleiches 
gilt  daher  laut  15)  von  g^dF^  Gleiches  also  auch  von  dem  hier  auftretenden 
Ausdruck  [  ].     Folglich : 

20)  Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene  Zahl 
nnd  versteht  man  ferner  unter  F  irgend  eine  nur  von 
9,  '^  abhängende  Function,  so  lässt  sich  der  Ausdruck 

J(gPF) 
jederzeit  in  zwei  Factoren  zerlegen,  von  welchen  der 
einenur  von  p,  der  anderennr  von  9,^  abhängt.  Diese 
Factoron  sind: 

gP-^     und     p{p  +  l)F+g^JF. 
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•'^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^■^^ 


Ob  die  Zahl  p  ganz  oder  gebrochen»  positiv  oder  ne« 
gativ  ist,  bleibt  hierbei  vollkommen  gleichgültig. 
Es  mag  die  Gleichung  hingestellt  sein : 

21)  ^(^PF)  =  0, 

in  welcher  p  gegeben,  F  aber  unbekannt  ist.  Wir  legen  uns  die  Frage  vor, 
ob  nnter  so  bewandten  Umständen  eine  Function  Fexistiren  wird,  welche 
der  Gleichung  Genüge  leistet,  und  welche  gleichzeitig  nur  von  9,  ^ 
abhängt. 

Da  F  nur  von  9,  if;  abhängen  soll,  so  lässt  sich  der  linke  Theil  der 
vorgelegten  Gleichung  21)  (zufolge  des  soeben  gefundenen  Satzes)  in  zwei 
Factoren  zerlegen.  Von  diesen  beiden  Factoren  enthält  der  eine  nur  die 
Argumente  9,  ^,  und  lautet: 

Die  vorgelegte  GleichunJ^  wird  also  erfüllt  werden,  wenn  man  die  Func- 
tion /*der  Art  bestimmt,  dass  dieser  Factor  verschwindet.  Enthielte  der 
oben  genannte  Factor  alle  drei  Argumente  ^,  ^,  t/;,  so  würde  hierzu  eine 
Function  F  erforderlich  sein,  in  welcher  ebenfalls  allö  drei  Argumente  vor- 
kommen. Da  nun  aber  in  jenem  Factor  nur  zwei  von  jenen  Argumenten, 
nämlich  nnr  9)  und  ^  enthalten  sind ,  so  wird  die  unbekannte  Function  F^ 
welche  zum  Verschwinden  des  Factors  erforderlich  ist,  ebenfalls  nur  9  und 
'^  enthalten.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz : 

22)  Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene, 
ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative  Zahl, 
so  wird  jederzeit  eine  nur  von  «jp,  if;  abhängende  Func- 
tion F  existireu)  welche  der  Gleichung  ^(^'jP)=0  Ge- 
nüge leistet. 

Zufplge  des  Satzes  20)  ist 

23)  A  {gPF)=^QV-'^  [p  {p  +  \)  F+q'JF], 
vorausgesetzt,  dass  man  wiederum  unter  Feine  nur  von  fp,  if/  abhängende 
Function  versteht.     Ferner  ergiebt  sich  zufolge  desselben  Satzes,  wenn 
man  statt  der  Zahl  p  die  Zahl  —  (f +  0  nimmt: 

In  diesen  beiden  Formeln  23)  und  24)  sind  die  rechts  auftretenden  Factoren 
[  ]  unter  einander  identisch.     Daraus  folgt,  dass  die  Gleichungen 

J{qPF)=0    und     j(-^^=.o 

beide  durch  ein  unddasselbeF  erfüllt  werden.     Folglich : 
25)  Versteht  man  in  den  Gleichungen 

J(qPF)  =  0     nnd     ^(-^^  =  0 

unter  p   eine  beliebig  gegebene,  ganze  oder  gebro- 
chene, positive  oder  negative  Zahl,  so  wird  eine  nur 
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von  9,   tp  abhängende  Function /*,   welche   der  einen 

Gleichung  Genüge  leistet,  gleichzeitig  auch  Genüge 

leisten  der  andern  Gleichung. 

Eine  Function  /*,  welche  den  eben  hingestellten  Gleichungen  Genfige 

leistet,  mag  genannt  werden  eine  Kugelfunction.     Für  jede  gegebene 

Zahl  p  wird  dann  eine  ihr  zugehörige  Kugelfunction  existiren.  Wir  setzen 

Folgendes  fest: 

26)  Definition.  Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  ge- 
gebene, ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  nega- 
tive Zahl,  so  soll  diejenige  nur  von  qo,  ^abhängende 
Function  F^  welche  den  Gleichungen 

Genüge  leistet,  eine  Kngelfunetion  Ton  der  Ordnnnf 
f  oder  von  der  Ordnung  — (p+O  heissen.  Dass  eine 
solche  Function  jederzeit  existirt,  folgt  unmittelbar 
aus  den  Sätzen  22)  und  25). 

§.3. 
Entwickelnng  nach  Engelfiinetionen. 

Es  sei 

^7=17(^,9,  ^) 
eine  Jbeliebig  gegebene  von  ^,  9,  '^  abhängende  Function.  Wir  wollen  an- 
nehmen, diese  Function  lasse  sich  nach  Potenzen  von  ^  entwickeln,  gleich- 
gültig ob  diese  Potenzen  ganze  oder  gebrochene  sind,  gleichgültig  ob  sie  in 
aufsteigender  oder  absteigender  Ordnung  vorwärts  schreiten.  Wir  wollen 
also  annehmen ,  es  sei 

l7=^i/\  +  ^/; -f  ^/».H- . . . . 
oder  kürzer  ausgedrückt: 

27)  ü=ZqVF, 

wo  Fj,  F,,  F,  ....  Functionen  sind,  die  nur  von  9,  ^if  abhängen,  und  wo 
Pit  Pti  Ps  •  •  •  •  eine  Zahlenreihe  vorstellt,  die  nach  irgend  welchem  Gesetze 
fortschreitet. 

Aus  der  Formel  27)  ergiebt  sich  durch  Differentiation : 

dru       d'(QPF) 

d'U         d\gPF) 

dz*  "*      dz*  ' 

mithin : 

28)  JÜ:=2J{qPF). 
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Zufolge  des  Satses  20)  ist: 

29)  j(QfF)^Qf^0, 

wo  <1>  nur  von  9,  ^  abhängt.    Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel  28)  in 

30)  JÜ^ZqP'-^O, 

d.  i.  in  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  p.  Wir  wollen  nun  anneh- 
men» die  Function  ^genüge  der  Gleichung  Jüs^O.  Alsdann  wird  Jü^ 
mithin  auch  die  in  30)  angegebene  Entwickelung  2qP^^0  fttr  jeden  be- 
liebigen Werth  von  q  verschwinden.  Demnach  werden  in  diesem  Fall 
die  in  der  eben  genannten  Entwickelung  enthaltenen  Coeflfibienten^P  sftmmt- 
lich  gleich  Null  sein.  Verschwinden  aber  die  <I>,  so  genügen  (wie  aus  29) 
folgt)  die  in  der  Entwickelung  von  U  enthaltenen  Ooefficienten  F  den 
Gleichungen 

31)  J{qPF)  =  0. 

Daraus  folgt,  dass  die  Ooefficienten  F  alsdann  Kugelfunctionen  sind.  Somit 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

32)  Lisst  sich  irgend  eine  von  p,  ^,  ip  abhängende 
Function  U^  welche  der  Gleichung  Jüs^O  Genttge 
leistet,  nach  aufsteigenden  oder  absteigenden,  gan- 
zen oder  gebrochenen  Potenzen  von  q  entwickeln,  so 
sind  die  in  dieser  Entwickelung  auftretenden  (nur  von 
9,  if;  abhängenden)  Ooefficienten  KugelfunctioneiL 

Bezeichnet  man  nämlich  jene  Entwickelung  mit: . 
U=^£QPF(q>,^), 
versteht  man  alsounter/^(<;p,  '^)oderFdender  Potent 
^1*   zugehörigen  Ooefficienten,  so  wird  dieser  Ooeffi» 
cient  der  Gleichung 

J{QfF)  —  0 
Genüge  leisten,  folglich  eine  Kugelfunction  p^  Ord- 
nung sein*). 
Wir  bringen  diesen  Satz  in  Anwendung  auf  die  Entwickelung  der  re- 
ciproken  Entfernung  zweier  Punkte,  d.  i.  auf  den  Ausdruck: 

33)  r=     , ^  :rr-. 

V(^ay+(y^bY  +  (z—cy 
Bezeichnen  wir  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  x,  y,  2  mit  ^,  9,  ^, 
und  die  des  Punktes  a,  6,  c  mit  r,  a,  ß^  so  ist  laut  4) : 

x=Q.  a>,  (9,  ^),  fl=r.a>,  (a,  ß), 

34)  y=^.<I>t(9i  V)y  h^r.O^  (a,  ß), 
«=»^.<^8(9i  ^).  c^r.(D^  (a,  ß), 

*)  Zu  bemerken  ist  mllerdings,  dass  dieser  Satz  keine  annmschränkte  Gül- 
tigkeit in  Anspruch  nehmen  darf.  Es  kann  nämlich  vorkommen,  dass  die  Entwicke- 
lang 27)  convergent  ist,  dass  trotzdem  aber  die  Entwickelung  28)  divergent  oder  wenig- 
stens ungültig  ist  In  diesem  Falle  wird  dann  der  yorstehende  Bats  unsuverlässig  sein. 
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ferner  mit  Rücksicht  auf  5): 

35)  ß»  +  6«+c«=r», 

-wo  co#^  anr  Abkürzung  gesetzt  ist  für  folgenden  Ausdruck: 

wo  also  cos  ^  nur  abhängig  ist  von  den  vier  Argumenten  9»  ^i  « »  /?• 
Aus  35)  folgt: 

^W'--ay  +  (if^by  +  {z'^cy^Q*  +  r''-2^rcos^, 

Substituirt  man  in  den  Ausdruck  T  33)  die  hier  erhaltenen  Werthe  a)  und  /^, 
so  nimmt  jener  Ausdruck  nacheinander  die  Gestalten  an : 


/(-n(-;-n 


"./(-;-Ö('-r'*)' 

Nunmehr  übersieht  man ,  dass  dieser  Ausdruck  T  entweder  mit  Hülfe  der 
Formel  d)  nach  Potenzen  von  - ,  oder  mit  Hülfe  der  Formel  b)  nach  Po- 

tenzen  von  -  entwickelt  werden  kann ,  und  dass  diese  Entwickelungen  von 

Q 
folgender  Form  sein  werden*): 

B)  r«  i  ('ew+-e<i) +-,  6^^^+ Y 

p  \       9        r  / 

Ferner  übersieht  man,  dass  die  hier  auftretenden  Coefficienten  0^^),  9<^>, 
9^  •••  nur  d'  enthalten  und  dass  sie  in  beiden  Entwickelungen  diesel- 
ben sind.  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  ^  [zufolge  30)]  eine  von  9,  ^,  a,ß 
abhängende  Grösse  vorstellt,  und  dass  demnach  Gleiches  auch  gelten  wird 
von  sämmtlichen  Coefficienten  6(®>,  6<^>,  6<^>.... 

Betrachten  wir  den  Punkt  r,  a,  ß  als  fest,  den  Punkt  ^,  9,  '^  hingegen 
als  variabel ,  so  können  wir  die  reciproke  Entfernung  T  als  eine  Function 
von  (f,  9,  ^,  und  gleichzeitig  die  Coefficienten  ^<>>,  6<^>,  6(^> ....  als  Func- 


*)  Von  selbst  versteht  sich,  dass  die  Entwicklung  A)  nur  gültig  sein  wird, 
falls  f  ^r  ist,  die  Entwtckelang  {B)  hingegen  nur  dann,  wenn  Q  "^r  ist« 


108  Karzer  Abriss  einerTheorie  der  Kugel-  und  Ultrakngelfonctionen. 


tionen  von  9,  t^  bezeichnen.  Bekanntlich  leistet  Jder  Oleiohang  JT^=0 
Genüge.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satz 
32)  anmittelbar,  dass  die  in  der  Entwickelang  von  T auftretenden  Coeffi- 
cienten  e(®>,  e<»,  S^^\  ...  Kugel functionen  sind. 

In  der  Entwickelung  Ä)  ist  ß^f^  der  Coefficient  von  qK  Zufolge  des 
eben  genannten  Satzes  wird  also  60>)  der  Gleichung 

genügen.  Andererseits  tritt  S^P>  in  der  Entwickelung  B)  als  CoeiEcient  von 
^— (p+i)aaf.  Es  wird  demnach,  wenn  wir  den  genannten  Satz  abermals  in 
Anwendung  bringen,  6^P)  gleichzeitig  auch  folgende  Gleichung  erfüllen: 

Dass  6^^)  gleichzeitig  zwei  Gleichungen,  sowohl  der  Gleichung  A^)  als 
auch  der  Gleichung  B')  Genüge  leistet,  hat,  falls  wir  uns  an  den  früher  ge- 
fundenen Satz  25)  erinnern,  durchaus  nichts  Befremdendes.  Mit  Söcksicbt 
auf  die  in  26)  hingestellte  Definition  wird  S^^  zu  bezeichnen  sein  als  eine 
Kugelfunction  von  der  Ordnung  p  oder  von  der  Ordnung  —  (p+O*  ^^^ 
erhalten  somit  folgenden  Satz: 

37)  Die  reciproke  Entfernung  Jzwischen  zwei  Punk- 

ten ^«  9>|  ^  und  r,  a,  /3  kann,  je  nachdem  Q^r  oder^^r 
ist,  durch  eine  der  beiden  Entwickelungen 

r=Vw+?e(»+^ew+ V 

dargestellt  werden.     T>\^  hier  auftretenden  von  9,  i|/, 

a,  ß  abhängenden  Coefficienten  6<%  ©<">,  6<^), sind 

Kugelfunctionen.  Betrachtet  man  nämlich  r,  a,  /?  als 
constant  ^,  9,  if;  hingegen  als  variabel,  so  ist  %^P^  als 
eineFunction  von  9,tf;zn  bezeichnen,  welchedenbei- 
den  Gleichungen 

^(^l»d(p))  =  0      und      //T-^Wo 

Genüge  leistet« 

Lässt  man,  während  der  Punkt  r^  a^  ß  ungeändert  bleibt,  den  Punkt 
p,  9,  ^  in  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  hineinfallen,  lässt 
man  also  q  gleich  Null  werden,  so  muss  gleichzeitig  die  reciproke  Entfer- 
nung T  übergehen  in  -.  Für  r  =  0  muss  also  7=  -  werden.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  ergiebt  sich  aus  den  Entwickelungen  37)  unmittelbar,  dass 
e«>)  =  1  ist. 

Die  Coefficienten  S^^  enthalten  nur  ^.  Die  Grösse^  ist  aber  [zufolge 
36)]  eineFunction  von  9,  ^  «,  ßj  und  zwar  eineFunction,  welche  symme- 
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tri 8 eil  18t  10  Bezug  auf  9,  ^  einerseits  und  a,  ß  andererseits.     Dieselbe 

Symmetrie  wird  daher  in  den  Coefficienten  ß^P^  vorhanden  sein*).    Nun 

haben  wir  vorhin  gesehen,  dass  diese  Coef^cienten  ß^f^  Kugelfanctionen 

sind,  sobald  man  p,9,  ifß  als  variabel,  und  r,  er,  ß  als  constant  ansieht. 

Sie  werden  demnach  in  Folge  der  eben  bemerkten  Symmetrie  auch  dann 

Kttgelfunctionen  sein,   wenn  man  umgekehrt  r,  a,  ^als  variabel,  und 

^,  9>,  ^  als  constant  ansieht     Also: 

38)  Die    in   37)    auftretenden  Coefficienten    6<P)   sind 

Functionen  von  q>y  ^,  a,  /?,  welche  lymmetriioh  sind  in 

Bezug  auf  9,  ^  einerseits  und  o,  ß  andererseits. 

Sie  sind  daher  Kugelfunctionen  einerseits  in  Be- 
zug auf  9,  ^,  und  andererseits  auch  in  Bezug  auf  a, /?. 
Betrachtet  man  ^,  (p^  tf;  als  variabel,  so  gentigen  die 
ßip)  den  Gleichungen: 

und  betrachtet  man  andererseits  ^,  ^,  ^  als  constant, 
hingegen  r,  a,  ß  als  variabel,  so  sind 

die  Gleichungen,  denen  die  ß^P^  Genüge  leisten. 

§.4. 
Die  Eaupteifenschaften  der  Kugelfunctionen. 

Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene  positive  oder  negative, 
ganze  oder  gebrochene  Zahl,  und  unter  F  eine  uubekannte,  nur  von  9,  ^ 
abbHngende  Function,  so  sind  die  beiden  Gleichungen 

J{gPF)  =  0         und         zf  (a-fP+->/^)  =  0 
unter  einander  identisch.     Denn  wir  haben  früher    25)  gesehen,  dass 
jede  von  9,  ^  abhängende  Function/*,  welche  der  einen  Gleichung  genügt, 
gleichzeitig  auch  der  anderen  Genüge  leisten  wird. 
Zwei  Gleichungen  von  der  Form 
39)  J{qPF)=:0         und         J{qP'F)  =  0 

sind  demnach  unter  einander  identisch,  sobald  zwischen  p  und  p'  die  Be- 
ziehung stattfindet: 

P+P=— I. 
Solches  aber  wird  jederzeit  der  Fall  sein ,  wenn  jene  Exponenten  von  fol- 
gender Form  sind : 


•)  Diese  Symmetrie  ron  9"  und  B(p)  wird  »ich  dadarch  kund  geben,  dass 
jede  dieser  Fanctionen  bei  einer  Vertauschnng  von  9,  ^  mita,  ß  völlig  un ge- 
ändert bleibt. 
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p  =~i  +  m, 


P  =---m, 


d.  b.  wenn  p  und  p'  zwei  Zahlen  sind,  die  in  entgegengesetzten  Richtungen 

gleich  weit  abstehen  von  der  Zahl  —  -.    Oder  kürzer  ausgedrückt :  Zwei 

Gleichungen  von  der  Form  39)  sind  unter  einander  identisch, 
wenn  ihre  Exponenten  p  und  p'  symmetrisch  liegen  in  Bezug 

auf  die  Zahl  —    . 

Man  kann  daher  sämmtliche  Gleichungen,  welche  in  der  Form 

enthalten  sind,  auf  doppelte  Weise  erhalten,  entweder  dadurch,  dassnmi 
den  Exponenten  p  von  " bis  +  <>o    wachsen,  oder  dadurch,  dass  man 

denselben  von bis  —  oo  abnehmen  lässt.    Eine  von  ^,  i^f  abhängende 

Function  F,  welche  der  Gleichung  J  (^J»jP)5=0  Genüge  leistet,  war  aber  von 
uns  eine  Kngelfunction  p'®*"  Ordnung  genannt  worden  [vergl.  26)].  Dem- 
nach können  wir  uns  auch  so  ausdrücken: 

40)  Sämmtliche  überhaupt  vorhandenen  Kugelfunc- 
tionen  können  auf  doppelte  Weise  erhalten  werden, 
entweder  dadurch,  dass  man  ihre  Ordnungszahl  von 

—  -  bis  -|-  00    wachsen,  oder  dadurch,  dass  man  die- 

selbe  von — -bis — oo  abnehmen  lässt. 

Um  diese  Willkür  zu  vermeiden,  setzen  wir  festt 
dass  in  Zukunft  unter  den  Ordnungszahlen  derKugeP 
functionen  nur  diejenigen  Zahlen  verstanden  werden 

sollen,   welche  gröiier  als ,  oder  (im  Grenzfall) 

gleioh  —  2  sind. 

Es  seien 

41)  F==F{q>,^),  0=^G{q>,^) 

irgend  zwei  Kugelfunctionen  von  der  p*®°  und  g**°  Ordnung;  also  zwei 
Functionen,  welche  den  Gleichungen 

42)  ^((»F)=:0,  J(q^G)^0 

Genüge  leisten.     Unter  p  und  q  werden  demnach  zwei  beliebig  gegebene 
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positive  oder  negative,  ganse  oder  gebrochene  Zahlen  zu  verstehen  seiui 

welche  jedoch  grösser  als ,  oder  (im  Grenzfall)  gleich sind. 

Wir  wollen  uns  ferner  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
eine  Kugelfläche  vom  Eadius  1  beschrieben  denken,  und  annehmen,  die 
gegebenen  Functionen  F^  G  seien  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die 
Grössen 

aF    £/•    a/* 

'  dx'    dy'   dz' 
^^^  dG     dG     dG^ 

^'a^'  ay '  dz 

auf  dieser  Kugelfläche  überall  stetig  sind*). 

Gleiches  wird  alsdann  von  diesen  acht  Grössen  43)  auch  gelten  auf 
jeder  anderen  Kugelfläche,  die  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems beschrieben  ist,  mag  nun  ihr  Radius  kleiner  oder  grösser  als  1  sein. 
Solches  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  beachtet,  dass  i'und  G^  nur 
abhängig  sind  von  97,  ^,  also  unabhängig  sind  von  q. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Grössen 

dgPF  d(fPF  dgPF 

^  .^      dQiG  d(flG  dg^G 

überall  stetig  sein  werden  innerhalb  desjenigen  Raumes,  welcher  von  einer 
solchen  Kugelfläche  umschlossen  wird.  Nur  ein  Punkt  innerhalb  des  ge- 
nannten Ranmes  kann  in  dieser  Beziehung  eine  Ausnahme  machen,  d.  i. 
der  Mittelpunkt  der  Kngelfläche'^*).     Um  diesen  Uebelstand  zu  ver- 

•)  Man  kann  sich  die  Werthe ,  welche  F  auf  der  Kugelfläche  besitzt,  geometrisch 
dargestellt  denken  durch  Perpendikel,  welche  errichtet  sind  in  den  einzelnen  Punkten 
der  Fläche.  Die  Endpunkte  all*  dieser  Perpendikel  werden  dann  zusammengenom- 
men eine  gewisse  Fläche  bilden.    In  gleicher  Weise  werden  wir  eine  andere  Fläche 

constrniren  können,  durch  welche  diejenigen  Werthe  dargestellt  sind,  welche  —  in 

a« 

den  einzelnen  Punkten  der  Kugelfläche  besitzt;   sodann  eine  dritte  Fläche ,   durch 

dF 
welche  die  Werthe  von  —  repräsentlrt  werden  u.  s.  w.  Den  acht  Grössen  43)  ent- 
sprechend erhalten  wir  im  Ganzen  acht  Flächen.  Jene  acht  Grössen  werden  dem- 
gemäss  auf  der  Kugelfläche  stetig  sein,  wenn  diese  acht  Flächen  —  mögen  sie  nun 
gekrümmt,  mit  Kanten  und  Ecken  behaftet  sein,  wie  sie  wollen  —  in  ihrem  Verlauf 
keinerlei  Unterbrechungen  darbieten.  D.  h.  jene  acht  Grössen  werden  auf 
der  Kngelfläche  stetig  zu  nennen  sein,  sobald  diese  acht  Flächen  frei  sind  von 
Kissen,  frei  sind  von  vereinzelten  Linien  und  vereinzelten  Punkten, 
mitbin  auch  frei  sind  von  unendlich  fern  gelegenen  Punkten. 

••)  Unter  p  ist  eine  beliebige  Zahl  zu  verstehen,  welche  grösser  als  —  ^  ist.  Es 
kann  demnach  p  z.  B.  gleich  —  }  sein.  Und  in  diesem  Falle  wird  gP  Firn  Mittelpunkt 
unendlich  gross,  mithin  unstetig  sein. 
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meiden,  betrachten  wir  an  Stelle  des  vollen  Kugelraumes  denjenigen 
Kaum,  welcher  sich  befindet  zwischen  zwei  concentrischen  Kugel- 
flächen. Innerhalb  dieses  Raumes  werden  dann  die  Grössen  44)  ohne 
Ausnahme  überall  stetig  sein.  Und  wir  können  demnach,  mit Rflckblick 
auf  die  Gleichungen  42),  auf  diesen  Kaum  sofort  die  Green^sche  Formel  2) 
in  Anwendung  bringen.     Wir  erhalten  alsdann : 

Die  Integration  muss  hier  ausgedehnt  gedacht  werden  über  s&mmtliche 
Flächenelemente  dtOj  welche  zur  Grenze  des  genannten  Raumes  gehören. 
Das  Integral  ist  daher  in  Wirklichkeit  eine  Summe  von  zwei  Integralen, 
von  welchen  das  eine  über  die  äussere,  das  andere  Über  die  innere  Kugel- 
fläche hinerstreckt  ist.  Bezeichnet  man  daher  den  Kadius  der  äusseren 
Fläche  mit  q  ,  den  der  Innern  mit  f,  die  zugehörigen  Flächenelemente  dm 
mit  Q*d6i  und  e*d(J,  und  beachtet  man,dass  die  Richtung  v  bei  der  äusseren 
Fläche  identisch  ist  mit  q,  bei  der  innern  Fläche  aber  entgegenge- 
setzt ist  mit  f,  so  verwandelt  sich  die  Formel  45)  in  folgende: 

Und  diese  geht,  weil  /^und  G  unabhängig  sind  von  q  oder  £,  über  in: 

iP—9)  ff  Q^^^-^^  FGd9i=^{p^q)  ff  eP-^9-\-i FGd a, 

oder,  weil  q  und  B  die  gegebenen  Radien  der  beiden  Kugelflächen  vor- 
stellen : 

46)  {p  —  g){(fP^9+^—6P+^'^^)ffFGd(S  =  0. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  das  Integral 

47)  ffPOdü 

verschwinden  muss,  falls  nichtp  und  q  einander  gleich  sind'^).  Die- 
ses Integral  47)  kann  als  hinersticckt  betrachtet  werden  über  eine  Kugel- 


*)  Man  könnte  einwenden,  abgesehen  von  dem  Ausnahmefalle  p  =  qt  werde  noch 
ein  zweiter  Ausnahmefall  vorhanden  sein,  nämlich  der,  wennp  +  7+  1  =0  ist;  denn 
in  diesem  Fall  verwandle  sich  der  Factor 

in  1  —  I,  d.i.  in  0;  and  es  werde  daher  in  diesem  Fall  die  Gleichung  46)  in  Erfüllung 
gehen,  ohne  dass  es  dazu  des  Verschwfndens  des  Integrales  bedürfe. 

Unserer  Festsetzung  40)  zufolge  sind  aber  die  Ordnungszahlen  p  und  q  jederzeit 
grösser  als  —  i,  oder  (im  Grenzfalle)  gleich  —  J.  Die  Relation  p  +  q+i  =^0  kann 
daher  nur  dann  eintreten,  wenn  p  und  ^ beide  gleich  — ^  sind,  also  nur  dann, 
wenn  p  und  ^  einander  gleich  sind. 

Somit  ist  klar,  dass  der  hier  erörterte  zweite  Ausnahmefall  keiner  besonderen  Er- 
wähnung bedarf,  nämlich  schon  inbegriffen  ist  in  dem  ersten  Ausnahmefall  p  =  7> 
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fläche  vom  Radius  1.  Denn  Q^dcS  repräsentirt  das  Element  einer  Kugel- 
fläche  vom  Radios  q\  demnach  wird  d(a  das  Element  einer  Fläche  vom  Ra- 
dios 1  sein.     Wir  gelangen  somit  zo  folgendem  Resultat: 

48)  Erste  Haopteigenschaft  —  Versteht  man  ooter 

F=F(ip,  ^)  ond  G=zG  (<p,  t/;) 
irgend  zwei  Kogelfunctionen  verschiedener  Ordnong, 
welche  sammt  ihren  ersten  Ableitongen  nach  or,  y,  s 
überall  stetig  sind  aof  einer  Kugel  fläche  vomRadiusl, 
so  ist  das  über  alle  Elemente  (fco  dieser  Kugelfläche 
hinerstreckte  Integral 

jederzeit  gleich  Hüll. 

Die  Ordnungszahlen  der  beiden  Kugel functionen 
können  hier  [vergl.  die  Festsetzung  40)]  beliebige 
ganze  oder  gebrochene  Werthe  haben,  die  grösser  als 
—  i,  oder  gleich  — 4  sind.  Vorausgesetzt  wird  nur, 
dass  sie  unter  einander  verschieden  sind. 
Wir  wollen  wiederum  annehmen,  es  sei 

49)  F=^F{q>,i\>) 

eine  Kugelfunction  p*^^  Ordnung,  von  solcher  Beschafi'enheit,  dass  die 
Grössen 

fiberall  stetig  sind  auf  einer  KogelflSche  vom  Radius  1.  Ebenso,  wie  vor- 
bin, werden  dann  die  Grössen 

dpPF     dgPF     d(fPF 

"^  <"^'  Ti"*    -Jf'   -JT 

überall  stetig  sein  innerhalb  desjenigen  Raumes,  welcher  sich  befindet 
zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen. 

In  Bezug  auf  den  Werth  der  Ordnungszahl  p  wollen  wir  diesmal  aber 
eine  gewisse  beschränkende  Voraussetzung  eintreten  lassen,  nämlich  an- 
nehmen, dass  p  eine  positive  ganze  Zahl,  also  irgend  eine  Zahl  aus  der 
Reihe 

0,     1,     2,     3,     4,  ....  00 
ist.     Alsdann  werden  die  Grössen  51)  nicht  nur  stetig  sein  innerhalb  des 
eben  genannten  Zwischenraumes,   sondern   stetig  sein  innerhalb  des 
vollen   Raumes,    der  von  irgend  einer  Kugelfläche  umschlossen  wird. 
Ausserdem  wird,  nach  wie  vor, 

J(qPF)=zO 
sein. 

Wir  können  daher  auf  den  von  der  Kugelfiäche  umschlossenen  Raum  so- 
fort die  Gree  nasche  Formel  3)  in  Anwendung  bringen,  und  erhalten  alsdann : 

ZtiUchrin  r.  ftUlhematik  a.  Physik.  X1I,2.  8 


114  Kurzer  Äbriss  einer  Theorie  der  Kugel-  und  Ultrakugelfunctionen. 

Die  Integration  ist  hier  ausgedehnt  zu  denken  über  alle  Elemente  d<o  der 
ganzen  Kngelfläche.  Unter  T  ist  die  reciproke  Entfemnug  zwischen  einem 
solchen  Element  dm  und  zwischen  einem  Punkte  zu  verstehen,  der  im  In- 
nern der  Kugelfläche  eine  beliebig  gewählte,  aber  feste  Lage  hat.  Be- 
zeichnen wir  also  die  Coordinaten  des  Elementes  dm  mit  (>,  9,  tf;  und  die 
Coordinaten  des  eben  genannten  Punktes  mit  r,  a,  ß^  so  kann  der  Werth 
von  Ty  zufolge  37),  durch  folgende  Reihe  dargestellt  werden: 

^  (»  \  Q  Q*  /        «=0  Q"^^ 

Endlich  ist  in  unserer  Formel  unter  pP,  /*,  derjenige  besondere  Werth  zu 
verstehen,  welchen  die  Function  qPF  in  jenem  festen  Punkt  r,  a,  ß  besitzt; 
demnach  ist  Qi  =  r.  Wenn  wir  hierauf  achten ,  wenn  wir  ferner  beachten, 
dass  (»9  9>,  tf;  die  Coordinaten  von  (fco,  mithin  g  der  Radius  der  Kugelfläche 
ist,  und  wenn  wir  demgemäss  gl^dm  statt  dm  und  q  statt  v  setzen,  so  ver- 
wandelt sich  unsere  Formel  52)  in: 

oder,  wenn  wir  fUr  T  die  Entwickelung  53)  substituiren,  in: 

Und  diese  Formel  verwandelt  sich,  weil  F  und  0<">  unabhängig  von  q 
sind,  in: 


„-OD  /»  /» 

-^  ''"  /  /  {p  +  n  +  1)  gP-'^FS^^^dm  =  47crPF^, 


d.  i.  in: 
54) 


Nun  ist  F  eine  Kugelfunction  von  der  gegebenen  Ordnung  p,  ferner 
6^")  eine  Kugelfunction  von  der  Ordnung  n.  Die  hier  auftretenden  In- 
tegrale 

ffF&^>d(S 

werden  daher,  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  48),  sämmtlich  Null  sein 
mit  alleiniger  Ausnahme  desjenigen  Integrales ,  in  welchem  n  gleich  gross 
ist  mit  der  gegebenen  Zahl  p.  In  der  Formel  54)  reducirt  sich  daher  die 
links  stehende  Summe  auf  ein  einziges  Glied,  so  dass  wir  erhalten : 

(2p  +  Orp/Z/'eCP)  d(ö  =  4;rr^i?*,, 
d.i. 


55)  />^^^--.-^^^ 


fß 
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Die  Grösse  6^'^  ist  [vergl.  37)]  eine  Function  von  %  ^,  «,  /J;  wir  setzen  da- 
her S'P^  =  6^'J  (q),  ?/;,  flf,  /?).  Ferner  ist  F=^F{q>^  tf;).  Ausserdem  stellt  F^ 
denjenigen  Werth  vor,  welchen  die  Function  F  im  Punkt  r,  a,  /3  besitzt; 
folglich  F|  s=  i^(tf,  ^.  Endlich  repräsentirt  d(o  ein  Element  der  mit  dem 
Radius  1  beschriebenen  Kugelflttche,  und  zwar  ein  Element,  dessen  Coordi- 
naten  %  '^  sind.  Somit  gelangen  wir  durch  die  Formel  (56)  zu  folgendem 
Satz: 

66)  Zweite  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  unter 

p  irgend  welche  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  1,  2,  3,  ....  oc», 
und  versteht  man  ferner  unter 

F=F{(p,il;) 
eine  Kugelfunction  von  der  Ordnungp,  welche  sammt 
ihren  ersten  Ableitungen  nach  x^y^z  überall  stetig  ist 
auf  einer  mit    dem  Radius  1    beschriebenen  Kugel- 
fläche,  80  ist  jederzeit: 

Gf(9,,  t)  «''')  (<P,  ^.  «,  §)  dcS-^  ^^^  Fia,  ß). 

Die  Integration  ist  hier  ausgedehnt  über  alle  Ele- 
mente dm  der  genannten  Kugelfläche.  Ausserdem  re- 
präsentiren 

e<<^»(g>,tf^,a,/J),     eW(g>,^,a,/3),etc. 
diejenigen  Kugelfnnctionen,  welche  auftreten,  wenn 
man  die    reciproce  Entfernung  zweier  Punkte  ^,7,^ 
und  r,  a,   ß   nach    Potenzen   von    ^  oder  r  entwickelt 
[vergl.  (37)]. 

Die  beiden  Haupteigenschaften  (48)  und  (56)  können  bekanntlich  un- 
mittelbar in  Anwendung  gebracht  werden,  um  eine  beliebig  gegebene,  von 
irgend  zwei  Argumenten  9,  tf;  abhängende  Function  f{(p^  tf;)  nach  Kugel- 
functionen  zu  entwickeln.  Handelt  es  sich  nämlich  darum,  diese  Function 
iu  eine  Reihe  zu  verwandeln: 

57)  Acp,  t(;)=/<0)  (^^  ^)  4.  ^1)  (^,  ^)  +  fi2)  (^^  ^)  ^^ 

deren  einzelne  Glieder  Kugelfunctionen  resp.  von  der  0*®",  1*<^°,  2**°,  u.  s.  w. 
Ordnung  sind,  so  multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Formel  (57)  mit 

ö<l»)(q),  tj;,  a,ß)d(S 
wo  p  eine  beliebig  gewählte  Zahl  ans  der  Reibe  0,  1,  2t  .  .  .  «  oo  vorstellt 
Thut  man  dies,  und  integrirt  man  sodann  über  alle  zur  Kngelfläche  gehörigen 
Elemente  dä^  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  eiste  Haupteigenschaft 
sofort: 

ffnv.  t)  ^^  (9,  *,  «,  ß)  dfä  =fff^>  (9,^0ö^>(<P,  ^.^.ß)  dm, 
folglich  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Haupteigenschaft: 

8» 
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/> 


Alt 


Auf  der  linken  Seite  befinden  sich  hier  nur  bekannte  Functionen;  denn 
f  sollte  gegeben  sein ,  und  S^*^^  ist  seiner  Definition  37)  zufolge  ebenfalls 
als  eine  bekannte  Function  anzusehen.  Durch  die  vorstehende  Formel  58) 
findet  demnach  das  allgemeine  Glied 

/^>  («./?) 

der  verlangten  Entwickelung  seine  vollständige  Bestimmung* 

Bei  der  Hcrleitung  der  beiden  Haupteigenschaften  ist  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  dieKugelfunctionen  nicht  nur  den  angegebenen 
Stetigkeitsbedingungen  Genüge  leisten,  sondern  auch,  dass  sie  auf  der 
Kugelfläche  rundum  eindeutig  sind.  Sollten,  was  namentlich  bei  ge- 
brochenen Ordnungszahlen  vielfach  vorkommen  wird,  Kugel functionen 
existiren,  welche  mehrdeutig  (jedoch  nicht  unendlichvieldeutig)  sind,  so 
werden  sich  jene  Eigenschaften  wahrscheinlich  auch  auf  diesen  Fall  leicht 
übertragen  lassen,  und  zwar  dadurch,  dass  man  die  gewöhnliche  einblättrige 
Kugelfläche  in  eine  Rie mann* sehe  Kugelfläche*)  verwandelt,  die  Inte- 
gration also  nicht  über  die  gewöhnliche  Kugelfläche,  sondern  über  die 
Rie  mann*  sehe  Kugelfläche  sich  hinerstrecken  lässL  Ich  will  dies  jedoch 
nur  als  eine  Vermuthung  hinstellen. 

§.5. 
Erweiterung  der  Oreen*8dhen  Sätze. 

Die  bisher  durchgeführten  Untersuchungen  lassen  sich  Schritt  für 
Schritt  auf  den  Fall  übertragen,  dass  es  sich  nicht  um  ein  Gebiet  von  drei 
DinienMonen,  sondern  um  ein  Gebiet  von  beliebig  vielen  Dimensionen 
handelt.  Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zunächst  die  in  §.  1  besprochenen 
Green*  sehen  Sätze  auf  diesen  Fall  übertragen. 

Das  hier  zu  betrachtende  Gebiet  mag  {n  + 1)  Dimensionen  besitzen. 
An  Stelle  von  ar,  y,  z  sollen  demnach  n  +  1  Variable  x^  jr^,  a*,,  .  .  .  x^  treten. 
Der  Gleichung 


da^         a^         dz* 

wurde  genügt   durch   die   reciproke  Entfernung  zweier  Punkte,  nämlich 
durch  den  Ausdruck 

1 

[(a:-a)*+(y-6)»+(z-c)»]*. 
Dom  analog  ergiebt  sich  leicht,  dass  der  Gleichung 


*)  Vergl.  meine  „Vorlesungen  über   Riemann's  Theorie  der  Abel'schen  In- 
tegrale".   Leipzig  1865.     S.  102—204. 
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genügt  wird  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form : 

"      -, ^ 

Demgemäss  mag  eine  Gleichung  von  der  Form  1)  kurzweg  mit  /iU  =  0^ 
und  ein  Ausdruck  von  der  Form  2)  kurzweg  mit  T  bezeichnet  werden. 
Dieser  Ausdruck  T,  welcher  also  der  Gleichung  JT=  0  Genüge  leistet, 
mag  genannt  werden  die  Directrix  der  beiden  Werthsysteme 
^9»  ^iy  .  .  .  a^«  und  Äg,  Gl,  .  .  a„. 

Es  seien  ^,  <pi,  g>t}  •  •  •  9n  beliebig  gegebene  Functionen  von  Xq,  d?i, 
^ti  •  *  •  ^h)  ^^®  Fnnctionaldeterminante  von  p?  <Pi,  9t)  •  •  •  9n  Q^ch  x^,  o;,, 
Xf,  .  •  '  Xu  mag,  was  ihren  absoluten,  also  positiven  Werth  anbelangt,  be- 
zeichnet werden  mit  -jr. 

Wir  betrachten  dasjenige  Gebiet,  welches  durch  die  Formel 

3)  ^<^  (Hauptgebiet) 

bestimmt  wird,  indem  wir  unter  C  eine  gegebene  Constante  verstehen  und 
nennen  dieses  Gebiet  das  Hauptgebiet.  Das  demselben  zugehörige 
Grenzgebiet  wird  dann  repräsentirt  werden  durch  die  Formel 

4)  ^  =  C,  (Grenzgebiet.) 

Hit  anderen  Worten :  Zum  Hauptgebiet  sollen  diejenigen  Werthsysteme  von 
Xq,  X|,  ^2,...^„  gerechnet  werden,  welche  der  Formel  3)  genügen,  zum 
Grenzgebiet  diejenigen,  durch  welche  die  Formel  4)  erfüllt  wird.  Zugleich 
mag  vorausgesetzt  werden,  dass  innerhalb  dieser  Gebiete  keine  Werth- 
systeme von  Xo,  ^1,  OTt, ...  o:«  vorkommen,  welche  unendlich  gross  sind. 

Die  Uebertragung  der  Green' sehen  Sätze  auf  diese  Gebiete  giebt 
alsdann,  wenn  wir  unter  i7  und  V  zwei  Fanctioneu  von  a:oi  ^i>  •••  ^'n  ver- 
stehen, die  den  Gleichungen  //[/==  0, 2^^=  0  Genüge  leisten,  und  die, 
ebenso  wie  ihre  ersten  Ableitungen  nach  x^y  Xj, ...  x^^  innerhalb  des  Haupt- 
gebietes überall  stetig  sind,  folgende  Formeln: 

5)  Slü{V,q)—V{U,q)]Ddq>,dq>^...dq>n^O, 

n 

Hier  ist  unter  S  eine  Integration  zu  verstehen,  die  sich  auf  die  n  Variablen 
9i,  9s,  ...  tpn  bezieht,  und  die  sich  hinerstreckt  über  das  Grenzgebiet. 
Ferner  repräsentirt  T  den  Ausdruck  2) ;  und  gleichzeitig  repräsentiren  die 
in  diesem  Ausdruck  enthaltenen  Constanten  a^y  a„  . . .  a^  irgend  ein  Werth- 
system  oto,  o:,,  ...  at^»  welches  innerhalb  des  Hauptgebietes  liegt.  Dem  ent- 
sprechend ist  unter  F,  derjenige  besondere  Werth  der  Function  V  zu  ver- 
stehen, welchen  dieselbe  annimmt,  wenn  mau  ihren  Argumenten  oTq,  x^^.^.Xn 
die  Wcithe  %,  «i, . . .  «n  zuertheilt. 
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Unter  {U,q\  (V^g)  {T^g)  sind  die  Ausdrücke 

,„    ,       du   dg     ^    du    dg     ,  ,     dU    dg  fjr   ^        , 

{Ü,g)  =  -T—  ^  +  ^ —  -^  +  ...  +  -^ —  ^,         (F,^)=etc. 
^   ^^       dxodxo        dx^   dxx  dx^dx^ 

zu  verstehen.     Endlich  bedeutet  N  eine  von  n  abhängende  Zahl,  zu  deren 

Darstellung,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  entweder 

die  Formel :  oder  die  Formel : 

7)  /y=^  2.(2^)?  .       y^  2.(27r)V 

1  .3.5...  (n  +  1)  2.4.6...(w+ 1) 

erforderlich  ist. 

Für  den  Fall,  dass  die  Function  g  den  Ausdruck  hat: 

8)  .  (>'  =  A  +  ^'i  +  ...  +  ^« 

O  TT 

verwandeln  sich  die  Ausdrücke  (JJ^g)  etc.  einfach  in  -5—  etc.     In  diesem 

ög 

Fall  nehmen  daher  die  Green 'sehen  Formeln  5),  6)  folgende  Gestalten  an  : 

wo  nun  die  Integration  wieder  ausgedehnt  zu  denken  ist  über  das  Grenz- 
gebiet g  =  C^  d.  i.  über  das  Gebiet: 


§.6. 
Die  mtrakugelfiinetionen. 

Die  Grössen  g,  9>i,  c;Pt>  •••  9>n  mögen  in  ihrer  Abhängigkeit  von  «0,  o:,, 
Xfy ..,  Xn  bestimmt  gedacht  werden  durch  folgende  Relationen : 
Xo  =  g.Oo  (q)„  qP2» ...  9n)  =  ?  .  <^o» 
II)  a?i  =  ^.  <^i(<Pii9«i--.  9n)^Q.Ot, 


WO  (Z>09  <Z>|, ...  <P„  beliebige  Functionen  sein  sollen,  welche  der  Gleichung 

12)  a>%  +  <I>*i  +  ...+  <^„=l 

identisch  Genüge  leisten.     Alsdann  ergiebt  sich  aus  den  Relationen  11) 
unmittelbar: 

13)  ^*  =  ^o  +  ^*i+..-  +  *V 

so  dass  wir  also  hier  einen  Fall  vor  uns  haben,  aufweichen  die  Formeln  9) 
und  10)  Anwendung  finden. 

Wir  unterscheiden  einerseits  Functionen,  die  von  den  n  + 1  Argumenten 
P)  ^u  9>t%  ••-  9>m  abhängen,  und  andererseits  Functionen,  die  nur  von  den  n 
Argumenten  9,,  9),, ...  9»  abhängig  sind.     Bedeutet 

F=  if'(9i,  g>„  ...  9«) 
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irgend  welche  Function  der  letzeren  Art,  und  bedeutet  ferner  p  eine  beliebig 
gegebene,  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so  kann 
leicht  nachgewiesen  werden,  dass  der  Ausdruck 

^((^^oder-^  +  -^^  +  ...-^^ 

in  folgender  Weise  umgestaltet  werden  kann : 

14)  J{gPF)=^Q''-^[g'JF  +  p(p  +  n-l)F], 

und  ferner  nachgewiesen  werden,  dass  q^JF  eine  Function  ist,  die  nur  von 
<p,,  9t,  ...  9n  abhängt,  von  (i  aber  unabhängig  ist.  Hieraus  ergiebt  sich 
unmittelbar  folgender  Satz: 

15)  Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene,  po- 
sitive oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so 
wird  jederzeit  eine  nur  von  9),,  ip,,  ...  tp^  abhängende 
Function  ^existiren,  welche  der  Gleichung 

J(^qPF)  =  0 
Oentige  leistet. 

Definition.  —  Diese  Function  F  soll  hinfort  eine 
TTltrakngelfnnction  p^^^  Ordnung  genannt  werden. 
Der  Formel  I4)  zufolge  bleibt  die  Gleichung  J  {qPF)=zQ  \m  Wesent- 
lichen ungeändert,   wenn   man  p  vertauscht  mit  — (p  +  w  —  l).     Zwei 
Gleichungen  von  der  Form 

J{qPF)=::0  und  /i(QP'F)  =  0 
sind  also  unter  einander  identisch,  sobald 

p'=-iP  +  n-i), 
d.  i.  sobald 

p  +  p=  — (n-1) 
ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  beiden  Gleichungen  sind  unter  einander  iden- 
tisch, sobald  die  in  ihnen  enthaltenen  Exponenten  p,  p'  von  folgender  Art 

sind: 

w  — 1   , 

tn 
it— 1 


2 
Wir  werden  demnach  sämmtliche  Gleichungen  von  der  Form  J  {qPF^^^O 
auf  doppelte  Weise  erhalten  können,  entweder  dadurch,  dass  wir  den  Ex- 
ponenten p  von bis  +  00  wachsen,  oder  dadurch,  dass  wir  jenen 

Exponenten  von bis  —  00    abnehmen  lassen.     Gleiches  gilt  na- 

türlich  auch  von  den  durch  jene  Gleichungen  definirten  Ultrakugelfnnctio- 
nen.     Also : 

16)  Bei  einem  Gebiet  von  n  +  l  Dimensionen  können 

sämmtliche  überhaupt  vorhandenen  Ultrakugel func- 
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tionen  auf  doppelte  Weise  erhalten  werden,   nftmlich 
entweder  dadurch,   dass  man  ihre  Ordnungszahl  von 

bis  +  oo   wachsen,    oder  dadurch,    dass    man 

dieselbe  von-^ bis  —  oo  abnehmen  lässt 

2 

Um  diese  Willkür  zu  vermeiden,  setzen  wir  fest, 
dass  in  Zukunft  unter  den  Ordnungszahlen  der  ge- 
nannten Functionen  nur  diejenigen  verstanden  wer- 
densollen, welche  grösser  als ,  oder  (im  Grenz- 


2 


fall)  gleich sind. 

y  o  2 


Wenn  wir  analog  mit  den  Relationen  11)  setzen: 

«o  =  ''-  <^o(«i»  <»ti  ...a-)i 
ö,  =r.<I>,  (a,,a,,  ...a„). 


ün^r .  (!>„(«,,  a,,...a„), 
so  lässt  sich  die  in  2)  angegebene,  der  Gleichung  JT=^0  genügende  Dl- 
rectrix  T  in  folgender  Weise  entwickeln: 


18) 


y=^(ö'">+^ö'''  +  ^ö'''  +  ---)- 


Die  Coefficienten  S  haben  in  beiden  Entwickelungen  gleiche  Bedeutung, 
und  hängen  nur  ab  von  (Pi^  <Pt,  •  .  <  <Pu  und  a, ,  a^,  •  •  •  an.  Leicht  lässt 
sich  nachweisen,  dassderCoefficient 

ßip)  =  e(P)  (<p, ,  g>,, . . .  9„,  a, ,  «j,,  . . .  a„) 
eine  Ultrakugelfunction  p^^**  Ordnung  ist,  und  zwar  sowohl  in  Be- 
zug auf  die  in  ihm  enthaltenen  g),  als  auch  in  Bezug  auf  die  in  ihm  vorkom- 
menden a.     Zugleich  lässt  sich  zeigen,  dass  ein  solcher  Coefficient  keiner- 
lei Abänderung  erleidet,  wenn  man  die  q>  und  a.mit  einander  vertauscht. 

Durch  Anwendung  der  Formel  9)  ergiebt  sich  nun,  in  ähnlicher  Weise, 
wie  früher  bei  den  Kugelfunctionen,  folgender  Satz: 

19)  Erste  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  unter 

jP=/'(q), ,  <jp,, ..  .g>n)  Jiud  C  =  C(<p,,  ijp,,  .. .  y„) 
irgend  zwei  Ultra  kugelfunctionen  verschiedener  Ord- 
nung, welche  samrot  ihren  ersten  Ableitungen  nach 
oTq,  o:^,  ^r,,  ...  Xn  überall  stetig  sind  auf  dem  Grenzgebiet 
^  =  1,  80  ist  das  über  dieses  Grenzgebiet  hinerstreckte 
nfache  Integral 
fi 

SF{(pi,  (p^,  ..  O^C^Pii  <f2^  ...)Dd(p^d(p^..  .d(pn 
jederzeit  gleich  Null. 
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Die  Ordnnngszablen  von  F  und  Q  können  [vergl.  16)]  alle  ganzen  oder 
gebrochenen  Werthe  annehmen,  die  grösser  als — ,  oder  (im  Grenz- 

fall)  gleich sind.     Vorausgesetzt  wird  nur,   dass  sie  unter  ein- 
ander verschieden  sind*     Femer  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Formel  10) 
benutzen,  folgender  Satz : 
20)                Zweite  Haupteigenschaft*  —  Versteht  man  unter 
p  irgend  welche  Zahl  ans  der  Reihe 
0, 1,  2,  3,  .  .*  00, 
und  versteht  man  ferner  unter 

i^=5F(ijp,,  9)2, ...  g)») 
eine  Ultrakugelfunction  von   der  Ordnungp,  welche 
sammt  ihren  ersten  Ableitungen  nach  x^,  ^t,  or,,  ...  x« 
iiberall  stetig  ist  auf  dem  Grenzgebiet  ^=1,   so  ist 
jederzeit: 

5F(9>,,  9,,  . . .)  6^)  (9, ,  9>,, . . .,  «4,  0^, . . .)  Ddq>idq>^  •-•dipn 

Die  nfache  Integration  ist  hier  hinerstreckt  über  das 
genannte  Grenzgebiet.     Ausserdem  repräsentiren 

diejenigen  Ultrakugelfunctionen,  welche  durch  Ent- 
wickelung  der  Directrix  T  [vergl.  2),  17),  18)]  zu  Tage 
treten. 

Zu  erinnern  würde  schliesslich  noch  sein,  dass  jr  die  Functionaldeter- 

minante  von  ^1  ^^  ^g,  •  •  •  ^n  nach  oTq,  ^1 )  ^a,  • . .  ^m  vorstellt,  dass  folg- 
lich J>  selber  die  Functionaldeterminante  von  ^o>  ^i>  ^t>  •  •  * 'n  nach  ^, 
9j,  9>t,  • .  •  9a  ist.     Und  zwar  sind  (wie  schon  in  §.5  bemerkt  wurde)  unter 

j-  und  D  die  absoluten,  also  positiven  Werthe  dieser  Determinanten  zu 

verstehen.  Endlich  ist  unter  dem  in  der  letzten  Haupteigenschaft  20)  auf- 
tretenden N  eine  gewisse  von  n  abhängende  Zahl  zu  verstehen,  nämlich 
die  in  7)  angegebene. 

Dass  man    mit  Hülfe  dieser  beiden  Haupteigenschaften  19)  und  20) 
eine  beliebig  gegebene,  von  <pi,  9,,  .  >  >g>n  abhängende  Function 

fiViy  9si  •  ••  Vn) 
nach  Ultrakugelfunctionen  zu  entwickeln  im  Stande  ist,  bedarf  kaum  noch 
der  Erwähnung.     Das  dabei  einzuschlagende  Verfahren  wird  nämlich ,  wie 
man  sofort  übersieht,    vollkommen  ähnlich  sein  mit  demjenigen,    welches 
früher  in  §.4  besprochen  wurde. 
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Die  hiermit  beendeten  Untersachnngen  werden  zeigen,  wie  man  in  der 
Theorie  der  Kugel fanctionen  und  Ultrakugelfunctionen  mit  grosser  Leich- 
tigkeit zu  einer  allgemeinen  Uebersicht  gelangen  kann*  Es  mag  mir 
schliesslich  noch  erlaubt  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen^  dass  die  hier  in 
Anwendung  gebrachten  Methoden  sich  wahrscheinlich  auch  dann  empfehlen 
dürften ,  wenn  man  tiefer  in  die  Einzelnheiten  der  Theorie  hinabzusteigea 
beabsichtigt,  als  es  hier  mein  Vorsatz  war. 

Als  Beleg  für  diese  meine  Ansicht  glaube  ich  an  eine  früher  von  mir 
angestellte  Untersuchung*)  erinnern  zu  dürfen,  in  welcher  ich  die  Ent- 
wickeluDg  einer  Function  mit  imaginärem  Argument  nach  den  Kugelfunc- 
tionen  der  ersten  und  zweiten  Art  besprochen  habe  und  in  welcher  ich 
namentlich  auf  eine  überraschende  Analogie  zwischen  den  genannten  Ent- 
wickelungen  einerseits  und  zwischen  den  Entwickelungen  nach  auf-  und 
absteigenden  Potenzen  andererseits  aufmerksam  gemacht  habe. 

Jene  Untersuchung  ist,  wie  man  bei  genauerer  Ueberlegnng  leicht 
finden  wird,  mit  Hülfe  ähnlicher  Methoden,  wie  die  hier  angewandten, 
bewerkstelligt  worden  und  spricht  daher  für  die  von  mir  geäusserte  Ansicht. 


*)  Ueber  die  Entwickelang  einer  Fnnction  mit  imag^inärem  Argument  nach  den 
Kugelfanctionen  der  ersten  aud  zweiten  Art.    Halle  1862. 

Tübingen.     April  1866. 


IV. 
Analytisch -geometrische  üntersachiingen« 

Von 

Dr.  A.  Ennepeb. 


(Fortsetsang  der  Abhandlang  pag.  377.  T.  IX  dieser  Zeitschrift) 


V. 
Transfimnationen  Cnrven  doppelter  Krttxnmnng  in  ebene  Corven. 

In  den  „M^moires  pr^sentds  k  rinstitnt  par  divers  savans*'  (Paris  1810, 
T.  I.  pag.  420)  hat  L  an  er  et  zuerst  gezeigt,  dass  eine  Curve  doppelter 
Krttmmung  durch  Abwickelung  der  developpabeln  Fläche  in  eine  Gerade 
übergeht,  welche  von  den  rectificirenden  Ebenen  der  Curve  gebildet  wird, 
d.  h.  den  Ebenen ,  welche  durch  die  Tangenten  der  Curve  gehen  und  auf 
den  Krümmungsradien  senkrecht  stehen.  Bestimmt  man  umgekehrt  die 
developpable  Fläche,  welche  eine  Curve,  die  auf  der  Fläche  liegt ,  durch 
Abwickelung  in  eine  Gerade  transformirt,  so  ergiebt  sich  die  rectificirende 
Fläche  der  Curve.  Die  Lösung  eines  allgemeinern  Problems  hat  Molina 
(Joum,  de  Math,  ireme  s^rie  T.  L  p.  265)  gegeben,  nämlich:  durch  eine 
Curve  eine  developpable  Fläche  so  zu  legen ,  dass  die  Curve  durch  Ab- 
wickelung derselben  in  einen  Kreisbogen  übergeht,  wobei  selbstverständ- 
lich nur  von  solchen  Theilen  der  Curve  die  Rede  sein  kann,  deren  Krüm- 
mungsradien kleiner  wie  der  Radius  des  Kreisbogens  sind.  Da  sich  durch 
eine  Curve  unzählig  viele  developpable  Flächen  legen  lassen ,  so  kann  die 
Curve  durch  Abwickelung  derselben  in  beliebige  ebene  Curven  transformirt 
werden.  Im  Folgenden  ist  die  Lösung  des  Problems  gegeben:  durch  eine 
gegebene  Curve  im  Räume  eine  developpable  Fläche  so  zu  legen ,  dass  die 
Curve  oder  ein  Theil  derselben  in  eine  beliebige,  gegebene,  plane  Curve 
transformirt  wird. 

§1. 

Die  Coordinaten  $,17,  (eines  Punktes  einer  Curve  F seien  Functionen 
von  ^,  wo  d^  das  Bogenelement  der  Curve  bedeutet.     Seien: 
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«I  ß^  y; 
A>  f*>  v; 

/,  m,  «; 
die  Winkel,  welche  respective  die  Tangente,  die  Hanptnormale  und  Binor- 
male im  Punkte  Q,  17,  Q  mit  den  Coordinatenaxen  bilden,  durch  q  werde 
der  Krümmungshalbmesser  und  durch  r  der  Torsionsradius  bezeichnet. 
Für  den  Punkt  (li,  i/i,  fi)  einer  Cur  veTi  mögen  «1,  /Jj,  yjj  A^,  fii,  Vi;  /|,  m^, 
''li  Pii  ^11  ^1  snaloge  Bedeutungen  haben,  wie  a,  j3,  }f ....  für  den  Punkt 
(S>  ^?»  0-  is*  ^*ö  Curve  1\  von  der  Curve  F  abhängig,  so  ist  auch  s^  Func- 
tion von  s. 

Sei  (or,  ^,  2)  ein  Punkt  einer  developpabeln  Fläche,  welcher  mit  dem 
Punkte  (£^,  17t ,  ii)  auf  derselben  Generatrix  liegt.  Bezeichnet  man  durch 
w  die  Distanz  der  beiden  Punkte  (o;,  y,  2)  und  (|^,  i}|,  (,),  so  finden  die 
Gleichungen  statt: 

1)  y^fii+w.cosßi, 

z^ii  +  fv  .cosy^. 

Sieht  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  w  als  Function  von  5  an, 
so  stellen  dieselben  eine  Curve  vor,  welche  auf  der  Fläche  liegt.  Wird  die 
Fläche  auf  der  .ry- Ebene  ausgebreitet,  so  entspricht  der  Punkt  (ar, ,  yj  der 
transformirten  Curve  dem  Punkte  (o?,  y,  2)  der  Curve  im  Räume  durch  die 
Gleichungen : 

a:,  =  w  cos  «1  +  Jcos  iids^, 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  w  natürlich  dieselbe  Function 
von  ^1,  wie  in  den  Gleichungen  1).  Bezeichnet  man  durch  R  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  planen  Curve  im  Punkte  (Xi ,  yi),  so  ist: 

—  R  '\\dsj  '^\dsj\       ds.ds*       ds.ds,*' 
oder  wegen  der  Gleichungen  2) : 

Für  n;  =  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung  R  =  (f^,  man  erhält  so  das 
bekannte  Resultat,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Wendecurve  durch 
Abwickelung  der  Fläche  unverändert  bleibt.  Dieser  Satz  wird  von  Lau- 
eret (1.  c.  p.  420)  Fourier  zugeschrieben. 
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I  '  r 

§.  2. 
Sei(|,  r^y  i)  ein  Punkt  einer  Curve  F  und  (Jt>  «?i>  ?i)  ^ii  Punkt  der 
Wendecurve  T,  einer  developpabeln  Flftcbe,  welche  die  Curve  F  enthält. 
Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Punkte  (|,  17,  Q  und  (||,  i/j,  {;,)  auf 
derselben  Kante  der  Fläche  liegen.  Bezeichnet  man  durch  p  die  Distanz 
der  bemerkten  Punkte,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

4)  ii^i  +  pcosa^y     i?i=i? +P  co*/J,,     ti^i  +  pcoSYi. 
Bezeichnen  ^  und  tp  näher  zu  bestimmende  Functionen  von  8,  so  kann  man 
setzen : 

cosui  =  cosa  .  cos^  +  cosX  .  mt^ .  cosg>  +  cos  l .  w'«^ .  simp^ 

5)  co5/3i  =  cosß  ,cosiif'\-'  cos II .  *i>i ij} .  co^q)  +co*m  .  sinilf ,  sinfp^ 
cosyx  =  cosy  ,  cosil;  +  cosv  .  5m -^  .  co5 9  +  cosn  .  ^in'^  .  «Vi q>* 

Die  vorstehenden  Gleichungen  mit  cosa^  cosß,  cosy  multiplicirt  und 
addirt,  geben:  cosa  .  cosa^  +  cosß  ,  cosßi  +cosy,  cosyi=sCos  ^;  tf;  ist  also 
der  Winkel,  welchen  die  Curve  F  mit  der  Generatrix  der  Fläche  bildet. 
Die  Curve  F  wird  als  gegeben  angesehen ,  so  dass  in  4)  und  5)  Si  Function 
von  s  ist.  Die  erste  Gleichung  5)  nach  s  differentiirt  giebt: 
Idcosa,  /cosq>   .  d'üf\ 


ds  \    ^ 

osipcosq, 

Q  CS 


,                    .              {cos'if                       ^tp  .                   /l      dwS) 
0)    ^  +  cosX  .  J — -  +  cosip  cos(p^j  '\:'  sintp  sin^\ —^  j> 


+  cosl.l  cos^stntp-x cosfpsiniifi ä^)r 

Die  erste  Gleichung  4)  nach  s  differentiirt,  giebt : 

^      (dp      ds^\  ,  ,      dcostt^ 

Substitoirt  man  hierin  fUr — -z — ^  und  cosa^  ihre  Werthe  aus  5)  und  O),  so 

o  s 

folgt: 

!' +  (Ij-It) '''"* -'^  "■»*  (^+l7)j  ~'« 
i_,\pcos^    (dp    a»,\  .  ,        ,        ,       a^ 

7)  ^  +  />  51/1  '^  5IW  9>  I -^  j|  CO*  A 

\ds      ds) 

^psin^cosipi "g")!  ^05/  =  0. 

Man  erhält  durch  Differentiation  der  Gleichungen  4)  und  5)  noch  zwei 
analoge  Gleichungen,  in  denen  a,  il,  /  durch  j3,  ^,  m  und  y,  v,  n  ersetzt 
sind.  Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  in  der  Gleichung  7)  die  Coefficienten 


stn^ .  stntp-^-pcosiif  suifp-^ 


126  Analytisch -geometrische  Untersuchungen. 

von  cosa^  cosl,  cosl  verschwinden  müssen.  Die  Oleichnng  7)  zerfHllt  also 
in  die  folgenden: 

pcositf      /dp      dsi\   .  ,  a^ 

'-j-  +  [^-^-)stn^cosq>+pcos^cosq>j^ 

/dp      dsA    ....  .      d^ 

/l       d(p\ 
—  psm^lf  i —icosfpssO. 

Hnltiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  sintp^  die  dritte  mit  cosq>  bildet 
die  Differenz  der  Producte,  so  folgt: 

Setzt  man  p  — 0,  so  geben  die  Gleichungen  4)  |,  =|,  1^1  =  «?»  ti  =  £»  ^i« 
Cnrven  F  und  Fi  sind  dann  identisch.  Dieser  Fall  ist  in  der  allgemeinen 
Gleichung : 

.  cosilf.sinq)    .     .    .  /l        dq>\      ^ 

für  i/;^0  und^  e=o  enthalten.  Mittelst  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  8)  : 
10)  p^__^  +  _j  =  ^^. 

Findet  die  Gleichung  9)  statt,  so  ist  durch  die  Gleichungen  4),  5),  10)  und 
11)  eine  beliebige  developpable  Fläche  definirt,  welche  die  gegebene  Curve 
F  enthält  Die  Gleichungen  l)  gehen  in  4)  über  für  a?=3{,y  =  iy,  zc={; 
und  »  =  — p.  Setzt  man  in  3)  we=s  —  p,  sieht  *|  als  Function  von  s  an, 
so  folgt: 


—  R      Qids 


}/m-WHm] 


12)  \  ££«_££ 

i      d  ds     ds 


der  Gleichang  O)  ist  gleich  cot 
die  rechte  Seite  mittelst  der  Gleichang  0),  so  folgt 


Die  linke  Seite  der  Gleichung  6)  ist  gleich  co5il,— ^j   reducirt    man 
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13) — i=s  — ^{ — cosasmil}  +  coslcosil>cosq)  +  coslcosilfStng>\ 

Ql     CS  p     "<  ' 

_ /£i«_^y^  also,  mit  Rücksicht  auf  10) : 

14)  )     ^^^     ^ 

^  I      1  3^, coztp  I  3t|; 

Setzt  man  in  12)  p  —  3-^=sm^  und  nach  11)  ^  —  ^^cosH>.  so 
^,35  '^  ds        ds  ^' 

1  ^tt^ 

folgt:—  =  «h^  —  j- ,  oder  nach  10): 

.    1       cosw 

Die  Gleichung  13)  geht  wegen  14)  über  in : 

cosli  = —  cosa  ,  sini\f  +  cosk  cosij}  cosq>  +  coslco8%f  stnq>. 
Diese  Gleichung  nach  s  differentiirt,  giebt: 

^1     ds        Tj    3*  ^  \ds         Q   / 

+  CO* jl .  < — -  +  cosif  sm^  —-  —  cosiUsmw  ( r-^  i> 

f    ^  OS  ^  \r       CS J\ 

,     (                    .          .        3t^   ,                          /l  ag)\) 

+  CO«/    <  «wy«it^^ — ycos"^  cosq>i T^)r 

Wegen  der  Gleichungen  5),  9),  10)  und   14)  geht  die   vorstehende 

Gleichung  über  in: 

cosl  dsx        l  smq>  .      ^    ,  ,  ^ 

-5—= : — .  (cosAsmw  —  cosl  cos(ph 

r,     ds       Q  svi'^^  ^  ^^ 


Auf  ähnliche  Art  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen : 

{cosX  sinq>  —  cosl  cosq>) , 


co*/|   dSx 1   sintp 


ds         Q  sini\f 

.        I     cosniidsi        i  sinq) 

16)       /     -5—  = : —  (cosustna)  —  cosm  cosw). 

J         r^     ds        Q  stn^^      '^       ^  ^-" 

cosn»  d$i        1   sincp  , 

^-  =  —   -: — -  (cosvstnw  —  cosn  cosw), 

Tj      ds        Q  stn'ijf  ^  ^  ^^ 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  geben :  f  —  ^  j  i=  | r-^  j  ,  setzt 


i  dsi 1  sinq) 

rj  ds  Q  5f«^' 

so  geben  die  Gleichungen  16)  mit  cosl,  cosm,  cosn  multiplicirt  und  addirt: 
eosl .  cosli  4"  cosm  .  cosm^^  +  cosn .  cosn^^^costp,    d.  h.  9  ist  der  Winkel, 
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welchen  die  Normale  znr  Krümmnngsebene  der  Carve  F  mit  der  Nomralen 
zur  developpabeln  Fläche  im  Punkte  (g,  17,  ^)  bildet.  Die  Gleichungen  16) 
zeigen  unmittelbar,  dass  die  Normalebene  der  Curve  F  die  Normale  der 
developpabeln  Fläche  enthält.  Mit  Beziehung  hierauf  enthält  die  Glei- 
chung 15)  folgenden  Satz: 

Wird  der  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  11  einer  Curve  T,  welche 
auf  einer  developpabeln  Fläche  liegt,  vom  Punkte  /7  aus  auf  der  Nor- 
malen zur  Flächd  abgeschnitten,  ferner  im  Endpunkte  dieser 
Segments  ein  Perpendikel  errichtet,  welches  die  Binormale  der 
Curve  im  Punkte  i7,  trifft,  so  ist  i7n,  der  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  nach  Abwickelung  der  Fläche. 

Nimmt  man  in  15)  <p  constant,  so  folgt : 

Schneidet  die  Krümmungsebene  einer  Curve  die  developpable 
Fläche,  welche  die  Curve  enthält,  unter  einem  constanten  Winkel, 
80  steht  der  Krümmungshalbmesser  zum  Krümmungshalbmesser 
der  transformirten  Curve  nach  Abwickelung  der  Fläche  in  con- 
stantem  Verhältnisse  und  umgekehrt. 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  developpabeln  Fläche, 
welche  die  Curve  F enthält,  ist: 

(*  —  li)  cos  /|  +  (ar  —  fit)  cos  iiii  +  (z  —  f.)  cos  it,  =0, 
oder  auch : 

(x  —  {)  cos  It  +  (y — 17,)  cos  m^  +  {z — &)  C05n|=r=0. 
Wegen  der  Gleichungen  16}  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

(x —  I)  {cos  X  sin  g> — cos  l  cos  <p)  +  (y  —  ri)  (cos  (i  sin  9 — cos  n  cos  (p) 
'  +{z  —  Q  {cos  V  sin  q>  — cosn  cos  rp)  =0. 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  developpable  Fläche 
einhüllt.  Differentiirt  man  die  vorstehende  Gleichung  zweimal  nach  «,  so 
erhält  man  für  den  Punkt  (|| ,  i^i ,  {;,]  der  Wendecurve  folgende  Gleichungen : 

sinw/ 1        d(p\ 
'  (£1  — {)  coso  +  {fit''fi)  cosß  +  (t,-£)  cosy= T^[r^  Jif 

\Ql—0  cos  X+  {flt^fi)COS(i  +  itt  -0  cosv=^      ^  ^^,^    ^, 

10)<(li  — l)co«/  +  Ci?i— i?)t'05m  +  (fi  — 0  cosn=^    -^. 

9    \\    9    J^V       ds)]^    Q    ds\r        ds) 
_/l       a<p\  d  sinfp 
\r       ds/ds     Q 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  erfordern  eine  Modification,  wenn 
die  developpable  Fläche  cylindrisch  ist,  wobei  von  einer  Wendecurve  der 
Fläche  nicht  mehr  die  Bede  sein  kann.     In  diesem  Falle  sind  tfi ,  /?i ,  /^ 
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constant,  in  der  Gleichung  0)  müssen  die  Factoren  von  cob  a,  cos  l^  cos  l 
einzeln  verschwinden.     Hieraus  folgt: 

cosw  ,    dib      ^     cosibsinw  ,  /l       dw\ 

Finden  diese  Gleichungen  statt,  so  folgt  umgekehrt,  dass  cosaiyCosß^^ 
cosyi  constant  sind,  die  developpable  Fläche  also  cjlindrisch  ist. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  19)  9)  constant,  setzt  9)=cf,  so  folgt 
durch  Elimination  von^: 

sind  ^---  , 

OS  Q         cosd 

Durch  diese  Gleichung  sind  die  Cnrven  einer  cylindrischen  Fläche 
eharakterisirt,  deren  Krümmungsebenen  die  Fläche  unter  dem  constanten 
Winkel  d  schneiden. 

§.3. 

Wird  die  developpable  Fläche,  welche  die  Curve  F  enthält,  in  der 
«y- Ebene  ausgebreitet,  entspricht  der  Punkt  (a?i,yj  der  transformirten 
Curve  dem  Punkte  (|,  iy,  J)  von  T,  so  geben  die  Gleichungen  2)  für  n;="-p: 

«1  =  — pcos  ii  +  rcos8idSiy  yi  = — psinei  +  fsintids^f  <i=/ — -• 
Nun  ist  nach  U)  -^z^zcos^  +r^,  folglich: 


oder: 


Jcosti  ^h  =f<^os  f,  -^  ds  =zJcossi  cosflfds+  j  -^  cos  s^di 
Jcosi^ds^ — p cos ei=s  f  (cos 8t  cos^+psinsi—^jdsi 


Die  erste  Gleichung  14)  giobt  aber  — — =— = »hierdurch geht 

die  vorstehende  Gleichung  über  in:   Ccosi^  dSt  —  p  cos i^=Ccos {i^^  —  i^)ds. 
Die  Gleichungen  2)  werden  für  »= — p: 
20)  arj  zzsjcos  («1  -"i^)ds,  yj==  Jsin  (et  —  '^)  3 x. 

dSi        diU      cosw 
Die  zweite  Gleichung  14)  giebt  -^  —  -^= ^,  also 

wo  ^p  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Setzt  man: 

^       Pcosw^ 

21)  ö=j-7^»*' 

also  fj  — ^=©+^01  so  gehen  die  Gleichungen  20)  über  in: 
x,^Jcos{ß  +  yif^ds,  y^^Jsin(ß+i^^)ds, 

Z«itschrirt  für  Malheinatik  u.  Physik.  XII,  2.  9 
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oder: 

Da  der  Winkel  ijf^  sich  nur  auf  eine  Drehung  der  Coordiuatenaxen  be- 
zieht, so  kann  man  ^0^=^^  setzen  und  erhält  so  die  einfachem  Gleichungen: 
22)  Xi^zfcosBds^  y^=fstnßds. 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  21)  geben  die  Carve,  in  welche 
r  durch  Abwickelung  der  Fläche  übergeht;  ist  die  transformirte  Curve  ge< 
geben ,  so  erhält  man  aus  21)  und  22)  eine  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  9,  also  auch  von  g>.  Ist  9  bekannt,  so  bestimmen  die  Gleichungen  18) 
den  Punkt  (|i ,  i^i ,  fi)  der  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche,  auf  deren 
Tangente  der  Punkt  (£,  17,  Q  Hegt,  wodurch  die  Fläche  bestimmt  ist. 

Soll   die   transformirte  Curve   eine  Gerade  sein,  so  ist/{  =  oo,  die 

jt 
Gleichung  16)    giebt  dann  9  =  -.     Die   Gleichung  17)    wird   hierdurch : 

{x — 5)  cosX+(}/—fi)co8(i+(z  —  f)  co5v=0,  was  die  Gleichung  derrectifici- 
renden  Ebene  der  Curve  F  ist.  Die  Curve  F  ist  in  diesem  Falle  eine 
kürzeste  Linie  der  developpabeln  Fläche. 

Ist  die  transformirte  Curve  ein  Kreisbogen  mit  dem  Halbmesser  Ar,  so 

hat  man  Ä=A:,  die  Gleichung  15)  giebt  dann  co5g>=  +  ^.      Die  Curve  F 

R 

schliesst  in  diesem  Falle  auf  der  developpabeln  Fläche  unter  allen  Curven 

von  gleicher  Länge  den  grössten  Flächenraum  ein.     Liegt  die  Curve  F  auf 

einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  Ar,  so  ist  A*=^«+  (r^)  .     Elimi- 

nirt  man  q  zwischen  dieser  Gleichung  und  cos<p=  +  ^^   so  folgt:  -=  — . 

k  r       ds 

Die  Gleichungen  18)  geben  dann : 

(li  —  J)  cosa-k-iyix  —17)  co^/J  +(?,  —  Q  C05y=0, 

(Sl  — Ö  COSX  +  {:q,  -1;)  CO*ft  +(f,— t)  C08V=:^Q, 

(Si  — S)  C05/-K12,— 1?)  cosm-Kf,— t)cosn=towflrg>.(>=^(Ar«— ^«). 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  (or,  y,  z)  statt  fi,  i^i ,  fc ,  so  leitet  man 
aus  denselben  leicht  die  folgenden  ab: 

{x—l)co8a+{y—iri)cosß+{z—Dcosy^0^ 
{x — J)cosA+(y  — 17)00*  |i4 -!-(«  — t)cosv  =  ^. 
Die  beiden  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  folgen  durch  succesive 
Differentiation  der  ersten  nach  s.     Hieraus  folgt: 

Wird  eine  Curve  F  auf  einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  k 
zur  Directrix  einer  zweiten  Kugelfläche  mit  demselben  Halbmesser 
genommen,  so  ist  die  Wendecurve  der  einhüllenden  Fläche  gleich- 
zeitig Wendecurve  der  developpabeln  Fläche,  durch  deren  Ab- 
wickelung die  Curve  F  in  einen  Kreisbogen  transformirt  wird. 
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Setzt  man  in  den  Gleichnngen  19) =  i  7.»    eliminirt  ^    und  9, 


80  folgt: 


wo  ^9  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Durch  die  vorstehende  Gleichung 
ist  die  Cnrve  einer  cylindriscben  Fläche  charakterisirt,  welche  unter  allen 
Corven  von  gleicher  Länge  den  grössten  Flächeninhalt  umscfaliesst. 

Bestimmen  die  Gleichungen  22)  die  Evolvente  eines  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  Ar,  so  ist  x,-^  +  y,  — *  =ä:  oder  x^  cosS+y^  8inß=sk. 

OS  OS 

DüFerentiirt  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  5,  so  folgt  mit  Bück- 
sicht auf  21): 

Xi  cosB+ffi  smB=^k^       ^1  sinB  —  y,  cosB=  5-^=—^» 

o  9     cos  <p 


«t  cos  B  +  yi  sin  6= 


ds 
9     d     p 


cos<p  ds  cos  q> 
oder  ar,,  y^  eliminirt  k —  ^ ?— =0.  Durch  Integration  folgt  hieraus: 

wo  g  eine  Constante  bedeutet. 

Die  Gleichung  4  iog  («i'+yj*)  =  cotd.  arctang^  der  logarithmischen  Spi- 

rale  nach  s  differentiirt  giebt  nach  22):  ^1  5m  (d —  B)  +!fi  cos(d —  6)=0. 
Durch  Differentiation  nach  s  folgt: 

— Xg  cos{d —  B)  +  yi  sin  (d—  8)=»  -  xm  d  — ^, 

f)  COSQ>                                    d        O 
a?!  sin{d — B)  +  yi  co»(d— 6)S  — -+cosdi=sind'^ ^— , 

oder  einfacher  cotd^=z ^—^  folglich,  wenn  y  eine  beliebige  Constante  ist: 

24)  — ^=y+5C0/d. 

'  cos  g> 

Da  nach  15)  H —  der  Krümmungshalbmesser   der    transformirten 

' —  cos  <p 

Curve  ist,  so  geben  die  Gleichungen  23)  und  24)  Eelationen  zwischen  dem 

Krümmungshalbmesser  und  dem  Bogen  der  transformirten  Curve.     Das 

Problem,  durch  eine  gegebene  Curve  F  eine  developpable  Fläche  so  zu 

legen,  dass  die  Curve  nach  Abwickelung  der  Fläche  in  eine  gegebene  plane 

Curve  Ft  übergehe,  kommt  darauf  hinaus,  den  Krümmungshalbmesser  der 

Corvo  Ft  durch  den  Bogen  auszudrücken. 

9^ 
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Die  Gleichungen  einer  Cycloide  sind : 
0?!  =!  A:(w  —  sin  w),  y,  c=  A:  (i  — cosw^  hieraus  folgt  -^  =2/^  «m'4  w  .  -^j 

-^=2Afml©  co5i©-^,  also  2Ä:Wfiiw^— =+ 1.     Für  den Krümmungs- 

OS  OS  CS 

halbmesser  R  findet  man  die  Gleichung: 

,1              l  dm     .                  ^.^  cos(p           \d<o                  1  '  . 

+  —.  = —    oder,  wegen  21), = —  -  :r— = -7 — : .  Aus 

2A:  sin  iio  -r—  =  +  1  folgt  —  cos  im  =     "7  ■,  wo  ^  eine  Constante  bedeutet. 
^     OS       —  4Ar 

Setzt  man  diesen  Werth  von  cosim  in  — 4ksin^mi  cosq>=Q^  so  folgt: 

Für  9=0  geben  die  Gleichungen  18)  5i=£i  ^i=i7>  ti=?»  die  Curve  F 
ist  dann  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche.  Setzt  man  in  den  vorher- 
gehenden Gleichungen  g>=0,  so  erhält  man  Bedingungsgleicbungen  zwi- 
schen dem  Krümmungshalbmesser  und  Bogen  einer  Curve,  welche  aus- 
drücken, dass  die  Curve  durch  Abwickelung  ihrer  Tangenten  fläche  in  eine 
gegebene  plane  Curve  übergeht.  Nimmt  man  z.  B.  in  24)  9=0  und  (7=0, 
so  folgt: 

Ist  der  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  im  Räume  proportional 
dem  Bogen,  so  geht  die  Cnrve  durch  Abwickelung  ihrer  Tangenten- 
fläche in  eine  logarithmische  Spirale  über. 


V. 

Theorie  des  AnorthoskopB  und  der  anorthoskopiBchen 

FigoreiL 

Von 

Dr.  Fe.  Webeb, 

Privatlehrer    in   Pforzheim. 


(Hierzu  Tafel  II,  Figur  1  bis  17.) 


Unter  den  zahlreichen  physikalischen  Apparaten,  welche  die  Andaner 
der  Gesichtsempfiodun^n  und  die  dadnrch  nothwendig  hervorgerufenen 
Tänschnngen  anf  eine  recht  einfache  Weise  demonstriren,  nimmt  das  Pia* 
te aussehe  Anorthoskop  eine  hervorvorragende  Stelle  ein.  Dasselbe  be- 
steht in  seiner  neuesten  Einrichtung  im  Wesentlichen  aus  zwei  parallelen, 
vertical  stehenden  Scheiben ,  von  denen  jede  mittelst  einer  mechanischen 
Vorrichtung  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  horizontale  Axe 
drehbar  ist.  Die  Drehungsaxeu  der  beiden  Scheiben  liegen  in  einer  und  der- 
selben horizontalen  Geraden;  die  mechanische  Vorrichtung  ist  so  beschaffen, 
dass  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben 
stets  rational  und  constant  ist  und  dass  die  Bewegungen  der  beiden  Schei- 
ben sowohl  gleichläufige,  als  auch  entgegengesetztläufige  sein  können.  Die 
beiden  Scheiben  mögen  einfach  als  vordere  und  hintere  unterschieden  wer- 
den. Die  vordere  Scheibe  ist  opak  und  besitzt  eine  Anzahl  von  gerad- 
linigen, sehr  schmalen  Spalten,  welche  von  der  Nähe  des  Mittelpunktes  aus 
in  radialer  Bichtung  bis  nahe  zum  Rande  laufen  und  so  auf  der  Scheibe 
vertheilt  sind ,  dass  die  Winkel  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
immer  gleiche  Grössenwerthe  besitzen.  Die  hintere  Scheibe  ist  transpa- 
rent; sie  empfängt  ihre  Beleuchtung  von  irgend  einer  hinter  ihr  befind- 
lichen Lichtquelle.  Diese  hintere  Scheibe  ist  nun  Träger  irgend  einer 
ebenen  Figur.  Werden  die  beiden  Scheiben  in  eine  hinreichend  schnelle 
Umdrehung  gesetzt,  so  erblickt  das  Auge,  welches  sich  in  der  Verlängerung 
der  gemeinschaftlichen  Drehüngsaxe  der  beiden  Scheiben  einige  Fuss  vom 
Instrumente  befindet  und  die  vordere  Scheibe  unaufhörlich  betrachtet,  eine 
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Fignr,  die  (mit  Ausnalime  eines  einzigen,  weiter  nnten  bemerkten  Falles) 
auch  nicht  im  mindesten  Aehnlichkeit  mit  der  auf  der  hinteren  Scheibe  be- 
findlichen Fignr  besitzt,  welche  allgemein  als  ein  Zerrbild  der  letzteren  be- 
zeichnet werden  kann. 

Die  erste  Nachricht  über  sein  Instrument  gab  Plateau  im  Jahre  1B86. 
Am  9.  Januar  1830  legte  er  dasselbe  der  Brüsseler  Akademie  vor,  begleitet 
von  folgenden  Notizen  (Poggendorff  s  AnnaL  der  Physik  und  Chemie, 
BandXXXVII,  S.  464): 

„Das  Anorthoskop  besteht  im  Wesentlichen  aus:  1)  einer  Beihe  von 
transparenten  Scheiben  mit  unförmlichen  Figuren  darauf;  2)  einer  schwar- 
zen Pappscheibe  mit  mehreren  Spalten;  3)  einer  mechanischen  Vorrich- 
tung, enthaltend  eine  grosse  Rolle  mit  doppelter  Hohlkehle ,  die  zwei  klei- 
nere von  ungleichem  Durchmesser,  auf  einer  gemeinschaftlichen  Axe  be- 
findlich, in  Umlauf  setzt.  Beim  Grebrauche  des  Instruments  steckt  man 
die  schwarze  Scheibe  auf  die  vordere  der  kleinen  Rollen  und  eine  der  trans- 
parenten Scheiben  auf  die  hintere ;  dann  beleuchtet  man  die  letztere  Scheibe 
von  der  Rückseite,  stellt  sich  einige  Fuss  vom  Instrument  entfernt,  die 
Augen  in  der  Höhe  der  kleinen  Rolle  haltend  und  ISsst  einer  zweiten  Per- 
son die  Handhabe  drehen.  Obgleich  sich  dann  die  transparente  Scheibe 
mit  einer  grossen  Geschwindigkeit  bewegt ,  scheint  sie  doch  still  zu  stehen, 
und  die  missgestaltete  Figur  ist  in  eine  vollkommen  regelmässige  umgewan- 
delt. Wenn  man  regelmässige  Figuren  erblicken  soll,  müssen  die  Figuren 
auf  der  transparenten  Scheibe  missgestaltet  gezeichnet  werden  nach  einem 
Gesetze,  welches  abhängt  von  dem  Gescbwindigkeitsverhältniss  beider 
Scheiben  und  von  der  relativen  Richtung  ihrer  Bewegungen.** 

Bei  dem  Instrumente,  welches  Plateau,  unmittelbar  nach  seiner  Er- 
findung, in  die  Hände  des  Publikums  gegeben  hatte,  verhielten  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten der  beiden  Scheiben  wie  4:1;  die  Bewegungen  der  beiden 
Scbeiben  waren  entgegengesetzt  gerichtet.  Dieses  so  eingerichtete  Instrument 
verwandelte  die  anfder  hinteren  Scheibe  befindliche  Figur  in  eine  bestimmte 
andere;  die  Grösse  der  Verzerrung  der  entstandenen  Figur  war  in  bestimm- 
ter Weise  abhängig  von  dem  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  und 
von  der  Eutgegengesetztlänfigkeit  der  beiden  Scheiben.  Es  fragte  sich 
jetzt ,  wie  ändert  sich  die  Grösse  der  Verzerrung  der  verwandelten  Figur, 
wenn  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  4  :  i  in  irgend  ein  an- 
deres übergeht  oder  wenn  die  beiden  Scbeiben  aus  der  Eutgegengesetzt- 
länfigkeit in  die  Gleicbläufigkeit  gebracht  werden?  welchen  Einfluss  auf 
die  Verwandlung  hat  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  der  Spalten- 
zahl? Die  Lösung  dieser  Fragen  veröfi'entlichte  Plateau  in  einer  kleinen 
Arbeit,  betitelt:  „Zweite  Notiz  über  eine  neue,  sonderbare  Anwendung  des 
Verweileus  der  Eindrücke  auf  der  Netzhaut*'  (Poggendorffs  AnnaL 
der  Phys.  und  Chemie,  Band  155,  S.  269).  In  dem  ersten  Theile  dieser  Ar* 
beit  behandelt  Plateau  das  Anorthoskop  mit  gleichläufigen  Scbeiben,  in 
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dem  zweiten  das  Anorthoskop  mit  entgegen gesetztläafigen  Scheiben  nnd 
löst,  von  geometrischen  Betrachtungen  aasgehend,  für  jeden  dieser  beiden 
Fälle  folgende  Fragen:  l)  In  welcher  Abhängigkeit  von  den  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Scheiben  steht  die  Grösse  der  Yerzerrnng  einer  Fignr? 
2)  Wie  viel  Spalten  dürfen  in  der  vorderen,  opaken  Scheibe  angebracht 
werden? 

Mit  der  Beantwortung  dieser  Fragen  ist  aber  die  Theorie  des  Anor- 
thoskops  nicht  erschöpft;  die  Bestimmung  der  Grösse  der  Verzerrung  als 
Function  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben  ist  nur  die 
Anbahnung  des  Weges  zur  Lösung  der  Hauptaufgabe ,  welche  hier  gestellt 
werden  muss,  nämlich  der  Aufgabe,  aus  dem  Bildungsgesetze  der  auf  der 
transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur  und  aus  den  nach  Grösse  und 
Kichtung  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben  das 
Bildungsgesetz  der  im  Anorthoskop  entstehenden  Figur  zu  bestimmen,  und 
umgekehrt,  aus  dem  Bilduugsgesetze  der  im  Anorthoskop  entstehenden 
Figur  und  aus  den  nach  Grösse  und  Richtung  gegebenen  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  beiden  Scheiben  das  Bildungsgesetz  der  auf  der  transparenten 
Scheibe  liegenden  Figur  zu  finden.  Nach  der  Lösung  dieser  beiden  Auf- 
gaben wird  es  dann  auch  noch  möglich  sein,  die  Winkelgeschwindigkeiten 
der  beiden  Scheiben  nach  Grösse  und  Richtung  aus  den  Bildungsgesetzen 
der  beiden  Figuren,  der  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  und  der 
im  Anorthoskop  daraus  entstandenen,  zu  bestimmen.  Diese  drei  Aufgaben 
sind  den  drei  Hauptproblemen  der  Katoptrik,  nämlich  den  Aufgaben,  bei 
gegebenem  Object  und  gegebener  Beschaffenheit  des  Spiegels  das  Spiegel- 
bild zu  bestimmen,  bei  gegebenem  Spiegelbild  und  gegebener  Beschaffen- 
heit des  Spiegels  das  Object  zu  bestimmen  und  bei  gegebenem  Object  und 
gegebenem  Spiegelbild  die  Beschaffenheit  des  Spiegels  zu  finden,  vollstän- 
dig analog.  Wir  wollen  deshalb  die  auf  der  transparenten  Scheibe  des 
Anorthoskops  befindliche  Figur  der  Kürze  wegen  als  Object  und  die  im 
Anorthoskop  hieraus  resultirende  Figur  als  anorthoskopisches  Bild 
jenes  Objects  bezeichnen.  Um  grössere  Allgemeinheit  zu  erzielen,  trennen 
wir  nicht,  wie  Plateau,  die  beiden  Fälle  der  Gleich-  und  Entgegengesetzt- 
läufigkeit,  sondern  suchen  die  entsprechenden  Gleichungen  aus  allgemeine- 
ren Betrachtungen  für  beide  Fälle  zu  gleicher  Zeit  abznleiten.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  einfache  phoronomische  Betrachtungen^ als  Ausgangspunkt 
der  folgenden  Abhandlung  dienen.  Dieselbe  wird  1,  die  allgemeine  Be- 
ziehung zwischen  dem  Objecto  und  dem  anorthoskopischen  Bilde ;  11.  die 
Discussion  dieser  allgemeinen  Beziehung  und  die  Bestimmung  der  Anzahl 
der  anorthoskopischen  Bilder;  III.  die  Bestimmung  der  grösstmöglichen 
Spaltenzahl;  IV.  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  anorthoskopischen  Fi- 
guren; V.  das  anorthoskopische  Bild  der  geraden  Linie;  und  VI.  das  anor- 
thoskopische  Bild  der  Kreislinie  zu  ihrem  Gegenstande  haben. 
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I. 
Allgemeine  Beziehung  switohen  dem  Objecte  nnd  dem  anorthoikopiichen 

Bilde. 

Zwei  parallele,  vertical  stehende,  concentrisch  hinter  einander  liegende 
Scheiben  mögen  sich  am  eine  durch  ihre  Mittelpunkte  gehende  horizontale 
Axe  drehen;  die  vordere  mag  zur  Zeit  i  die  Winkelgeschwindigkeit  9|,  die 
hintere  zu  derselben  Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  v,  haben.  Beide  Ge- 
schwindigkeiten sollen  in  der  Beziehung  stehen ,  dass  in  jedem  Zeitpunkte 

die  Gleichung  -^=A:'  gilt,  wo  k'  eine  constante,  rationale  Grösse  bedeutet» 

Der  Radius  OR'  der  vorderen  Scheibe  und  der  Radius  OB^^  der  hinteren 
Scheibe  mögen  sich  in  dem  Zeitpunkte  ^  =  0  in  der  Verticallage  OA^  befin- 
den, welche  als  Anfangsrichtung  gelten  soll.  (Tafel  II,  Fig.  1.)  Die  von 
dieser  Verticallage  aus  von  den  Radien  OR'  und  72''  nach  rechts  beschriebenen 
Winkel  sollen  als  positiv,  die  nach  links  beschriebenen  als  negativ  gelten. 
Bezeichnen  wir  die  von  den  Radien  OB"  und  OR''  während  der  Zeit  /  zu- 
rückgelegten Winkel  mit  n;,  und  n;„  so  können  wir  allgemein  setzen: 


'v^t  +  h^^dt  +  .. 


oder,  da—  =  Ar': 


n^i  =  Vit  +  k^dt  +  ... 

Der  Winkel  w,  welchen  die  Radien  OR'  und  OR^'  zur  Zeit  i  bilden,  oder 
welchen  der  Radius  OR''  mit  dem  unmittelbar  hinter  OR'  liegenden  Radius 
Olt'i  einschliesst,  besitzt  offenbar  folgende  Grösse: 

W  =  Wi Wf. 

Hiernach  gilt  folgende  Proportion: 

tvi  :  w  =  Wj  i  fVi  —  Wt  I 

oder,  wenn  auf  dej  rechten  Seite  dieser  Proportion  die  obigen  Worthe  fär 

w^  und  Wf  eingesetzt  werden: 

r, 
w»  :  w  =  l  :  l . 

Hieraus  ergiebt  sich : 

w  w 


tVt 


\_vr'\-k' 


Im  Fall  der  Gleichläufigkeit  der  beiden  Scheiben  gilt  also   die 
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GleichüDg:  w^  = =  t — 7?;  im  Fall  der  Entgegengesetztläufig^ 

j £1      * — ^ 

keit  aber:  w,  = =.  ,   ./. 

Nach  diesen  einfachen  Betrachtungen  kehren  wir  wieder  zn  nnserem 
Gegenstände,  dem  Anorthoskope  zurück.  Der  Zweck,  welchen  man  beim 
Gebrauche  des  Anorthoskops  beabsichtigt,  ist,  wie  schon  oben  erwähnt,  die 
Verwandlung  irgend  einer  Figur  in  eine  andere.  Die  durch  das  Anorthos- 
kop  verwandelte  Figur  ist  nichts  Anderes,  als  die  Summe  der  Eindrücke, 
welche  das  durch  die  Einschnitte  der  vorderen  Scheibe  sehende  Auge  von 
der  auf  der  hinteren,  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Figur  erhält. 
Alle  diejenigen  Punkte  dieser  letzteren  Figur,  welche  das  durch  einen  Ein- 
schnitt der  vorderen  Scheibe  hindurchsehende  Auge  in  irgend  einem  Zeit- 
momente  erhält,  lagern  sich,  auf  einer  geraden  Linie  angeordnet,  auf  der 
Retina,  so  dass  auf  der  letzteren  nach  einer  Reihe  von  Zeitmomenten,  wäh- 
rend deren  Verlauf  das  Auge  durch  den  Einschnitt  sah,  sich  ein  System 
von  Punkten  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur  vorfin- 
det, welches  auf  einer  Reihe  von  geraden  Linien  ausgebreitet  ist,  die 
lämmtlich  von  dem  Mittelpunkt  der  Drehung  auslaufen.  Diese  Linien  wer- 
den continuirlich  neben  einander  liegen,  sobald  die  Zeit  der  einmaligen 
Umdrehung  der  vorderen  Scheibe  gerade  so  gross  oder  kleiner  ist,  als  die 
Zeit,  während  welcher  der  Eindruck  auf  der  Netzhaut  noch  haftet,  nachdem 
der  Gegenstand  schon  aus  dem  Gesichtskreis  entfernt  ist. 

Alle  diejenigen  Punkte  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 
Figur  oder  des  Objects,  welche  auf  einem  und  demselben  Radius  dieser  Scheibe 
liegen,  werden  auch  in  der  resultirenden  Figur  in  einer  von  dem  Mittelpunkte 
der  vorderen  Scheibe  nach  deren  Peripherie  gezogenen  Geraden  liegen.  Die 
Lage  aber,  welche  zwei  mit  Bildpunkten  tibersähete  Radien  der  transparen- 
ten Scheibe  gegen  einander  haben,  wird  eine  andere  sein,  als  die  Lage, 
welche  die  mit  denselben  Bildpunkten  verseheneu  Radien  in  der  neuen, 
durch  das  Anorthoskop  gebildeten  Figur  besitzen.  Das  anorthoskopische 
Bild  wird  also  aus  dem  Object  im  Anorthoskop  durch  Verschiebung,  Ver- 
zerrung in  der  Richtung  der  Drehung  erzeugt;  das  anorthoskopische  Bild 
ist  nichts  Anderes,  als  die  fächerförmige  Zusammenziehung,  resp.  Ausbrei- 
tung des  Objectes.  Die  Grösse  dieserAusbreitung,  resp.  Zusammenziehung 
können  wir  nach  den  obigen  Betrachtungen  sofort  als  Function  der  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten  r,  und  t;|  und  der  Drehungsrichtung  der  beiden 
Scheiben  angeben.  Lassen  wir  nämlich  an  die  Stelle  des  Radius  OB^  der 
vorderen  Scheibe  eine  feine  Spalte  treten  und  nehmen  wir  an,  es  finden 
sich  auf  den  Radien  OB"  und  OB^'i  der  hinteren  Scheibe  eine  Reihe  von 
Bildpunkten,  so  erfahren  wir  nach  der  obigen  Gleichung,  dass  der  Win- 
kel Wi ,  welchen  diejenigen  beiden  Radien  in  der  entstehenden  Figur  ein- 
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schliessen,   welche  dieselben  Eeihen  von  Bildpnnkten   tragen,   mit  dem 
Winkel  Wj   den   die  Hadien  Olf'  und  OIf\  bilden,   in  folgender  Belation 

steht : 

w  fO 

w«  = = 77        - 

r,      1  —  k     oder: 


:ir,(l-j)  =  ir,(l-AO. 


Wir  erhalten  also  folgende  zwei  Sfttze : 

„Schliessen  zwei  mit  bestimmten  Bildpunkten  versehene  Ra- 
dien der  transparenten  Scheibe  den  Winkel  w  ein ,  so  bilden  die 
mit  denselben  Bildpunkten  behafteten  Radien  in  der  entstehenden 

Figur  den  Winkel      ^   ,." 

„Schliessen  zwei  mit  bestimmten  Bildpuhkten  versehene  Ra- 
dien in  der  entstehenden  Figur  den  Winkel  w^  ein,  so  bilden  die 
mit   denselben  Bildpunkten  besetzten  Radien  der  transpatenten 
Scheibe  den  Winkel  w,  (1  —  A:')." 
Ehe  wir  hier   weiter  gehen,    wollen  wir  eine  Bemerkung  anreihen, 
welche  für  alles  Folgende  gilt.     Gegenstand  unserer  mathematischen  Be- 
trachtung kann  nämlich  das  wirkliche  Anorthoskop  mit    seinen  Spalten 
nicht  sein.     An  die  Stelle  der  Einschnitte  der  vorderen  Scheibe  müssen 
wir  unendlich  schmale  J^inschnitte  setzen.     Jede    Spalte  mit  einer    be- 
stimmten,  endlichen   Breite   giebt  dem   entstehenden   anorthoskopischen 
Bilde    eine    ziemlich  unbestimmte   Contour    und    zwar    wächst   die  Un- 
bestimmtheit mit  der  Breite  der  Spalten. 

IL 

w 
Discuision  der  Oleichung:  ny|=    . ;  Bestimmung  der  Anzahl  der  ent- 

*  stehenden  anorthoskopischen  Bilder. 

Die  Discussion  der  genannten  Gleichung  macht  es  nothwendig,  die 
beiden  möglichen  Fälle  der  Gleich-  und  Entgegengesetztläufigkeit  der  bei- 
den Scheiben  auseinander  zu  halten  und  anzunehmen,  dass  die  vordere 
Scheibe  nur  einen  einzigen  Einschnitt  trägt.  Im  Falle  der  Entgegen- 
gesetztläufigkeit  ist: 

fO  ^1  "f"  ^2 


W,= 


«^1 


oder :  W|  (l  +  U)  =  w,  -|-  w^, 

wo  W|  derjenige  Winkel  ist,  um  welchen  sich  die  Spalte  der  vorderen 
Scheibe  während  einer  gewissen  Zeit  aus  ihrer  Anfangslage  gedreht  hat, 
w^  dagegen  den  Winkel  bedeutet,  welchen  derjenige  Radius  der  hinteren 
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Scheibe,  der  in  der  «nftnglichen  Lage  darcfa  die  Spalte  zu  sehen  war,  wXh- 
reod  derselben  Zeit  beschrieben  hat.  Ist  Wi  +  tVf  =  2n  geworden,  so  befin« 
det  sich  die  Spalte  abermals  Tor  dem  Radius  der  hinteren  Scheibe,  welcher 
in  der  Anfangslage  hinter  ihr  lag,  dann  ist  also  das  ganze  Bild  an  der  Spalte 
Torübergegangen.  Bezeichnen  wir  den  speciellen  Werth  von  w^ ,  welcher 
die  Summe  tv^-^w^  zn2it  macht,  mit  jTo,  so  wird 

iTp (l  +  A:')  ==  2 w  und  daher  w^  ==     ,   ,,» 

iTp  ist  also  in  diesem  Falle  immer  kleiner,  als  3«. 

Nehmen  wir  an,  die  anfängliche  Lage  der  Spalte  sei  diejenige  gewesen, 

in  welcher  der  erste  Punkt  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 

Figur  durch  dieselbe  sichtbar  war,  so  wird  die  ganze  Figur  an  der  Spalte 

2it 
Torfibergegangen  sein ,  sobald  sich  die  Spalte  um  den  Winkel  w^  s=  ; 

1  +  A: 

gedreht  hat.  Torausgesetzt,  dass  die  Figur  den  Winkelraum  2n  der  trans- 
parenten Scheibe  gerade  ausfüllt;  ist  dieser  Winkelraum  kleiner,  als  2n^  so 
ist  die  ganze  Figur  schon  früher  Tor  der  Spalte  Torfibergegangen.  Nach 
einer  abermaligen  Drehung  der  Spalte  um  w^  ist  wiederum  das  ganze  Bild 
an  derselben  Torübergezogen.  Und  so  fort.  Es  entstehen  also  mehrere 
Bilder,  die  sich  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  gruppiren.  Die  Anzahl 
dieser  Bilder  ist  gleich  dem  Zahlenwerthe  des  Quotienten 

n^9  Vi 

Der  Winkelraum ,  welchen  jedes  Bild  einnimmt ,  ist  kleiner ,  als  der 
Winkelraum,  welcher  Ton  dem  Objecto  auf  der  transparenten  Scheibe  um- 
fasst  wird;  die  einzelnen  entstehenden  Bilder  können  mithin  als  Zusam- 
menziehungen des  Objectes  bezeichnet  werden.    Damit  das  Auge  diese 

Bilder  deutlich  wahrnehmen  kann,  muss  der  Quotient  -^   eine   ganze  Zahl 

sein;  ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  fallen  die  bei  den  successiTon  Umdrehun- 
gen entstehenden  Bilder  nicht  auf  einander,  sondern  greifen  in  einander 

27t 

über  und  zerstören  sich  gegenseitig.     Beträgt  der  Winkel  w^  gerade  ,y 

1  -J-Af 

so  haben  je  zwei  auf  einander  folgende  Bilder  wenigstens  einen  Punkt  ge- 
meinsam ;  die  ganze  Erscheinung  bietet  dann  einen  ununterbrochenen  Zag 

um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  dar,  in  welchem,  falls  1  +  -^   ^'^^^  ganze 

Zahl  ist,  1 -h -^  Bilder  deutlich  zu  erkennen  sind;  besitzt  der  Winkel  n^^ 

aber  einen  kleineren  Werth  als  — r-r?  'ind  ist  i  -f-  —  eine  ganze  Zahl,   so 

l+k  Vi 

entstehen  l-|-  —  Bilder,  welche  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  sjmme- 
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trisch  vertheilt  sind  und  in  bestimmten  Zwischenränmen  getrennt  von  ein- 
ander liegen. 

Im  Falle  der  Oleicbläafigkeit  der  beiden  Scheiben  gilt  nach  oben 
die  Gleichung: 

tV  fO*  ——  Wa 

»,  = =-1 ? 

oder: 

Der  Factor  ( 1 -\  wird  positiv,  wenn  v^K^v^^  negativ,  wenn  v^>v^. 

a)  Es  sei  v,  ^  t^i.     In  diesem  Falle  ist 

»1  Vi 

wo  X  einen  ächten  Bruch  bezeichnet  Das  anorthoskopische  Bild  ist  also  eine 

Ausbreitungdes  Objectes  auf  der  transparenten  Scheibe,  und  zwar  wächst 

die  Grösse  der  Ausbreitung  in  eben  demMaasse,  als  JL  kleiner  wird,  d.h.yalsv^ 

und  »,  sich  der  Gleichheit  nähern.  Derjenige  Werth  von  w^y  der  zu  dem  Werthe 

"in 
Wj  —  «;j|=2  n;  gehört,  ist  Wo  =  —  =>  2  jj ;  die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  muss 

also  mehr  als  eine  Umdrehung  machen,  um  mit  demselbenBadius  der  hinteren 
Scheibe  zur  Deckung  zu  kommen.  Es  kann  hiernach  in  diesem  Falle  nur 
ein  einziges  Bild  entstehen.  Der  grösste  Winkelraum,  den  dieses  Bild  ein- 
nehmen kann,  \hi2n\  es  darf  also  der  Winkelraum  des  auf  der  transparen- 
ten Scheibe  befindlichen  Bildes  die  Grenze  2  Tipfl -]   nicht  überschrei- 


bt ( 1  -]   nie 

\        vj 


ten.  Das  einzige  Bild,  welches  in  diesem  Falle  im  Anorthoskop  resultirt, 
kann  nur  dann  deutlich  gesehen  werden,  wenn  die  aufeinander  folgenden 
Coincidenzen  der  Spalte  der  vorderen  Scheibe  mit  irgend  einem  Punkte 
der  hinteren  Scheibe  an  einem  und  demselben  Orte  geschehen.  Dann  moss 
die  Spalte  in  der  Zeit,  welche  von  einer  Coincidenz  bis  zur  nächstfolgenden 
verstreicht,  eine  oder  mehrere  ganze  Umdrehungen  machen.  Während 
dieser  Zeit  beschreibt  jeder  Radius  der  hinteren  Scheibe  den  Winkel  2^, 

die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  den  Winkel  i«?,  = =  2jf. . 

\^h  «^1  —  «'s 

Vi 

Soll  also  ein  dentliches  Bild  entstehen,  so  mnss  zwischen  v^  und  Vi  die  Be- 
dingungsgleichung stattfinden: ^ —  =  « ,  wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl  ist. 

Vi  —  t?g 

Aus  dieser  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich :  »,  = t;,.  Nachdem  sich 

die  vordere  Scheibe  einmal  herumgedreht  hat,  hat  sich  ein  Radius  der  hin- 
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teren  Scheibe  um  den  Winkel  2n(i 1)=:2«.— ,  also  gerade  um  den 

Winkel  gedreht,  welchen  die  zu  verwandelnde  Figur  einnehmen  darf.  Be- 
fand sich  also  die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  za  Anfang  der  Drehung  ge- 
rade vor  dem  ersten  Punkte  dieser  Figur,  so  wird  dieselbe  in  den  n  —  1 
folgenden  Umdrehungen  immer  vor  dem  leeren,  unbeschriebenen  Theile 
der  hinteren  Scheibe  vorübergehen.  Theilt  man  aber  die  hintere  Scheibe 
m  n  gleiche  Sectoren  und  bringt  in  jedem  Sector  dieselbe  Zeichnung  mit 
der  nämlichen  Lage  zum  Mittelpunkt  an,  so  werden  Figuren  ohne  Unter- 
brechung erzeugt,  die  sich  alle  vollständig  decken, wie  es  das  von  Plateau 
in  den  Handel  gebrachte  Anorthoskop  zeigt. 


tlK 


b)  Es  sei  v^  >  Vi.    Aus  der  Gleichung  -^ =1 ^  ergiebt  sich 


dann 


tVt  —  Ä'o  W'i 


In  diesem  Falle  ist  also  lOi  immer  negativ.  Dieser  negative  Werth  von 
V,  sagt,  dass  alle  die  Bildpunkte,  welche  auf  der  transparenten  Scheibe  in 
Bezug  auf  irgend  einen  Radius  nach  rechts  liegen«  in  der  im  Anorthoskop 
entstehenden  Figur  in  Bezug  auf  den  entsprechenden  Badins  nach  links 
liegen  und  umgekehrt.  Fände  also  in  der  Drehungsrichtnng  keine  Yer- 
serrung  statt,  so  würde  eine  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichnete 
lioke  Hand  im  Anorthoskop  als  rechte  Hand  erscheinen.  Während  wir 
bisher  die  anorthoskopischen  Figuren  immer  aus  den  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindlichen  durch  Zusammenziehung  oder  Ausdehnung  in  der 
Richtung  der  Drehung  hervorgehen  sahen,  finden  wir  hier  eine  zweite  Ent- 
stehungsart derselben,  die  Entstehung  durch  Umkehrung.  Da  die  Be- 
deutnng  des  Vorzeichens  in  der  letzten  Gleichung  jetzt  klar  ist,  halten 
vir  uns  in  dem  Folgenden  nur  an  die  Gleichung: 

W|  —  Wg 


w. 


^-1-1 


Der  Nenner—  — 1  in  dieser  Gleichung  kann  entweder  grösser,   als  die 

Einheit,  oder  kleiner,  als  die  Einheit  sein.     Hiernach  müssen  wir  unter- 
leheiden: 


flf)   ^  — l>i,d.h.  p,>2r,; 


ß)    ;p-l  =  l,d.h.^  =  2ü,; 
y)    ^-l<l,d.h.  «,<2ü,. 
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o)   In  diesem  Falle  wird: 

Die  im  ÄDorthoskop  entstehende  Figar  ist  also,  abgesehen  von  der  Um* 
kehrang  eine  Zusammenziehung  der  aaf  der  transparenten 
Scheibe  befindlichen  Figur  in  der  Richtung  der  Drehung. 
Nachdem  die  hintere  Scheibe  eine  ganze  Umdrehung  gemacht  hat,  nachdem 
also  sämmtliche  Punkte  derselben  hinter  der  Spalte  yorü bergegangen  sind, 

hat  sich  die  vordere  Scheibe  um  den  Winkel gedreht;   die   letatere 

wird  also  eine  ganze  Umdrehung  gemacht  haben,  wenn  die  erstere  ( -^  —  1  j 

Umdrehungen  vollendet  hat.     Ist  der  Quotient  -^  gleich  einer  ganzen  Zahl, 

80  Steht  die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  nach  einer  ganzen  Umdrehung 
genau  wieder  vor  derselben  Stelle  der  hinteren  Scheibe,  als  zu  Anfang 

ihrer  Drehung,  so  entstehen  also  f  -^  —  1  j  Bilder ,  welche   symmetrisch  um 

den  Mittelpunkt  der  Drehung  gruppirt  sind.     Der  Winkelraum,    welchen 

eines  der  entstandenen  Bilder  ausfüllt,  ist  der( -^  — l]    Theil  desjenigen 

Winkelraumes,  welchen  das  anf  der  hinteren  Scheibe  befindliche  Bild  ein* 
nimmt;    erffillt  das  letztere  den  ganzen  Winkelraum  2^,    so  resultiren 

I -^  —  ij  Bilder,  welche,  ohne  einen  Zwischenraum  zwischen  sich  zu  lassen, 

symmetrisch  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  lagern.  Die  hier  auftretende 
Erscheinung  ist  demnach,  die  Umgekehrtheit  des  Bildes  abgerechnet,  ganz 
ähnlich  derjenigen,  welche  wir  oben  in  dem  Falle  gefunden  haben ,  in  wel- 
chem sich  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  mit  den  Oeschwindigkei* 
ten  «1  und  r,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  bewegten;  auch  dort  fan- 
den wir  ( 1  H~  -^ )  resultirende  Bilder ,   welche  sich  symmetrisch  um  den 

Mittelpunkt  der  Drehung  legten.  Sollen  die  hier  entstehenden  Bilder,  ab* 
gesehen  von  der  Umkehrung,  mit  den  dort  entstehenden,  bei  g}eichem 
Bilde  auf  der  transparenten  Scheibe,  identisch  werden,  so  muss  offenbar 
zwischen  den  in  den  beiden  Fällen  stattfindenden  Winkelgeschwindigkei* 
ten  «ti  ^1  ^^^  ^t  ^^^  ^1  ^^^^  gewisse  Relation  gelten.  Diese  Relation 
lässt  sich  anf  folgende  Weise  bestimmen:  Drehen  sich  die  beiden  Scheiben 

mit  den  Geschwindigkeiten  v^  und  9|  nach  gleichen  Richtungen  und  ist  — — 1>  1» 

so  gilt,  sofern  man  blos  auf  den  absoluten  Werth  von  tv^  Rücksicht  nimmt, 
die  Gleichung: 
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W|  =  -- 


Drehen  sich   die  beiden  Scheiben  mit  den  Geschwindigkeiten  v\  und  v\ 
nach  entgegengesetzten  Bichtungen,  so  ist  nach  dem  Obigen: 


Liegt  onn  in  beiden  Fällen  eine  and  dieselbe  Figur  auf  der  hinteren 
Scheibe,  so  werden  die  entstehenden  Bilder  in  Bezug  auf  Ausdehnung 
gleich,  wenn 


oder  wenn 


IT, = w'j ,  d.  h.  wenn  —  — 1=1+  -A 


Die  in  beiden  Fällen  entstehenden  Bilder  werden  vollkommen  identisch, 
sobald  die  transparente  Scheibe  in  dem  Fall  der  gleichen  Drehungsrichtung 
der  beiden  Scheiben  umgekehrt  in  den  Apparat  gebracht  wird,  d.  h.  so  in 
den  Apparat  gebracht  wird,  dass  die  früher  der  Spalte  zugekehrte  Seite 
jetzt  zu  der  von  der  Spalte  abgewendeten  wird. 

Wir  haben  somit  das  Resultat  erhalten,  dass  aus  einem  und  demselben 
Bilde  auf  der  transparenten  Scheibe  bei  ganz  verschiedenen  Geschwindig- 
keitssystemen der  beiden  Scheiben  dieselben  Bilder  erbalten  werden  können. 
Diese  Geschwindigkeitssysteme  r,  und  Pi  und  p\  und  p\  stehen  in  der 

Relation:  ^=2+^. 

ß)  ——1  =  1,  oder  »t=2r,. 

In  diesem  Falle  wird  Wt== * =  —  {^i — •Pt)= — ^t 

^«1 

die  entstehende  Figur  ist  also  nichts  Anderes,  als  dieümkehrung  der 
auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur.  Befindet 
sich  auf  der  transparenten  Scheibe  eine  linke  Hand,  so  ist  die  entstehende 
Figur  eine  rechte  Hand;  sieht  ein  auf  der  transparenten  Scheibe  be- 
findliches Gesicht  von  links  nach  rechts,  so  sieht  das  im  Anorthoskop 
erzengte  Gesicht  von  rechts  nach  links.  Dieser  Unterschied  der  er- 
zeugten und  der  zu  Grunde  gelegten  Figur  wird  aber  aufgehoben ,  sobald 
die  hintere  Scheibe  eine  Figur  trägt,  welche  durch  eine  in  die  Radialrich- 
tung fallende  Gerade  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt  wird.  So  giebt 
eine  auf  der  hinteren  Scheibe  gezeichnete  Kreislinie  im  Anorthoskop  in 
diesem  Falle  genau  wieder  dieselbe  Kreislinie. 
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Auch  hier  können  wir  wieder  zu  diesem  System  der  Geschwindigkeiten 
der  gleichläu6gen  Scheiben  ein  System  von  Geschwindigkeiten  der  ent- 
gegengesetztläafigen  Scheiben  finden,  welches,  ganz  abgesehen  von  der 
Umkehrang  der  Bilder,  dieselben  Bilder  erzengt.  Nennen  wir  diese  Ge- 
schwindigkeiten bei  entgegengesetztläafigen  Scheiben  wieder  v\  nnd  v\^  so 
gilt  folgende  Relation : 

^=2+?5i,d.h.2=2+i. 

Es  mnss  also  stets  v',=0  sein,  während  &'(  jeden  beliebigen  Werth,  der  von  0 
verschieden  ist,  annehmen  kann. 

y)  -— 1  <1,  d.h.  r,<2f;j. 

Für  diesen  Fall  kommt 

Wx  —  w^ 

Vx 

oder  wenn  wir  von  dem  negativen  Zeichen  absehen  nnd  den  ächten  Bruch 
1  mit  X  bezeichnen 

Vi 


In  diesem  Falle  umfasst  also  die  im  Anorthoskop  entstehende  Figur  einen 
grösseren  Winkelraum ,  als  die  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche. 
Der  grösste  Winkelraum,  den  die  entstehende  Figur  umfassen  kann,  ist 
ün]  der  hierzu  gehörige  Winkelraum  der  auf  der  transparenten  Scheibe  be* 
findlichen  Figur  ist  27cA.     Die  Anzahl  solcher  gleich  grosser  Winkelränme 

auf  der  transparenten  Scheibe  ist  --.     Soll  das  entstehende  Bild  ein  klares, 

bestimmtes  sein,  so  mnss  der  reciproke  Werth  von  il  gleich  einer  ganzen 
Zahl  sein.     Hiernach  können  in  diesem  Falle  auf  der  transparenten  Scheibe 

r-  Figuren  angebracht  werden,  von  denen  eine  jede  den  Winkelraum  2»^ 

nmfasst  und  mit  allen  anderen  die  gleiche  Lage  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Drehung  einnimmt. 

Dasselbe  Bild  (abgesehen  von  der  Umkehrung)  wird  aber  auch  noch 
durch  ein  zweites  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  Vf  und  v\  bei  einer 
und  derselben  transparenten  Scheibe  erzeugt.  Lassen  wir  diese  Winkel* 
geschwindigkeiten  v\  und  v\  für  gleichläufige  Bewegungen  gelten  und 
setzen  wir  v\  ^  v\ ,  so  ist  nach  Seite  140,  Fall  a : 


Wi 


In  dem  obigen  Falle  ist : 


1-^ 

Vi 
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w, — w» 

tv.  =  -^ 

die  Relation,  welche  zwischen  diesen  beiden  Geschwindigkeitssystemen  be- 
stehen mnss,  ist  hiernach: 

d.h.  !!?.+!L£=2. 


in. 

Bettimmnng  der  Ansahl  der  Spalten,  welche  in  der  vorderen  Scheibe 
des  Anorthoskops  angebracht  werden  können. 

In  den  bisherigen  Entwickelangen  haben  wir  immer  die  Annahme  ge- 
macht, dass  sich  in  der  vorderen  Scheibe  des  Anorthoskops  nur  eine 
Spalte  befindet;  diese  Annahme  machten  wir  zum  Zweck  einer  einfacheren 
Bestimmung  der  Aasdehnung  und  der  Anzahl  der  anorthoskopischen  Bilder. 
Wir  lassen  jetzt  die  gemachte  Annahme  fallen  und  stellen  die  Frage:  Wie- 
viel Spalten  können  in  jedem  der  im  vorhergehenden  Abschnitt  unter- 
schiedenen Fälle  in  der  vorderen  Scheibe  angebracht  werden? 

Besitzen  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  eine  entgegen- 
gesetztlänfige  Bewegung,  so  hat  die  vordere  Scheibe,  mithin  auch  eine 

Spalte  derselben,  den  Winkel  29c  -^  beschrieben,  nachdem  die  transparente 

Scheibe  eine  volle  Umdrehung  gemacht  hat.  Befindet  sich  nach  dieser 
Drehung  der  vorderen  Scheibe  eine  zweite  Spalte  vor  derjenigen  Stelle 
de«  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Objectes,  welche  vor  der 
Drehung  durch  die  erste  Spalte  sichtbar  war,  so  liefert  diese  zweite  Spalte 
bei  der  nächsten  ganzen  Umdrehung  der  transparenten  Scheibe  ein  zweites 
Bild,  welches  sich  mit  dem  durch  die  erste  Spalte  entstandenen  vollständig 
deckt.     Nach  diesen  zwei  ganzen  Umdrehungen  der  hinteren  Scheibe  hat 

sich  die  vordere  um  den  Winkel  2. 2 TT—   gedreht.       Ist   in   der   vorderen 

Scheibe  eine  dritte  Spalte  vorhanden,  welche  mit  der  zweiten  den  y^m- 

kel29s-^  und  mit  der  ersten  den  Winkel  2.2n—  einschliesst,  so  empfängt 

das  Auge  bei  der  nächstfolgenden  ganzen  Umdrehung  der  hinteren  Scheibe 
durch  diese  dritte  Spalte  ein  Bild,  das  sich  mit  den  durch  die  erste  und 
Kveite  Spalte  erhaltenen  vollständig  deckt.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
soviele  Spalten  in  der  vorderen  Scheibe  angebracht  werden 
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können,  als  der  Quotient d.  h.  der  Quotient-^  Einheiten 

zählt.     (  -^  muss  nach  Seite  139  einer  ganzen  Zahl  gleich  sein,  j 

Bei  Gleichläufigkeit  der  beiden  Scheiben  haben  wir  oben  die 
beiden  Fälle  v^  >>  v^  und  t^,  ^  v^  unterschieden.  Auch  hier  halten  wir 
diese  Fälle  getrennt. 

1)  rt  <  v^.     Auf  Seite  140  sind  wir  in  diesem  Falle  zu  dem  Hesultate 

gekommen,  dass  — ^ —  Figuren  auf  der  transparenten  Scheibe,  durch  die 

eine  Spalte  der  vorderen  Scheibe  angesehen,  eine  Figur  erzeugen.  Soll 
dasselbe  bei  mehreren  Spalten  stattfinden,  so  muss  nach  jeder  Coincidens 
einer  Spalte  mit  dem  ersten  Punkte  einer  der  auf  der  hinteren  Scheibe 
befindlichen  Figuren  die  Coincidenz  der  nächstfolgenden  Spalte  mit  dem 
ersten  Punkte  der  nächstfolgenden  Figur  der  hinteren  Scheibe  an  einer 
und  derselben  Stelle  des  Raumes  geschehen.  Während  der  Zeit,  welche 
von  einer  solchen  Coincidenz  bis  zur  nächstfolgenden  verstreicht,  hat  sich 

die  hintere  Scheibe  um  den  Winkel  2n  -^ ^  gedreht;  die  vordere  Scheibe 

hat  während  derselben  Zeit  den  Winkel  2  yr-^ beschrieben.     Dieser 

letztere  Winkel  ist  also  derjenige  Winkel,  welchen  je  zwei  benachbarte 
Spalten  einschliessen  müssen ;  die  Anzahl  der  Spalten  ergiebt  sich  hiernach 

gleich  dem  Quotienten -. —  d.  h.  gleich   dem    Quotienten — . 

Aus  dem  Obigen  wissen  wir,  dass  die  Entstehung  eines  Bildes  in  diesem 
Falle  fordert,  dass  der  Quotient —  eine  ganze  Zahl  ist. 

2)  v^>  v,. 

Nach  Seite  130  kann  in  diesem  Falle  nur  dann  ein  wirkliches  Bild  ent- 
stehen, wenn  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben  so  gewählt 

sind,  dass  der  Quotient  -^  gleich  einer  ganzen  Zahl  wird.     Wir  wollen  an- 

nehmen,  es  befinden  sich  in  der  vorderen  Scheibe  in  gleichen  Winkel- 
abständen von  einander  n  Spalten.  Soll  bei  diesen  n  Spalten  ein  Bild 
resultiren,  so  muss  nach  jeder  ganzen  Umdrehung  der  hinteren  Scheibe 
derjenige  Punkt  auf  derselben,  welcher  in  der  Euhelage  der  beiden  Schei- 
ben durch  eine  Spalte  sichtbar  war,  immer  mit  einer  Spalte  coincidiren. 
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Während  aber  die  hintere  Scheibe  eine  ganze  Umdrehung  macht,  dreht  sich 
die  vordere  Scheibe  am  den  Winkel  2  TS -^:    die  Anzahl  der  Spalten    "wird 

also  in  diesem  Falle  durch  den  Quotienten d.   h.   durch   den    Quo- 

tienten  -^  bestimmt 


«^1 


»• 


Nach  einer  ganzen  Umdrehung  der  hinteren  Scheibe  hat  die  vordere 
nur  eine  halbe  Umdrehung  vollendet  Derjenige  Punkt  der  auf  der  trans- 
parenten Scheibe  befindlichen  Figur,  welcher  vor  dieser  ganzen  Umdrehung 
mit  der  Spalte  coincidirte,  liegt  nach  der  ganzen  Umdrehung  hinter  dem- 
jenigen Radios  der  vorderen  Scheibe,  der  sich  in  der  Verlängerung  der 
Spalte  befindet.  In  der  Richtung  dieses  Radius  kann  also  eine  zweite 
Spalte  angebracht  werden.  Hiernach  ist  in  diesem  Falle  die  grösstmög- 
liche  Zahl  der  Spalten  zwei;  diese  zwei  Spalten  müssen  sich  diametral 
gegenüber  liegen. 

Nach  Seite  144  können  in  diesem  Falle  — - —  Figuren  auf  der  trans- 

0i— ©, 

parenten  Scheibe  angebracht  werden,  vorausgesetzt,  dass  — ■ —  eine  ganze 

Zahl  ist     Infolge  der  Bedingung  ——1  <  1  kann  aber  — - —    nur    dann 

gleich  einer  ganzen  Zahl  sein,  wenn  r, — t^i  gleich  der  Einheit  ist;  hier- 
naeh  können  also  Vi  Figuren  auf  der  transparenten  Scheibe  angebracht 
werden.  In  der  Anfangslage  der  beiden  Scheiben  mag  sich  eine  Spalte 
Tor  dem  ersten  Punkte  irgend  einer  der  Vi  Figuren  befinden.  Der  Winkel, 
um  welchen  sich  die  hintere  Scheibe  drehen  mnss,  damit  der  erste  Punkt 
der  n&chstfolgenden  Figur  an   dieselbe  Stelle  des  Raumes  gelangt,  ist 

2j*(  ~  —  1  j;  während  derselben  Zeit  dreht  sich  die  vordere  Scheibe  um 
den  Winkelbetrag  2»(  —  —  l)  —  =  2»  (  * ""  M.  Je  zwei  auf  einander 
folgende  Spalten  müssen  also  den  Winkel  2n  P^ -\   einschliessen ;    die 

grösatmögliche  Anzahl  der  Spalten  beträgt  hiernach  in  diesem  Falle ^ 

d.  h.  o,,  da  die  Difierenz  r^ — e^  immer  gleich  der  Einheit  sein  muss. 

10* 
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DasErgebniss  der  obigen, nach  Platean  ausgeföhrten Untersuchungen 
mag  schliesslich  io  der  folgenden  kleinen  Tafel  zusammengestellt  werden. 


Scheiben  entgegengesetzt 
laufend 

Scheiben  in  gleicher  Rich- 
tung laufend 

1)  «'t<  «^1 

2)  ©2  >Pi 
a)^-l>l 

y)7-i<i 


Zahl  der 
entstehen- 
den Bilder. 

Zahl 

der 

Spalten. 

«^1 

1 

^% 

r,— r, 

»1 

1 

2 

1 

«'t 

Verwandlnngs weise  der  auf  der 
transparenten  Scheibe  an- 
gebrachten Figur. 


^  Zusammenziehung. 


Ausbreitung. 

Zusammenziehung  mit  Um- 
kehrung. 

Umkebrung. 

Ausbreitung   mit  Umkeh- 
rung. 


IV. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  anorfhoskopisohen  Figuren. 

Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  eine  allgemeine  Theorie  des  Anor- 
tboskops diesem  Abschnitte  vorausgeschickt,  weil  eine  vollständige  Be- 
stimmung der  Eigenschaften  der  anorthoskopischen  Figuren  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  die  Natur  und  Wirkungsweise  des  Anortboskops  nach 
allen  Seiten  hin  dargelegt  ist.  Wir  sind  daselbst  zu  dem  Resultate  gekommen, 
dass  der  Winkel  n^i,  welchen  zwei  mit  bestimmten  Punkten  des  Objects 
besetzte  Radien  der  transparenten  Scheibe  einschliessen,  und  der  Winkel  i9, 
den  die  mit  denselben  Punkten  versehenen  Radien  im  anorthoskopischen 
Bilde  begrenzen,  so  von  einander  abhängig  sind,  wie  es  die  Gleichung 

w  w 

zeigt,  wo  r,  und  v^  die  absoluten  Werthe  der  Drehungsgeschwindigkeiten, 
der  hinteren  und  vorderen  Scheibe  bedeuten ;  bei  entgegengesetztläufiger 
Bewegung  der  beiden  Scheiben  hat  das  positive,  bei  gleichläufiger  Be- 
wegung der  beiden  Scheiben  das  negative  Vorzeichen  Gültigkeit.  Es  geht 
hieraus  hervor,  dass  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  vom  Mittel- 
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punkte  der  Drehung  im  anorthoskopiscben  Bilde  genau  dieselben  sind,  wie 
die  Entfernungen  der  entsprechenden  Punkte  des  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindlichen  Objects  von  demselben  Mittelpunkte  der  Drehung* 
nur  die  Lage  der  einzelnen  Punkte  im  anorthoskopiscben  Bilde  gegen 
einander  ist  eine  andere,  als  die  gegenseitige  Lage  der  entsprechenden 
Punkte  in  dem  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Objecto.  Der 
Hauptpunkt  der  Ebene,  in  welcher  sich  das  anorthoskopische  Bild  aus- 
breitet, ist  also  der  Mittelpunkt  der  Drehung  der  beiden  Scheiben;  er 
muss,  wenn  die  anorthoskopiscben  Bilder  einer  Betrachtung  im  Sinne  der 
Analytischen  Geometrie  unterzogen  werden  sollen,  zu  einem  ausgezeich- 
neten Punkte  des  gewählten  Coordinatensjstems  gemacht  werden.  Die 
Wahl  zwischen  den  zwei  gebräachlichsten  Coordinatensystemen ,  dem 
Parallel-  und  Polarcoordinatensjstem,  kann  keine  zweifelhafte  sein;  die 
Art  der  Entstehung  der  anorthoskopiscben  Bilder  zeigt  mit  Entschiedenheit 
darauf  hin,  dass  nur  durch  die  Anwendung  des  Polarcoordinatensystems 
die  grösstmögliche  Einfachheit  und  Eleganz  in  der  Betrachtung  der  hierher 
gehörigen  Figuren  erzielt  werden  kann. 

Die  Aufgaben,  welche  hier  zu  behandeln  sind,  sind  im  Wesentlichen 
die  folgenden  drei : 

i)  Die  Geschwindigkeit  einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  ist 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  gegeben;  es  soll  aus  dem  auf 
der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Objecto,  dessen  Bildungs- 
gesetz ein  bekanntes  ist,  das  anorthoskopische  Bild  desselben  be- 
stimmt werden; 

2)  die  Geschwindigkeit  einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  ist 
ihrer  Grösse  und  Hichtung  nachgegeben;  es  soll  aus  dem  anorthos- 
kopiscben Bilde,  dessen  Bildungsgesetz  bekannt  ist,  das  dazu 
gehörige,  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche  Object  be- 
stimmt werden; 

3)  das  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche  Object  und  das 
daraus  entstandene  anorthoskopische  Bild  sind  ihren  Bildungs- 
gesetzen nach  vollständig  bekannt;  es  soll  die  Geschwindigkeit 
einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  nach  Grösse  und  Richtung 
bestimmt  werden. 

Die  Lösung  dieser  Aufgaben  ist  höchst  einfach.  Das  auf  der  trans- 
parenten Scheibe  befindliche  Object  sei  gegeben.  Die  auf  ein  Polar- 
coordinatensjstem, das  seinen  Pol  im  Mittelpunkt  der  Scheibe  hat  und  die 
durch  diesen  Mittelpunkt  gehende  Yerticale  zur  Anfangsrichtung  besitzt, 
bezogene  Gleichung  dieses  Objects  möge  sein : 

wo  F((p)  eine  ganz  beliebige  Function  von  tp  bedeutet.     Dann  ist  nach  der 
Relation : 
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^^^^^^^^^^^^^'^^^ 


oder,  wenn  wir  für  itj  ,  if;  and  für  ir,  ^  Betzen,  nach  der  Relation  : 

die  Gleichung  des  zu  diesem  Ohject  gehörigen  anorthoskopischen  Bildes, 
bezogen  auf  dasselbe  Coordinatensjstem  mit  demselben  Pole  und  derselben 
Anfangsrichtnng,  die  folgende : 

p  =  F{,<,(l +*•)}, 
WO  F  dieselbe  Function  wie  oben  bedeutet. 

Ist  umgekehrt  die  Gleichung  des  anorthoskopischen  Bildes  gegeben, 
bezogen  auf  ein  Polarcoqrdinatensjstem,  welches  seinen  Pol  im  Mittel- 
punkte der  Drehung  der  beiden  Scheiben  und  seine  Anfangsrichtung  in 
der  durch  diesen  Mittelpunkt  gehenden  Verticalen  hat,  nämlich : 

wo  jP(t^)  eine  ganz  beliebige  Function  von  if;  darstellt,  so  ist  die  Gleichung 
des  Objects  auf  der  transparenten  Scheibe  des  Anorthoskops  in  Bezug 
auf  dasselbe  Coordinatensystem  mit  demselben  Pol  und  derselben  Anfangs- 
richtung nach  der  Relation 

die  folgende: 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  höchst  einfache  Construction  des  anorthoskopischen 
Bildes  ans  seinem  .Object  und  umgekehrt  des  Objects  aus  seinem  anorthos- 
kopischen Bilde  bei  gegebenen  Bewegungen  der  Scheiben  des  Anor- 
thoskops. 

Ist  in  Tafel  II,  Fig.  2  der  Curvenzug  ABC  das  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindliche  Object,  so  wird  das  dazu  gehörige  anorthoskopische 
Bild  auf  folgende  Weise  gewonnen.  Von  dem  Mittelpunkte  der  Drehung  o 
aus  legt  man  eine  Schaar  von  concentrischen  Kreisbögen  durch  den  Curven- 
zug äBC^  welche  die  angenommene  Anfangsrichtung  ox  und  den  Curven- 
zug der  Reihe  nach  in  den  Punkten  MK,  M" K\  M'*' K"  ...  schneiden. 
Hierauf  trägt  man  von  den  Punkten  M\  M*\ . .  der  Anfangsrichtnng  ans 

auf  den  einzelnen  Kreisbögen  M' N",  M'' N"...  die  Strecken.    }  j/.^M'N', 

f^l.,^M"N'\  —4—j-M"'ir'\ ....  ab  und  verbindet  die  auf  diese  Weise 
yi:rk)  (i  +  Ar) 

auf  den  einzelnen  Kreisbögen  erhaltenen  Punkte  durch  einen  Linienzug. 

Dieser  Linienzug  stellt  dann  das  anorthoskopische  Bild   der  Curve  ABC 

gemäss  der  Relation  ^=  ^  ,    dar. 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  wird,  wie  leicht  erhellt,  aus  dem  anortbos- 
kopischen  Bilde  das  dazu  gehörige  Object  constrnirt. 

In  Tafel  H,  Fig.  3  ist  (fAD'B  dasanorthoskopische  Bild  der  Kreislinie 
CADB  für  den  Fall,  dass  (1  +  ^')=  4  ^^^  o  der  Mittelpunkt  der  Drehung 
ist;  C'äD'*B  ist  das  anorthoskopische  Bild  derselben  Kreislinie  bei  demsel- 
ben Mittelpunkte  der  Drehung  in  dem  Falle,  dass  (l  +  O  den  Werth  2 
annimmt. 

Sind  endlich 

f^^xF(n(p)  und  pr=F(g?), 
wo  n  irgend  eine  positive  oder  negative  reelle  Grösse  bedeutet,  die  auf  das 
angegebene  Polarcoordinatensystem  bezogenen  Gleichungen  des  anorthos- 
kopischen  Bildes  und  des  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Ob- 
jecta,  80  mu88  nach  unserer  Relation  sein : 


also: 


«  — 1  =  +  -^. 


Ist  (n  —  1)  positiv,  so  haben  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Bewegungen ;  fällt  dagegen  (n  —  I)  negativ  ans, 
so  drehen  sich  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  nach  gleichen  Rich- 
tungen. Der  absolute  Werth  von  (n  t-  1)  giebt  das  Verhältniss  der  Grösse 
der  Drehungsgeschwindigkeit  der  hinteren  Scheibe  zu  der  Grösse  der 
Drehungsgeschwindigkeit  der  vorderen  Scheibe  an.  Ergiebt  sich  z.  B. 
{n  —  l)r=:5,  so  verhält  sich  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  hinteren 
Scheibe  zu  der  der  vorderen  wie  5:1;  findet  sich  (;t  —  1)=  4>  ^^  dreht 
sich  die  vordere  Scheibe  doppelt  so  schnell,  als  die  hintere. 

In  den  beiden  ersten  Aufgaben ,  deren  specielle  Durchführung  an  ein- 
zelnen Beispielen  uns  in  dem  Folgenden  beschäftigen  wird,  spielt  der  Fac- 

tor(l  +  —  j  oder  (1  +  Ar')  eine  ganz  ausgezeichnete  Rolle;   er  ist  für  die 

Gestalt  des  anorthoskopischen  Bildes  massgebend  und  ist  dasjenige  Mo- 
ment in  der  Bildungsweise  desselben ,  aus  dem  alle  seine  Eigenthümlich- 
keiten  hervorgehen.  Es  wird  daher  wohl  gestattet  sein,  diesem  ausgezeich- 
neten Factor  einen  besonderen  Namen  und  ein  besonderes  Zeichen  beizu- 
legen, ihn  als  Modul  der  Verwandlung  zu  bezeichnen  und  durch  den 
Buchstaben  k  darzustellen.  Die  einzelnen  Zahlenwerthe,  welche  k  anneh- 
men kann,  erstrecken  sich  von  —  oo  bis  -|-  oo. 

Wenn  die  Polargleichung  des  auf  der  transparenten  Scheibe  befind- 
lichen Objects  in  Bezog  auf  ein  Polarcoordinatensystem,  dessen  Pol  im 
Drehungsmittelpunkte  der  beiden  Scheiben  liegt  und  eine  bestimmte  An- 
fangsrichtung hat, 
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und  die  auf  dasselbe  PolarcoordiDatensystem  bezogene  Gleichung  des  anor- 
thoskopischen Bildes 

ist,  so  ist  in  der  ersteren  Figur 

dg      dF((p) 
dq>  dtp     ' 

in  der  letzteren  aber  *. 

dg  ^dFjkify^j^  dFjtp) 
di\>  di\f  'dg)    * 


Weiter  ist: 


und  allgemein : 


dl/;*  *     dqp' 

dii^         '     dq? 


dl/;"  '      d<p*    * 


Die  Grösse  der  Fläche,  welche  auf  der  transparenten  Scheibe  von 
der  Anfangsrichtnng  der  Polarcoordinaten ,  dem  zu  dem  Argument  g>  gehö- 
rigen Radius  vector  Q  und  dem  zwischen  beiden  liegenden  Gurvenstück  ein- 
geschlossen wird,  ist: 

u 
die  Grösse  der  Fläche  im  anorthoskopischen  Bilde,  welche  von  der  An- 
fangsrichtung der  Polarcoordinaten ,  dem  zu  dem  Argument  '^,  wo  '^=  ^  , 

gehörigen  Radius  vector  g  und  dem  zwischen  diesen  beiden  Geraden  lie- 
genden Gurvenstück  eingeschlossen  wird,  beträgt: 

Es  gilt  hiernach  folgender  interessante  Satz : 

„Die  Fläche,  welche  das  auf  der  transparenten  Scheibe  be- 
findliche Object  einschliesst,  verhält  sich  zu  der  Fläche,  welche 
das  anorthoskopische  Bild  umfasst,  wie  die  Grösse  des  Verwand- 
lungsmoduls k  zu  der  Einheit." 
Ist  A:  kleiner,  als  die  Einheit,  so  ist  die  Fläche  des  anorthoskopischen 
Bildes  grösser,  als  die  Fläche  desObjectes  auf  der  transparenten  Scheibe ; 
ist  k  grösser,  als  die  Einheit,  so  gilt  das  Umgekehrte;  besitzt  k  einen 
negativen  Werth,   so  ist  das  anorthoskopische  Bild  durch  Zusammen- 
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^.^|>^^^i^.^v^.*s<^^>^^^> 


ziehang,   resp.  Ausbreitang  mit  Umkehrung   ans  dem  Objecto  hervor* 
gegangen. 

Die  Länge  8  der  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Carve 
^  =3  jP  (fp)  innerhalb  der  Argnmentwerthe  g>  =  0  nnd  ^  =  9^  ist 


.=//[.(,)]■+ r-t^p. 


und  die  Länge  s'  des  im  Anorthoskope  ans  diesem  Correnstück  hervor- 
gehenden Curvenstücks  beträgt: 

Hiernach  gilt  zwischen  den  correspondirenden  Längen  die  Relation: 

■■■■■=/ /MWWh- 

V. 
Das  anorfhpskopische  Bild  der  geraden  Linie. 

Es  sei  der  Mittelpunkt  0  der  hinteren  Scheibe  des  Anorthoskops  Pol 
des  Coordinatensjstems ;  als  Anfangsrichtung  der  Coordinaten  mag  der- 
jenige Radias  der  Scheibe  genommen  werden,  welcher  auf  der  geraden 
Linie  RB^  (siehe  Figur  4)  senkrecht  steht.  Die  Polargleichung  dieser  Ge- 
raden ist  dann: 

9       cos<p ' 
wo  g^  den  Abstand  0  B  darstellt     Die  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
zogene Gleichung  des  anorthoskopischen  Bildes  dieser  geraden  Linie  R  I( 

ist  dann  nach  der  Relation  ^=  —^  die  folgende: 

Po 
^      cosfctjß* 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Curve  wird  durch  die  Anfangs- 
richtung in  zwei  congruente  Theile  zerlegt.  Da  sich  der  absolute  Werth 
des  Nenners  coskt^t  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  bewegt,  wird  der  Ra- 
dius vector  g  zwischen  den  Grenzwerthen  q^  und  00  variiren.    Wir  werden 
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die  Gestalt  der  durch  g  = ? —  ausgedrückten  Curve  am  besten   über- 

^        cosk^        ° 

sehen  können,   wenn  wir  die  Frage  beantworten,   für  wieviel  Werthe  der 

Yariabeln  i^  der  Radius  vector  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 

oder  wie  gross  die  Anzahl  der  Asymptoten  ist,  welche  an  die  Curve  gelegt 

werden  können. 

Es  sei  zunächst  k  eine  ganze  Zahl.     Die  Werthe  der  Yariabeln  ^, 

für  welche  der  Radius  vector   einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 

sind: 

Die  Anzahl  der  Richtungen ,  nach  denen  ein  Unendlichwerden  des  Radius 
vectors  eintritt,  ist  gleich  der  Anzahl  derjenigen  Glieder  dieser  Reihe, 
welche  zwischen  dem  ersten  und  demjenigen  Gliede  liegen,  dessen  Stelleu- 
zahl m  sich  aus  der  folgenden  Gleichung  ergiebt : 

Hieraus  folgt  ms=3  2Ar+l;  da  zwischen  dem  ersten  und  dem  m^*"  Gliede 
m  —  1  Glieder  liegen,  muss  die  Anzahl  der  Richtungen,  nach  denen  der 
Radius  vector  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt,  gleich  1k  sein. 

Nach  der  Gleichung  0= — ^^  muss  aber  der  Radius  vector  sowohl  in  der 
^^     cosk'tlß 

durch  ^  =  (2«  —  0  r?:»  ^^^  *^®^  ^^  ^^^  durch  ^=:(2n  —  l)  — +  ^  be- 

ZK  mtK 

stimmten  Richtung  unendlich  gross  werden;  es  fallen  demnach  je  zwei  von 
den  2k  Richtungen  einander  diametral  gegenüber.  Die  Zahl  der  Asymp- 
toten beträgt  also  in  dem  Falle,  dass  k  eine  ganze  Zahl  ist,  Ar. 

Ist  der  Yerwandlungsmodnl  A:  keiner  ganzen  Zahl  gleich,  so  unter- 
scheiden wir: 

1)  A:  =  — ,  wo  n  eine  gerade  Zahl,  m  eine  ungerade  Zahl; 

tn 

2)  Ar  =;  — ,  wo  n  eine  ungerade  Zahl,  m  eine  gerade  Zahl ; 

8)         Ar  =  — ,  wo  n  sowohl,  als  m  eine  ungerade  Zahl. 
tn 

1)  Die  Werthe  der  Yariabeln  ^ ,  für  welche  der  Radius  vector  unend* 

lieh  gross  wird,  sind  der  Reihe  nach 

n   2  n  2  ^  n   2       ^  ^         ^^  n   2 

Für  il  =  n  wird  das  (n  -|-  1)*®  Glied  dieser  Reihe  gleich  hitt  -| —  -  ,   das 

(«  +  2)**^  Glied  gleich  m 75  +  3  —  ^    u.  s.  w.     Die    (w  +  1)*«  Richtung,   iu 
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welcher  der  Radios  vector  nnendlicb  gross  wird,  liegt  also  der  ersten  diame- 
tral gegenüber ,  die  (n  +  2)**  der  zweiten  u.  s.  w.  Die  Anzahl  der  Rieh* 
tangen,  nach  denen  der  Radius  vector  anendlich  gross  wird,  beträgt  in  die- 
sem Falle  also  2 it ,  die  Anzahl  der  Asymptoten  aber  n. 

2)  Der  Radius  vector  wird  unendlich  gross,  wenn 

*  =  — -r,    3--,...  (2;i  —  1)--,    [aa+D  — 1]--... 
n  2         n2'  '  n   2      ^  -^  n  2 

Wird  i  =  n ,  so  wird  das  (n  +  !)*•  Olied  dieser  Reihe  gleich  m  js  H —  — ,  das 

(n+2)**  gleich  mw  +  S u.  s.  w.;  in  diesem  Falle  fällt  also  die  {»+ 1)** 

Richtung,  nach  welcher  der  Radius  vector  unendlich  gross  wird,  wieder  mit 
der  ersten  zusammen ,  die  {n  +  2)^  mit  der  zweiten  u.  s.  w.  Der  Radius 
vector  wird  in  diesem  Falle  nur  nach  n  Richtungen  hin  unendlich  gross. 

3)  Die  Werthe  von  if; ,  für  welche  der  Radius  vector  unendlich  gross 
wird,  sind: 

n2'         n  2  ^  ^n2*-^  ^        ^  n2 

Setzen  wir  X^2n^  so  nimmt  das  (2it  +  1)^  Glied  dieser  Reihe  den  Werth 

2m3j+ —  ^,  das  (2w  + 2)*«  Glied  den  Werth  2m75+ 3 --,...  an.    Die 
n  2 '         ^  '  n  2 

Anzahl  der  Richtungen,  nach  denen  der  Radius  vector  unendlich  gross 
wird,  beträgt  in  diesem  Falle  2n,  von  denen  je  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzt liegen. 

Die  Untersuchung  über  die  Gestalt  der  Curve  wollen  wir  mit  der  Ant- 
wort auf  die  Frage  nach  der  Convexität  oder  Concavität  der  Curve  gegen 
den  Pol  des  Coordinatensjstems  beschliessen.  Bekanntlich  ist  die  Curve 
^  =  /* [tv)  gegen  den  Pol  c o  n  c  a  v  oder  c  o  n  v e  x,  je  nachdem 

dasselbe  Zeichen  haben  oder  nicht.     In  unserem  Falle  ist  f(w)  =  —^, — 

^TTT J-T^= — ^(1  — ^)i  öfi  gebt  hieraus  her- 

f{Tv)  dnr         cosk^^  "^'        ^ 

vor,   dass,   wenn  der  Verwandlungsmodul  Ar<l,   die  Curve  continuirlich 

concav,  w^nn  der  Verwandlungsmodul  A:>1,  die  Curve  continuirlich 

convex  gegen  den  Pol  der  Coordinaten  ist.     Die  Figuren  5  und  6  mögen 

als  Bilder  für  die  beiden  Fälle  dienen;  in  Fig.  5  ist  A:  =  2,  in  Fig.  6  ^  =  ^. 

Die  Fläche,  welche  von  der  Anfangsrichtung  des  Coordinatensystems, 

dem  zu  dem  Argument  ^  gehörigen  Radius  vector  und  dem  zwischen  beiden 

liegenden  Curvcnstück  umschlossen  wird,  ist: 
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Die  auf  der  transpareoten  Scheibe  des  Anorthoskops  liegende,  der  Fläche  F 
entsprechende  Fläche  F'  beträgt: 

Hiernach  besteht,  wie  wir  schon  oben  allgemein  gefunden  haben,  die  Rela- 
tion: 

Di(^  Länge  des  Curvenstücks,  welches  zwischen  den  Radien  ^g  und  ^ 
liegt,  beträgt : 

Zum  Zweck  der  Integration  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  A:>  1  und 
k<:i. 

1)    k>i. 

Setzen  wir  A:^  =  —  —  9,  so  wird 


3 


k^  «in*9 

2 


stn^gf 
DaÄr>l,  so  ist  1  —  p  immer  <1;  unter  Anwendung  von  Legendre's 

Bezeichnung  können  wir  an  die  Stelle  der  letzten  Gleichung  die  folgende 

setzen : 

n 
2 


*=«./Ä''''  '^^y^-l' 


Die  Form  dieser  Gleichung  sagt  uns,  dass  s  der  von  dem  Scheitel  an 
gerechnete  Bogen  einer  Hyperbel  ist,  deren  grosse  Ilalbaxe  a  den 
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Werth  pg  X/  1  —  Tj  und  deren  kleine  Halbaxe  b  den  Werth  Qq  .  —  besitzt. 

Der  Gri>8sen  werth  dieses  Bogens  findet  sich,  nach  der  Legendr  ersehen 
Bezeichnnngsweise  ansgedrückt,  durch  die  weitere  Entwickelang  der  letz- 
ten Gleichung  als  der  folgende: 

Das  dem  Curvenstück  s  entsprechende  Stück  der  geraden  Linie  auf  der 
transparenten  Scheibe,  deren  Gleichung  y=    ^^    ,  hat  folgende  Länge 


9i  =  QoHf9' 

sr  obieren  Substitution  ifrto  =. 


Nach  der  bekannten  Relation  ^=  x  und  der  obigen  Substitution  ^^=: ^ 

rC  2 


wird  hieraus : 

Es  findet  demnach  zwischen  den  zwei  entsprechenden  Längen  s  und  s^  fol- 
gende Beziehung  statt: 

^colg  (p  ^ip—j^F{g>)  +  j^  F^  +  E  {q>)  ^  E^  :  coig  <p. 

Aus  diesem  Verhalten  der  beiden  Längen  s  und  5,  kann  folgende  einfache 
geometrische  Darstellungsweise  derselben  gewonnen  werden.    Es  sei  ACB 

ein  Zweig  der  Hyperbel,  deren  grosse  Halbaxe  £(  =  (»o  j/  1  —  p  und  deren 
kleine   Halbaxe  6=:^o.  -,   deren   numerische   Excentricität  also   gleich 

n 

ist.    (Siehe  Fig.  7.)     0  sei  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel.     Die 


Entfernung  des  Mittelpunktes  von  dem  Brennpunkte  E  beträgt 

J/qo*  (l  —  j^)  +  ^0*  j^  =  ^0- 
Die  Gerade  OF  mag  auf  der  Geraden  02?  senkrecht  stehen  und  mit  der  grossen 

Halbaxe  Qoy^''^ji  ^'^  Radius  mag  um  den  Mittelpunkt  0  ein  Kreis  be- 
schrieben werden.  Zieht  man  die  Gerade  ON,  welche  mit  der  Geraden 
oy  den  Winkel  q)  einschliesst,  fällt  man  vom  Durchscbnittspunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Kreisperipherie  ein  Perpendikel  auf  0£^  und  legt  von  dem 
Fusspunkte  P  dieses  Perpendikels  ans  eine  Tangente  PQ  an  den  Hyperbel- 
ast BCj  so  erhält  man  einen  Hyperbelbogen  AC  von  der  Länge 
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*  =  Qo\colg  y  ^y  _  ^  F(9)  +  j^  ^'  +  ^  (9)  -  J?^j. 

Errichtet  man  jetzt  iu  dem  Brennpunkte  E  der  Hyperbel  ein  Perpendikel 
zur  Geraden  OE  und  verlängert  dasselbe  bis  zum  Durchscbnittspunkte /*, 

so  besitzt  die  Gerade  EF  die  Länge  Qo  .igl-  —  9)  =  Qo  ^^^9  9   «nd  stellt 

demnach  die  Länge  ^1  dar. 

In  diesem  Falle  wird 
9 


kj  cos*q>  ^        kj  C08*q>  * 


0 
9 

^    d(p  modj/r^, 


At/  cos*<p 
wenn  ktf>  =  9  gesetzt  wird. 
Da 

cos*(p       eog*q>^ip       co8*<p  Jq)  '^q>' 

80  folgt: 

Die  Entwickelung  des  Integrales  /  — ,  giebt  endlich : 

i=^\tgq>J(p+F((p)—E{(p)\.tnod(yi  —  k'). 

Die  s  entsprechende  Länge  s'  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 
Geraden  hat  den  Werth: 

s'=^Qo*99] 
es  findet  hiemach  zwischen  beiden  Längen  folgende  Beziehung  statt: 

s  :  8=^\ig9^9  +  ^(9)  —  ^{9)\  -  W 9- 
Nachdem  wir  einige  der  geometrischen  Eigenschaften  der  Curve 
Q=  —  k —  ^^^S^^^S^  haben,  wollen  wir  noch  eine  merkwürdige  mecha- 
nische Eigenschaft  derselben  erwähnen;  die  Curve  ^=  — -—    ist   näm- 

cos  rC^ 
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lieh  eine  derjenigen  Bahnen,  welche  von  einem  Körper  durchlaufen  wer- 
den, der  von  einem  ruhenden  Centralkörper  angezogen  wird  nach  dem 
directen  Yerhältniss  der  Massen  und  nach  der  umgekehrten 
dritten  Potenzder  Entfernung. 

Wird  ein  sich  bewegender  Körper  von  einem  ruhenden  Centralkörper 
mit  der  Kraft  F{q)  angezogen,  wo  F(q)  irgend  eine  Function  von  q  bedeu- 
tet, so  ist  die  Gleichung  der  von  dem  angezogenen  Körper  beschriebenen 
Bahn  durch  Polarcoordinaten,  welche  ihren  Pol  in  dem  Centralkörper  haben, 

ausgedrückt,  die  folgende: 
9 

^0     ^^_c*+^»<l>(^,)-5 


wo  f?  die  constante  Flächengeschwindigkeit  ^*  -^ ,  ^^  der  specielle  Werth 


t^'-^^^i^dei 

des  Radius  q  ist,  welchen  derselbe  in  dem  Momente  besitzt,  in  welchem  die 
Carvengeschwindigkeit  «  den  Werth  ^<Z>  (^o)  annimmt  und  wo  endlich  die 
Richtung  q^  als  Anfangsrichtung  der  Coordinaten  gilt.     Setzen  wir  den 

speciellen  Fall  -^  (^)  =  -j  i  ^^  erhalten  wir  als  Polargleichung  der  Bahn, 

welche  der  angezogene  Körper  um  den  Centralkörper  beschreibt,  die  fol- 
gende Gleichung: 

oder: 

9>=  /  /  '^  =r^9- 

Die  fünf  verschiedenen  Fälle,  welche  hier  unterschieden  werden  können, 
sind:m  — c*  =  0;  O  {q^)  — ^  =0j  m  —  c*>0,  0{qo)  -—t>0]m-c^>0, 


<p(n) i<0;  m  — c*<0,  <P(^o) 1>^'   Im  letzteren  Falle  wird: 

9o  ^« 


.=/ 


oder: 


fc* 


9 
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Nehmen  wir  an,  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Curvengeschwindig- 
keit  j/^^iöÖJ  mit  der  Anfangsrichtung  bildet,  ist  gleich  einem  rechten,  so  er- 
halten wir: 

j/c*—  m  /•  dg  .  Qq 

also: 


Q  = ^  =  — —, — ,    wenn  '^ r =5Ar  gesetzt  wird. 

— :j— -V 


VI. 
Das  anorthoskopisohe  Bild  der  Kreislinie. 

Auf  der  transparenten  Scheibe  des  Anorthoskops  mag  sich  in  einer 
beliebigen  Lage  zum  Drehungsmittelpunkt  der  Scheibe  eine  Kreislinie  fin- 
den. Nennen  wir  (Fig.  8)  die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes  von  dem 
Drehungsmittelpunkte  6,  setzen  wir  den  Kadius  der  Kreislinie  gleich  r  und 
nehmen  wir  den  Drehungsmittelpunkt  zum  Pol  der  Coordinaten  und  die  den 
Drehungsmittelpunkt  mit  dem  Kreismittelpunkt  verbindende  Gerade  als 
Anfangsrichtung,  so  ist  die  Gleichung  der  Kreislinie  die  folgende: 

q  =  hcosq>+^  "/r^ — b*  sin*qi. 
Das  anorthoskopische  Bild  dieser  Kreislinie  hat  dann  nach  der  Relation 

^=^  folgende,  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogene  Gleichung: 


Q^zbcoskilß+  j/r^  —  6*  sin  ^k^. 
Die  Gestalt  dieser  Curve  wird  wesentlich  bedingt  durch  die  Grösse  des 
Parameters  6;  wir  wollen  deswegen  auch  bei  der  Discussion  der  letzten 
Gleichung  folgende  Hanptfälle  unterscheiden : 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  ausserhalb  der  Kreislinie, 

2)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  auf  der  Kreislinie, 

6  =  r; 

3)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  innerhalb  der  Kreislinie, 

4)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  fällt  mit  dem  Kreismittelpunkte  zu- 
sammen, 

6=0. 
1)  In  diesem  Falle  sagt  die  obige  Gleichung,  dass  das  anorthoskopische 

jirc  sin  — 

Bild  der  Kreislinie   sich   nur  in  dem  Wiukelraumo  t[;  = ; — b   und 

k 
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^^i^^s^s^^^>^<^^<^>^v^^>*^^>i*s^^»>^>^>^<^^>^*^»«i^>^>i»»  ^^^^^^i^^<^v^/vw^/wv^^^^^^^^. 


^=H T — ^  befindet,  dass  dasselbe  von  der  Anfangsrichtang  in  zwei 

congruente  Tbeile  zerlegt  wird  und  dass  jedem  Werth  der  Variabein  t^, 

mit  Ansnabme  des  änssersten  Werthes  ip  =  H ; — 6,   zwei  Werthe  des 

Radios  vector  zugehören.  Das  anorthoskopiscbe  Bild  der  Kreislinie  ist 
also  in  diesem  Falle  eine  einfache  geschlossene  Cnrve,  die  sich  in  ihrem 
Laufe  bei  sehr  kleinem  k  bedeutend,  bei  sehr  grossem  k  nur  sehr  wenig 
von  der  Anfangsricbtung  entfernt.  Die  Figuren  0  und  10  stellen  die  Curve 
bei  gegebenem  Parameter  6=0 ö  und  gegebenem  Radius  rs=0P  dar;  in 
Fig.  9  ist  der  Verwandlungsmodul  Ar==  j  und  in  Fig.  10  Ar=2  gesetzt. 

2)  Nimmt  der  Parameter  b  den  speciellen  Werth  r  an,  so  geht  die 
obige  Gleichung  in  die  folgende  über : 

^=2r  coskiff. 
Während  die  Variable  ijf  von  0  an  stetig  wächst,  nimmt  der  Radius  vector 
nach  dieser  Gleichung  periodisch  abwechselnd  die  Werthe  von  2r  bis  0  an; 
der  durch  diese  GleichuDg  ausgedrückte  Curvenzugbestehthiernach  aus  einer 
Anzahl  von  geschlossenen  Curvenstücken,  die  sämmtlich  in  dem  Pole  des  Co- 
ordinatensystems  zusammenhängen  und  sämmtlich  congrucnt  sind.  Der  ganze 
Curvenzug  trägt  ein  blattartiges  oder  sternförmiges  Aussehen. 
Jeder  Tbeil  dieses  blattartigen  Gebildes   oder  jedes  Blatt,    wie   wir  der 

Kürze  halber  sagen  wollen,  umfasst  den  Winkeiraum  r- ;  die  Anzahl  der 

Blätter  hängt  in  jedem  einzelnen  Falle  von  dem  jedesmaligen  Werthe  des 
Verwandlungsmoduls  k  ab ;  zur  Bestimmung  derselben  unterscheiden  wir 
die  beiden  Fälle: 

a)  k  ist  eine  ganze  Zahl; 

b)  k  ist  eine  gebrochene  Zahl  von  der  Form  — ,   wo  m  und  n  be- 
liebige ganze  Zahlen  bedeuten. 

a)  Es  wird 

Q=+2r,  wennif;=0, -,  y,  y.  •.,X^... 

Für  l=k  nimmt  ^s=l~  den  Werth  ^=»  an;  es   ist  dann   kilf  =  kn. 

Hieraus  folgt  f^r  ^  der  Werth  +2r,  wenn  k  eine  gerade  Zahl  und  der 
Werth  —  2r,  wenn  Ar  eine  ungerade  Zahl  ist;  im  ersten  Falle  liegen  in 
dem  Winkelraume  von  tf;=0  bis  tf;=i;s  ArBlätter,  im  ganzen  Winkel- 
raume  von  ilf=0  bis  ^=2n  also  2A:  Blätter;  im  letzteren  Falle  befinden 
sich  dagegen  in  dem  ganzen  Winkelraume  nur  k  Blätter,  da  für 
^  =  «  der  Radius  vector  in  die  Anfangslage  zurückfällt.  Das  er* 
haltene   Resultat  ist  also:   Ist  k  eine   gerade  Zahl,  so  hat  die  Curvo 

ZciUchrin  f.  Mathtmalik  a.  Physik.  XII,  %  11 


162  Theorie  des  Anorthoskops  und  der  anorthoskopischen  Figuren. 

2k  Blätter;   ist  k  eine  ungerade  Zahl,  so  besitzt  die  Cnrye  A:  Blätter. 
In  Fig.  11  ist  Af=8. 
b)  Es  wird 

o=T2r,  wenn  10=0.    — »,    2  — ;c...  A.  — Ji.., 
^      —  mm  m 

YiiT  X=m  nimmt  ilf=k  —  it  den  Werth  nw,  also  Artf;  den  Werth  mn  an; 
m 

zu  dem  Werthe  der  Yariabeln  ^=nn  gebort  also  in  diesem  Falle  der 
Werth  des  Kadias  yector  Q=  +  2ry  je  nachdem  die  Zahl  m  gerade  oder 
ungerade  ist.  Sind  beide  Zahlen  m  und  n  gerade,  so  fällt  nach  dem 
Wachsen  der  Yariabeln  iff  von  0  bis  nn  der  Radius  vector  wieder  mit 
seinem  anfänglichen  Werth  zusammen ;  die  Cur  ve  besteht  dann  aus  m  Blättern, 
Stellen  m  und  n  ungerade  Zahlen  dar,  so  fällt  ebenfalls  der  Radius  vector 
nach  dem  Wachsen  der  Yariabeln  ^  von  0  bis  nn  wieder  mit  seinem  An- 
fangswerth  zusammen;  der  Curvenzng  besitzt  dann  ebenfalls  m  Blätter. 
Ist  n  eine  gerade,  m  eine  ungerade  Zahl,  so  fhllt  der  Radius  vector  fttr  den 
Werth  der  Yariabeln  ^=n7c  in  die  «einer  Anfangslage  entgegengesetzte 
Richtung  und  erst  bei  einer  weiteren  Zunahme  der  Yariabeln  um  nn  wieder 
in  seine  ursprüngliche  Richtung;  während  der  Zunahme  ^=0  bis  ^=nn 
beschreibt  der  Radius  vector  m  Blätter,  während  der  Zunahme  ^=0  bis  ^ 
=2nn  also  2m  Blätter.  Wenn  endlich  n  eine  ungerade,  m  eine  gerade 
Zahl  ist,  so  beschreibt  der  Radius  vector  innerhalb  der  Werthe  der 
Yariabeln  ^=0  bis  5(/=itn  m  Blätter;  da  nach  einem  weiteren  Wachsen 
der  Yariabeln  ^  nm  nn  wiederum  m Blätter  vom  Radius  vector  gebildet 
werden  und  dieser  für  ^=2nn  wieder  mit  seiner  Anfangslage  zusammen- 
fällt, so  besteht  die  Curve  auch  in  diesem  Falle  aus  2  m  Blättern.  Es  er- 
giebt  sich  hiernach  folgendes  Resultat:  Sind  m  und  n  gleichartige 
Zahlen,  so  besitzt  die  Curve  m  Blätter;  sind  aber  m  und  n  ungleich- 
artige Zahlen,  so  besteht  die  Curve  aus  2m  Blättern.  In  Fig.  12  ist/r=^. 
Die  genannte  Curve  gehört,  wie  Durige  in  dem  Aufsatze:  „Ueber 
eine  besondere  Art  der  cyklischen  Curven''  dieser  Zeitschrift,  Jahrg.  0,  Heft  3 
nachgewiesen  hat,  zu  den  cyklischen  Curven.  Wird  der  Mittelpunkt  des 
festen  Kreises  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  genommen,  die  Yer- 
bindungslinie  der  beiden  Kreismittelpunkte  0  und  o  in  derjenigen  Lage 
als  positive  x-Axe  betrachtet,  in  welcher  der  beschreibende  Punkt  in  die- 
selbe und  zwar  von  0  ans  in  die  Richtung  Oo  fällt,  wird  der  Radius  des 
festen  Kreises  J?«,  der  des  beweglichen  r^  und  die  Entfernung  des  be- 
schreibenden Punktes  von  o  r  genannt,  so  sind  die  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  ausgedrückten  Gleichungen  der  Epi-,  Hypo-  und  Peri- 
cykloide  der  Reihe  nach  die  folgenden: 


Von  Dr,  Fb.  Weber.  163 

r  —  Ä 

ar = (r^ —  Ä^)  coS(p+/  cos  — g), 

y  =  (r^ — Äp)  wi 9  +  r  «m  ^'*"    ^y, 

wo  tp  den  von  der  Centrallinie  Oo  und  der  positiven  x^Axe  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet.  Wird  in  diesen  Gleichungen  /  der  Reihe  nach  gleich 
C^o  +  't)»  (Äf  -^  r^,  (r.— Äp)  angenommen^  so  gehen  sie  in  die  folgenden 
über: 

x^2  (Äo+'-o)  cos^'^''^^'fp.cos^<p, 

«=2(Ä.-r.)  c«,^^J!^y.«„Ay, 
jf  =t  (Ä,— r,)  *tii  *'»""  *  9» .  CM -^ 9», 
«  =  «('•#— -Ro)  cos     \      ^y.coy-f^y, 

Dnrch  Einftihrnng  yon  Polarcoordinaten  q  nnd  ^,  wo  Q*=ia^  +  ^  nnd  '^  den 
Winkel  bedentet,  welchen  q  mit  der  positiven  ^-Axe'  bildet,  entstehen 
folgende  Gleichungen: 

?=2  (Ä,  —  r,)  CO»  ^^rZT^  •  1f 

«=2  (r,  —  Ä.)  CO»  g     _„•»• 
Id  der  ersten  Gleichnng,  in  der  Gleichung  der  Epicykloide,  ist  der  Factor 

der  Hypocykloide,  kann  der  Factor- ^-^  sowohl   positiv,    als  negativ 

sein,  ronss  aber  seinem  absoluten  Werthe  nach  einen  Werth  haben,  welcher 
grösser,  als  die  Einheit  ist;  in  der  dritten  Gleichnng,  der  Gleichung  det 

Pericykloide,  ist  der  Factor  - —  —^-  ebenfalls  kleiner,  als  die  Einheit. 

Da  alle  drei  Gleichungen  genau  dieselbe  Form  haben ,  wie  unsere  obige 
Gleichung  Qs=z2rcoskfp^  so  folgt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte 
blatt-  oder  sternförmige  Curve  als  eine  besondere  Art  der  Epicykloiden, 
oder  der  Hjpocykloiden  oder  der  Pericykloiden  angesehen  werden  kann; 
als  Hypocykloide  kann  die  Curve  betrachtet  werden,  wenn  der  Verwand- 


immer  kleiner,  als  die  Einheit;  in  der  zweiten,  der  Gleichung 


2k  k+l 

in  welch«.r     r'  =  7?o — r©,  JRo=^r  - — -,  ^q=^t — r»  wenn  k  >1 
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langsmodul  k  grösser  als  die  Einheit  ist,  als  Epi-  nnd  Pericykloide,  wenn 
der  Verwandlongsmodul  k  weniger  als  die  Einheit  betrügt.  Hiernach  ist 
die  Curve 

Q=i2rcosk^ 

eine  Epicykloide , 

2k  1  — it 

in  welcher     rzsR^  +  r^,  ]{^~,r-^~,  r^^z^zr ^j-^,  wennAr<l; 

eine  Hypocykloide, 

in  welch«ir 

eine  Pericykloide, 

2k              '1  +^ 
in  welcher     r=rQ — 7?^,  Äo='*  '. Zt  '"0='*^ 1»  wennA:<l. 

2k  ^+1 

Die  dnrch  die  Constanten  J?o=rr nnd  ro=r- definirte  Hypo- 

k — 1  k — 1  ''^ 

cykloide  ist  aber  nicht  die  einzige;  die  Cnrve  Q=2r  cosk'ij;  kann  noch  als 
eine  zweite  Hypocykloide  angesehen  werden.  Da  nttmlich  die  Carve  bei 
negativem  Verwandlangsmodul  ganz  dieselbe  ist,  wie  bei  gleich  grossen 
positiven,  sa  kann  sie  anch  als  eine  Hypocykloide  anfgefasst  werden,  deren 
Constanten  aus  den  Constanten  der  obigen  Hypocykloide  dadurch  her- 
geleitet werden,  dass  der  Verwandlungsmodul  in  denselben  negativ  gesetst 
wird.  Diese  zweite  Hypocykloide  ist  also  durch  die  folgenden  Constanten 
definirt : 

_,  2k         ,        Ar— 1 

^^^T+-r  ^'^""k+V 

Die  erste  Hypocykloide  ist,  da  J?^— ro<ro,  eine  verkürzte,  die  zweite, 
bei  welcher  K^ — r\  > r\ ,  eine  verlängerte.  Zwischen  den  Constanten 
dieser  beiden  Hypocykloiden  bestehen  die  Beziehungen: 


k-y?: 


jf     *^  Jl'        *» 
(Ä.-r,)'  =  (Ä'.^r'.)»=r.r'.. 

Ist  der  Werth  des  Verwandlungsmoduls  k  numerisch  kleiner,  als  die  Ein- 
heit, so  kann,  wie  schon  hervorgehoben,  die  Curve  q=^2r  coskUf  erstens 
als  Epicykloide  und   zweitens  als  Pericykloide   betrachtet  werden.     Die 

2k  1— Ä 

Constanten  der  Epicykloide  sind  dann  Äo=r.  —-r-r  r^=^r — r-r»  die  Constan- 
•^  "  l+A:    "        1+^ 

2k  1+^ 

ten  der  Pericykloide  Ä'o=r -,  r\  =  r  ——-\  zwischen  den  vier  Constan- 

1  — Ar      "         1  — Ar 

ten  B^^r^y  R^  nnd  r\  bestehen  die  folgenden  Relationen: 
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r 


— Ä'o=r^  +  Äp, 


3)  In  diesem  Falle  gehört  zu  jedem  beliebigen  Werthe  des  Arguments  tf; 
ein  bestimmter,  zwischen  den  Grenzen  r +6  undr— 6  liegender  Radius  vector; 
die  Cnrve  zieht  sich  also  rings  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  herum 
und  liegt  innerhalb  zweier  um  den  Pol  mit  den  Radien  r  +  b  und  r  —  b  ge- 
zogener Kreislinien.  Drückt  der  Verwandlungsmodul  k  eine  ganze  Zahl 
aus,  so  erreicht  der  Radius  vector  während  einer  Umdrehung  um  den  Pol 
Ar  mal  den  Maximal-  und  kvaul  den  Minimalwerth  und  fällt  am  Ende  der- 
selben in  seinen  anfanglichen  Werth  zurück;  die  Curve  besteht  dann  aus 
einem  Blatte,  welches  sich  aus  ky  in  der  Entfernung  r — b  vom  Pol  zu- 
sammenhängenden, Blatttheilen  zusammensetzt.  In  der  Fig.  13  istAr=3  und  in 
der  Fig.14  k^4  angenommen;  Q  ist  der  Mittelpunkt  der  Kreislinie  und  0  Pol 
des  Coordinatensystems.  Jeder  der  Ar  Blatttheile  ist  ein  anorthoskopisches 
Bild  der  als  Object  genommenen  Kreislinie.     Ist  der  Verwandlungsmodul  k 

ein  Brach—,  so  besteht  die  Curve  in  einem  Linienzage,  welcher  sich  nrntA 

am  den  Pol  des  Coordinatensystems  herumschlingt;  in  diesem  Linienzuge 
erreicht  der  Radius  vector  m  mal  den  Maximal-  und  mmal  den  Minimalwerth. 
Auch  diesen  Curvenzug  wollen  wir  der  Kürze  wegen  mit  dem  Namen 
eines  Blattes  belegen  und  den  einzelnen,  zwischen  je  zwei  Maximalwerthen 
des  Radius  vector  liegenden  mTheilen,  von  denen  ein  jeder  das  anorthos- 
kopische  Bild  der  Kreislinie  darstellt,  die  Benennung  Blatttheil  lassen. 
Beispiele  für  diesen  Fall  sind  die  Figuren  15  und  10;  in  der  ersteren  ist 
k=^  und  in  der  letzteren  Ar=  ^  angenommen.  AC  BD,  ist  die  als  Object 
dienende  Kreislinie,  Q  ihr  Mittelpunkt,  0  Pol  des  Coordinatensystems. 

4)  Die  Gleichung  Q=b  C08kiff  +  }/r^ -^b*  sin^k'^  reducirt  sich  in  dem 
Falle,  dass  ^=0  ist,  auf  q^r.  Das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie 
ist  in  diesem  Falle  gleich  der  Kreislinie  selbst  und  von  dem  Verwandlungs- 
modol  k  vollständig  unabhängig. 

Der  Inhalt  der  von  der  Curve  ^  =  6  co5Arif;  + j/r* — b^sin^kij;  be- 
grenzten Fläche  beträgt  in  dem  Falle,  dass  6^r  ist 

k        * 

F=zj  Ab  coskUfl/f^-'-l;^ sin*k^.  dUf. 
Setzen  wir  ^tnA:^=x,  so  wird: 


'=^/^ 


b'^a^dx. 
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■^^^^^^^\^^^^l^>^^V^V<^^^^i^^^V^^W>^V^/^^>^^^^\^^.^l^^^^^^l^^^./N 


ist,  80  kommt : 


Ist  6<  r,  so  beträgt  die  einem  einzelnen  Blatttheile,  welcher  das  anorthos- 
kopische  Bild  der  Kreislinie  darstellt,  zagebörige  Fläche : 
n 

F=J{h* cos*kif  +  H— 6« sin^lc^  +  2b cosk^  }/r*-^bl*  $in*k^ \  <** 
oder,  wenn  Arif;  =  (p  gesetzt  wird, 


'-\/^' 


{6*  cos2{p  +  f*  +  26*  cos(p  }/r^-~b*  sin  V  j  *'9- 

Hieraus  folgt: 

F—j^. 

Es  ergeben  sich  also  folgende  Sätze : 

„Alle  die  verschiedenen  Cnnren ,  welche  im  Anorthoskop  bei 
demselben  Verwandlnngsmodnl  k  nnd  irgend  einem  Parameter 
6  >  r  aus  der  Kreislinie  erzengt  werden,  schliessen  dieselbe  Fläche 
ein,  nämlich  eine  Fläche,  welche  den  Ar^^^Theil  der  von  der 
Kreislinie  begrenzten  Fläche  aasmacht  Das  Anorthoskop  bietet 
also  das  Mittel  dar,  eine  unendliche  Reihe  von  Cnnren  zu  finden, 
welche  alle  dieselbe  Fläche,  nämlich  einen  beliebigen  Theil  einer 
Kreisfläche,  einschliessen/' 

„Das  anorthoskopische  Bild   der  Kreislinie  umgrenzt  eine 

Fläche,  welche  bei  dem  Verwandlnngsmodnl  k  gleich  ist  dem 

^ten  xheile  der  von  der  Kreislinie  umschlossenen  Fläche/' 

Schliesslich  mögen  noch  einige  bemerkenswerthe,  auf  die  Länge  bezügliche 

Eigenschaften  unserer  Curve  angeführt  werden«    Ist  6^  r,  so  ist  die  Länge 

der  Curve 

Are  fin^ 


jtrc  Hn-r 

— *— * 


.46  fco,k^T/±±iyd^^i^!2^.d^. 
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E«  sei  erstens  A:  >  1.     Setzen  wir 


stn 
so  wird: 


'="/7/Ep)Z 


dy=:^rE^modj/l  —  ^. 


Zweitens  sei  Ar  <  l.     Wird 
gesetzt,  so  kommt: 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

„Alle  die  nnendlich  vielen  Carven,  welche  bei  demselben 
Verwandlungsmodul  k  und  irgend  einem  Parameter  6,  dessen 
Werth  grösser ,  als  r  ist,  aus  der  Kreislinie  im  Anorthoskop  er- 
zeugt werden,  haben  die  gleiche  Länge,  nämlich  die  Länge  einer 

Ellipse,  deren  Halbazen  r  und  -  sind,  d,  h.  der  Ellipse,  in  welche 

das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  bei  dem  Verwandlungs- 
modul Ar  übergehen  würde ,  wenn  der  Parameter  b  den  Werth  cx> 
annähme." 

„Besitzt  der  Parameter  b  den  speciellen  Werth  r,  so  hat  das 
anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  [je  ein  Blatt  der  unter  2) 
besprochenen  Curve]  bei  dem  Verwandlungsmodul  k  eine  Länge, 

r 
welche   der  Länge   einer  Ellipse    mit    den  Halbaxen  r   nnd-r 

gleich  ist.*' 

Hiemach  haben  in  der  Fig.  17  die  Curven  ACfBJ/,  AC'BJ)'\  AC"BD"\ 

SU  denen  die  Parameterwerthe  b=-Q^^  b^QM^y  b=^QM"'  gehören 

und  die  denselben  Verwandlungsmodul  k^=\  besitzen,  gleiche  Länge  mit 

der  Ellipse  APER^  welche  das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  ACBD 

für  den  Verwandlungsmodul  Ar=  ^  und  den  Parameter  ^=ao  ist« 

r  r*7S 

Die  Ellipse  mit  den  Halbazen  r  und  -  umschliesst  die  Fläche  — ,  also 

k  Af 

eine  Fläche,  welche  gleich  ist  der  von  dem  anorthoskopischen  Bilde  der 

Kreislinie  begrenzten  Fläche.     Die  zwei  letzten  Sätze  müssen  also  zu  den 

folgenden  erweitert  werden: 
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„Alle  die  unendlich  vielen  Gurren,  welche  bei  demselben 
Verwandlungsmodul  k  und  irgend  einem  Parameter  6,  dessen 
Werth  grösser,  wie  r  ist,  aus  der  Kreislinie  im  Anorthoskop  er- 
zeugt werden,  haben  die  gleiche  Fläche  und  Länge,  nämlich  die 

Fläche  und  Länge  einer  Ellipse ,  deren  Halbaxen  r  und  -  sind, 

d.  h.  der  Ellipse,  in  welche  das  anorthoskopische  Bild  der  Kreis- 
linie bei  dem  Verwandlungsmodul  k  Übergehen  würde,  wenn  der 
Parameter  b  den  Werth  oo  annähme.** 

„Besitzt  der  Parameter  h  den  speciellen  Werth  r,  so  hat  das 
anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  bei  dem  Verwandlongs- 
modul  k  gleiche  Fläche  und  Länge  mit  einer  Ellipse,  deren  Halb- 

axen  r  und  --  sind.** 
k 


Ist  ft<  r,  so  besteht  die  Curve  ^=6  co^Ar-^  +  ^r* — 6*  sin  '/f -^  aus  einer 
bestimmten,  vom  Verwandlungsmodul /r  abhängenden  Anzahl  von  blatt- 
artigen Gebilden,  von  denen  ein  jedes  einzeln  das  anorthoskopische  Bild  der 
Kreislinie  darstellt.     Die  Länge  dieses  letzteren  ist  in  diesem  Falle : 

oder,  wenn  Ar^=r^  gesetzt  wird: 
2     «   


da  I  cos  (f  7/ — '. 


.  ^  . ,   .  , ^dg>=:0  ist, 

n  —  br  sin*g> 


Ist  nun  erstens  ^  <  1 ,  so  wird : 


n 
«  1 


^=T//^^-^'0-^)^'«'9>.rf9=y/^l-p(l-Ar^ 


»^  e'  mod  -  i/T—  k^. 


T 
Die  Länge  des  anorthoskopischen  Bildes  der  Kreislinie  ist  also  gleich  dem 

Umfange  einer  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  gleich  r-   und    deren  kleine 


Halbaxe  gleich  j-J/  i  —  -  (i  —  ^«)  ist. 
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In  dem  Falle  A:  >  1  setzen  wir  in 

•      k 

5  =  2  r/r*— 6»(1— i^)  sin^kij;.  dilf 

sin  *A^=1 — y*  nnd  erhalten: 

1 


6«  (*»-!)  J^- 


fc*(**-l)  y. 


Dm  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  bat  hiernach  eine  Länge,  welche 
gleich    ist    der    LXnge    einer    Ellipse,    deren    grosse    Halbaxe    gleich 


'/ 


1  +;j(^ — 1)  nnd  deren  kleine  Halbaxe  gleich -jf  ^ö*« 

Wir  können  also  schliesslich  folgenden  Satz  hinstellen: 

,»Da8  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  hat  in  dem  Falle,  dass 
der  Parameter  6  kleiner,   als  r  ist,   eine  Länge,  welche  gleich 

kommt  dem  Umfange  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  -r    nnd 
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YL  Summe  von  CubikiaUen.  Im  vorigen  Jahrgänge  dieser  Zeit- 
schrift (XI,  248—251)  wurde  über  eine  Abhaudlnng  des  H.Oenocchi  be- 
richtet, welche  hauptsächlich  mit  der  cnbischen  Summe  einer  Reihe  yon 
Cnbikzahlen  sich  beschäftigt,  beiläufig  jedoch  auch  bei  der  Gleichung 

^  +  (^  +  r)«+  ...+[a?  +  (it-l)r]«  =  y« 
yerweilt«  Inzwischen  hat  H.  Eugene  Catalan  (gegenwärtig  Professor 
in  Liittich)  einen  specielleren  Fall  dieser  letzteren  Gleichung,  wenn  nämlich 
r  =  1  und  X  und  y  als  ganze  positive  Zahlen  angenommen  werden ,  zum 
Gegenstande  eines  besonderen  Aufsatzes  gewählt ,  welcher  wieder  in  den 
Atti  deir  Accademia  Pontificia  de*  nuovi  Lincei  Vol.  XX  (Sitzung  vom 
2.  December  1866)  abgedruckt  ist.  Der  Gang  der  Untersuchung  ist  folgen- 
der. Die  in  unserem  früheren  Referate  angeführten  Summenformeln  be- 
gründen die  Identität 

oder ,  indem  die  Summe  der  gegebenen  Reihe  y*  sein  soll  und  unter  An- 
Wendung  der  Abkürzung  2x  +  n  —  l  =  z 

Die  Definition  yon  z  ergiebt:  z^n  —  1  (modi)^  so  dass  eine  der  Zahlen 
ft,  z  und  damit  sicherlich  das  Product  nz  durch  2  theilbar  sein  mnss;  aus 
demselben  Grunde  ist  eine  der  beiden  Quadratzahlen  n\  z*  gerade,  die  an- 
dere ungerade,  ihre  Summe  daher  von  der  Form  4Ar+l  und  somit  t'+n* — 1 
durch  4  theilbar.  Demnach  ist  ^  (was  übrigens  auch  aus  dem  Sinne  die- 
ser Zahl  als  Summe  ganzer  Zahlen  hervorgeht,  wie  H.  Catalan  einfacher 
hätte  schliessen  dürfen,  wenn  er  nicht  die  obigen  Bemerkungen  über  Theil- 
barkeit  anderweitig  brauchte)  selbst  eine  ganze  Zahl,  deren  Wurzel  wieder 
ganz  oder  irrational  sein  wird,  und  ebenso  auch  die  Wurzel  ihres  16  fachen, 
also  von 

2nz{z*  +  n*  —  ly. 
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Nennen  wir  2 itzrsa,     «•  +  «*  — 1  =  1'»     «  +  ii£=:tf,     z  —  ii  =  a,wo- 
dareh  d*s=a  +  /}+],j*=5/}  —  a+1  sich  ergiebt,  die  Gleichung  1)  aber  in 

übergeht,  so  zeigt  sich,  dass  die  Aufgabe  darauf  hinansltfnft: 

„Bwei  ganze  Zahlen  a,  |3  za  finden,  deren  jede  dnrch  4 
theilbar  ist,  und  deren  Product  a./?  ebenso  wie  a+j'+i 
und  ß  —  a+1  Quadratzahlen  sein  müssen.'* 
Die  gemachte  Annahme  d*  =  /J  —  «  +  1  führt  zu/J  =  a  +  d*  —  1  und 

diese  in  Verbindung  mit  2)  zu 

=  (2a+i«-l)«-(««-l)% 
oder: 

»)  (8»)'  +  («» - 1)» = (2« + a»  -  \)\ 

Da  aber  bekanntlich  die  allgemeine  Formel  für  pythagorisohe  Zahlen 

(wt  _  ptjt  ^  ^2tit;)*  =  (ti«  +  »*)* 
beisst,  so  sind  zwei  Auflösungen  denkbar,  je  nachdem  man  von  den  beiden 
SU  addirenden  Quadratzahlen  die  eine  oder  die  andere  mit  der  ersten  und 
zweiten  Quadratzahl  der  allgemeinen  Formel  identificirt.    Also  entweder: 

4)  2a+i«  — l  =  t<«  +  t^,     ««  — 1  =  1««— t^,    8f  =  2ii», 
oder: 

5)  2«  +  a«— l  =  ti*  +  t;«,     8y  =  u«  — »*,     «*  — 1=2mi7. 

Die  erste  Auflösung  giebt  durch  Vereinigung  der  beiden  ersten  Gleichun- 
gen: 

6)  «  =  »«,    /»(=«+««  — l)=tt«; 
die  zweite  giebt  in  ähnlicher  Weise : 

7)  2«  =  (ii-.p)«,     2/J=(ii  +  p)«, 

wonach  entweder  a  und  /}  oder  das  Doppelte  jeder  dieser  Zahlen  Quadrat- 

sablen  sind. 

Gehen  wir  auf  die  früheren  Werthe  zurück ,  welche  «  und  /}  genannt 

worden  waren,  so  yerwandelt  sich  6)  in: 

2n2  =  »*,     «•-J-ii*  — l  =  ti*. 

n      p 
Es  sei  -  =  -,  wo  p,  ^  theilerfremd  sein  sollen.    Daraus  folgt: 

ii=py,  z  =  qY, 
wo  wegen  z^n —  1  (mod2)  von  den  Zahlen  p,  g  die  eine  gerade,  die  an« 
dere  ungerade  sein  muss,  und  aus  demselben  Grunde  y  ungerade.  Ferner 
erweist  uns  t^  =  2nz  =  2pg/,  dass  2pq  eine  Quadratzahl  sein  muss,  und 
bei  der  Theilerfremdheit  yon  p  und  ^,  dass  eine  dieser  Zahlen  ein 
ungerades  Quadrat,  die  andere  die  Hillfte  eines  geradenQua- 
drates  sein  muss. 

Führt  man  überdies  die  Werthe  von  n  und  z  in  2*  -|-  it'  —  i  =:==  ti*  ein, 
so  entsteht: 


172  Kleinere  Mittheilangen. 

8)  (p»  +  j»)/-«»=l. 

Bei  beliebiger  Annahme  der  Zahlen  pg,  nnter  Wahmng  der  für  dieselben 
soeben  gefundenen  Bedingung,  kann  man  aus  8)  ganzzahlige  Werthe  von 
}r  und  u  finden.    Alsdann  wird  schliesslich : 

Beispielsweise  sei  p  =a  8 ,  g  =  9,  so  geht  die  8)  über  in  145  y*  —  ti*  =  1 , 
welche  die  Wurzeln  y  =  l ,  ti  =  12  besitzt,  also  ^==l,n  =  8,y  =  36. 

Oder:   p^l,   9  =  25.     Diesmal  heisst  die  8)  62^ y*  —  u*»!,  woraus 
y  =  313,  M  =  7850,  also  j?  =  3600,  n=5  626,  y==  6142625. 

Von  der  Auflösung  7)  ausgehend,  findet  H.  Catalan: 
4«2  =  (m  — »)•,     2(2«  +  ii*— l)  =  (M  +  t;)«. 
Bei  n^py^  z=zqy  wie  im  ersteren  Falle  wird 

4pg/  =  (ii  — 0«,  2[(g«  +  p«)y«-l]  =  (ti  +  i;)«. 
Daraus  folgt  einestheils,  dass  p  und  g  theilerfremde  Quadrate  sind;  an- 
derentheils  muss  dass  Doppelte  yon  (jf  +  p')  y* ' —  1  eine  ganze  Quadrat- 
zahl, also  durch  4  theilbar  sein,  demnach  C^  +  P*)  7*  —  ^  durch  2  theilbar, 
(g'  +  P*) '/  ungerade  und  folglich  y  ungerade,  von  p  und  q  eines  gerade,  das 
andere  ungerade  sein.  Hier  stellt  sich  also  für  p  und  q  die  Bedingung  so, 
dass  eine  dieser  Zahlen  ein  gerades,  die  andere  ein  ungerades 
Quadrat  sein  muss. 

Setzt  man  (ti4-t')'  =  4it^|  so  entsteht  die  der  früheren  Gleichung  8) 
entsprechende: 

10)  (p»  +  Ö^y*  — 2w«  =  l, 

aus  welcher  bei  bedingungsmässiger ,  sonst  willkürlicher  Annahme  von 
p  und  q  ganzzahlige  Werthe  von  y  und  w  gefunden  werden  müssten. 
H.  Catalan  erklärt  nun,  trotz  aller  Bemühungen  damit  nicht  zu  SUnde 
gekommen  zu  sein  und  stellt  deshalb  die  Frage  auf,  ob  es  wohl  möglich  sei, 
in  der  Gleichung  10)  einen  Widerspruch  nachzuweisen,  der  ihre  Lösbarkeit 
überhaupt  verhindere?  Sollten  sich  dagegen  die  yerlangten  y,  n>  finden 
lassen,  so  würde  schliesslich : 

11)  n  =  py,     a:=^^^ ^        >     y'=P^(^j- 

M.  Cantor. 


Vn.  lieber  den  Krümmnngt-Scliwerpniikt  algobraitoher  Conren.  Von 
Dr.  Carl  Neumamn,  Prof.  in  Tübingen.  Denkt  man  sich  eine  gegebene  Curve 
als  eine  materielle  Linie  von  überall  gleichem  Querschnitt  und  von  einer 
Dichtigkeit,  welche  an  jeder  Stelle  dem  Krümmungs •  Radius  umgekehrt 
proportional  ist,  so  wird  der  Schwerpunkt  dieser  materiellen  Linie  bekannt- 
lich der  Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve  genannt.  (Vergl. 
Steiner,  Crelle's  Journal  Bd.I,pag.ö6.)  Der  hergebrachten  Gewohnheit 
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entsprecbend,  mag  ausserdem  unter  dem  Schwerpunkt  eines  Punkt- 
aystemes  derjenige  Punkt  verstanden  werden,  welcher  zu  diesem  Namen 
berechtigt  ist,  sobald  sämmtliche  Punkte  des  gegebenen  Systems  materiell 
und  von  gleicher  Masse  gedacht  werden. 

Ist  u  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  der  Coordinaten  ^,  y, 
so  besitzt  der  Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve 

u  =  Const  ' 
einige  Eigenschaften,  aufweiche  aufmerksam  zu  machen,  der  Zweck  dieser 
Note  ist     Es  gelten  nämlich  folgende  Sätze : 

Erster  Satz.  Legt  man  parallel  zu  einer  beliebig  gegebenen  Richtung 
sämmtliche  Tangenten  an  die  Curve  u^=  Consta  so  ist  der 
Schwerpunkt  der  Berührungspunkte  jederzeit  identisch  mit  dem 
Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve. 

Zweiter  Satz.     Construirt  man  sämmtliche  Schnittpunkte  der  beiden 

Curven   —  =  Ound— =  0,    so   ist    der    Schwerpunkt   dieser 

Schnittpunkte  identisch  mit  dem  Krümmungs- Schwerpunkt  der 
Curve  u  =  Const, 

Dritter  Satz.  Aendert  man  in  der  Gleichung  us=sConsi  die  auf  der 
rechten  Seite  stehende  Consta  so  erhält  man  ein  System  von 
Curven,  welche  sämmtlich  ein  und  denselben  Krümmungs- 
Schwerpunkt  besitzen. 

Vierter  Satz.  Ist  die  Function  u,  was  den  Grad  ihrer  höchsten  Terme 
anbelangt,  von  der  n**"  Dimension,  und  ist  ferner  w^»  +  «^, 
wo  V  die  Terme  n*«*"  und  (n  —  l)***^  Dimension,  w  dagegen  alle 
übrigen  Terrae  umfassen  soll,  so  kann  w  beliebig  geändert  wer- 
den, ohne  dass  dadurch  derKrümmungs-Schwerpnnkt  der  Curve 
u  =  Const  in  seiner  Lage  irgend  welche  Aenderung  erleidet. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  zum  Theil  schon  von  Chasles  und  Liou- 
ville  ausgesprochen.  (Vergl.  Liouville:  Sur  quelques propositions  gin,  de 
geomitrie,  Journal  de  math,  par  Liouville  T.  VI,  pag.  345.)  Schon  Chasles 
hat  gefunden,  dass  die  Berührungspunkte  eines  Systems  paralleler  Tangen- 
ten der  Curve  einen  Schwerpunkt  besitzen,  welcher  unabhängig  ist  von  der 
Richtung  dieser  Tangenten.  Dass  aber  dieser  Schwerpunkt  zusammenfallt 
mit  dem  Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve,  ist  eine  Thatsache,  die  bis- 
her noch  nicht  bekannt  geworden  zu  sein  scheint 

Ohne  Zweifel  werden  sich  übrigens  die  hier  für  algebraische  Curven 
aufgestellten  Sätze  leicht  übertragen  lassen  auf  algebraische  Flächen. 

Tübingen,  24.  Februar  1867. 


174  Kleinere  Mittheilungen. 

TIIL  Bemerkungen  über  die  regelmftseiiFeB  Stemvielflaelie.  Von 
Prof.  Dr.  Wiener  in  Carlsruhe.  1)  In  einer  Abhandlung  über  Vielecke  und 
Vielflache')  nannte  ich  Poinsot  den  Entdecker  der  vier  regelmässigen 
Sternvielflache,  indem  ich  den  Angaben  Poinsot*s  selbst  und  Ber trän d's 
folgte.  Ich  habe  mich  aber  unterdessen  überzeugt,  dass  die  Entdeckung 
zweier  jener  Vielflache  Kepler  zageschrieben  werden  muss. 

Poinsot  in  seiner  Arbeit  aber  die  fraglichen  Gebilde')  eignet  sich  ihre 
Entdeckung  zu,  indem  er  sagt,  dass,  so  viel  er  wisse,  bisher  Niemand  daran 
gedacht  habe,  die  neuen  Figuren  zu  betrachten,  mit  denen  er  sich  beschäf- 
tigen wolle,  dass  man  bisher  nur  5  vollkommen  regelmässige  Körper  ge- 
kannt habe,  dass  er  die  Vielfiache  höherer  Art  nar  in  einer  geringen  An- 
zahl von  Fällen  habe  feststellen  können,  wobei  er  vermuthet,  dass  es  nur 
diese  vier  giebt  und  indem  er  jedes  einzelne  der  vier  Sternvielflache  neu 
nennt.  Auffallen  muss  hiernach  ein  Citat^  P  o  i  n  s  o  t*s  aus  K  e  p  1  e  r's  kar~ 
monia  mundi*^  er  führt  nämlich  die  Nummer  28  des  2.  Buches  wörtlich  an, 
worin  Kepler  von  den  Begelmässigkeiten  niederer  Ordnung  bei  den  Kör- 
pern spricht,  während  auf  der  vorhergehenden  Seite  in  der  Nummer  26  die 
fraglichen  beiden  regelmässigen  Sternvielflache  behandelt  werden;  von  letz* 
terer  Stelle  aber  zeigt  Poinsot  keine  Kenntniss.  —  Bertrand  nennt ^) 
Poinsot  den  Erfinder  der  regelmässigen  Sternvielflache. 

Unterdessen  fand  ich  bei  Gelegenheit  der  Ansicht  einer  neu  erschiene- 
nen Ausgabe  von  Kepler's  Werken^),  dass  dieser  in  seiner  harmonia  mundi 
zwei  der  fraglichen  Vielfache  in  verschiedenen  Stellungen  abgebildet  und 
als  regelmässige  erkannt  hat.  Ausserdem  erhielt  ich  Kenntniss  von  der 
Nach  Weisung  der  Priorität  Kepler's  darch  Baltzer^).  Doch  halte  ich 
es  für  nicht  überflüssig,  das  Citat  Baltzer's  aus  Kepler  hier  zu  vervoll- 
ständigen, um  Bertrand's  Einwand  gegen  Kepler's  Bechte  zweifellos  zu 
widerlegen. 

Bertrand  sagt  nämlich^),  Kepler  habe  kein  Recht,  bei  der  Erfin- 
dung der  regelmässigen  Sternvielflache  citirt  zu  werden,  weil  er  sie  nie  als 
regelmässig  vermuthet,  sie  vielmehr  durch  00  gleichschenklige  Dreiecke, 
statt  durch  12  regelmässige  Fünfecke  gebildet  angesehen  habe. 

Diese  Aeusserung  widerspricht  aber  in  jeder  Beziehung  Kepler*s 
Worten,  von  denen  die  wesentlichsten  aus  seiner  harmonia  mundi  {über  II, 
XXVI)  folgende  sind: 


1)  Leipzig,  B.G.Te üb  n er   1864. 

2)  Mimoire  $ur  les  polygone»  et  ies  potykdres,  Joum,  de  ticolepolyU  cah.  10  (1810) 
pag.  lö. 

8)  Daselbst  S.  41. 

4)  Comptes  rendus  t.  46,  p.  79. 

5)  /.  Kepleri  opera  omnia  edidil  Frisch,   Francofurti  1864.  {Vol.  V.) 

0)  Monatsberichte  der  Akad.  der  WiBsenschafton  zu  Berlin.  1862.  S«  1016« 
7)  Comptes  rendus  U  46,  p.  117. 
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Jddi  possuMi  congruenHis  perfectissimis  regülaribus  duae  eliam  aliae  con- 
gruentiae,  stellarum  duodecim  planarum  penlagonicarum.  Hier  nennt  er  die 
Kwei  Körper  vollkommen  regelmüsfiigf  von  swölf  Stemfänfecken  gebildet. 

ClaudutU  enim  pentagonicae  soHdas  figuras  aeideaias  undique  ^  quarum  una 
fii  duodecim  angtdorum  qtänquelinearium ,  altera  viginti  angulorum  trüinearium : 
...  Inhis  eüi  forinsecus  non  apparet  reguläre  planum  y  sed  ejus  loeo  triangulum 
aequicmrum  penlagonicumy  quina  tarnen  hujusmodi  semper  in  unum  idemque  pla- 
num competenttOj  occultum  sub  soliditate  quinquangulum,  veluti  cor  suum  circum- 
siant  faciuntque  cum  eo  dictam  stellam  pentagonicam ,  seu  germanico  idiomate  pe- 
dem  Truttaej  Theophrasto  Paracelso  Signum  sanitaHs,  Kepler  setzt  also  ans- 
drücklieh  die  theilweise  im  Innern  des  Körpers  befindlichen  regelmässigen 
Stern fünfecke,  als  die  SiBitenflächen  des  Körpers,  den  änsserlich  allein  sicht- 
baren gleichschenkligen  Dreiecken,  welche  nur  Theile  jener  Flächen  bil- 
den, entgegen. 

£r  erläutert  dies  noch  weiter;  doch  scheint  mir  das  bisher  Ausgezogene 
vollkommen  genügend,  um  Bert  ran  d^s  Aeusserung  bu  widerlegen. 

2)  Sodann  will  ich  die  in  meiner  eben  angeführten  Abhandlung  (S.27) 
nur  kurz  erwähnte  Reciprocität  etwas  weiter  ausführen. 

Wenn  man  um  ein  regelmässiges  Yielflach  concentrisch  und  zwar,  wie 
wir  der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  durch  die  Ecken,  eine  Kugel 
legt,  so  ist  einem  Rcke  die  Ebene  polar  und  reeiprok,  welche  in  jenem 
Punkte  die  Ki^^el  berührt;  einer  Kante  des  Vielfiacbs,  welche  zwei  Ecken 
verbindet,  der  Durchschnitt  der  beiden  diesen  Ecken  reciproken  Ebenen, 
und  einer  Fläche  des  Vielflachs,  welche  drei  oder  mehr  Ecken  enthält,  der 
gemeinsame  Punkt  aller  Ebenen,  welche  diesen  Ecken  reeiprok  sind.  Alle 
diese  Ebenen  müssen  wirklich  durch  einen  und  denselben  Punkt  geben,  weil 
alle  jene  Ecken  auf  der  Kugel  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Dem 
ursprünglichen  Vielflache  ist  dasjenige  Vielflach  reeiprok ,  dessen  Flächen, 
Kanten  und  Ecken  den  Ecken ,  Kanten  und  Flächen  des  ersteren  reeiprok 
sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Flächen  des  einen  der  Anzahl  der 
Ecken  des  anderen  gleich  und  dass  die  Anzahl  der  Kanten  in  beiden  die- 
selbe  sein  muss. 

Weiter  ergiebt  sich,  dass  die  reciprokeForm  eines  regelmässigen  Viel- 
flachs 9  wieder  ein  regelmässiges  Vielflach  «'  ist  Weil  alle  von  einem  Ecke 
des  t>  ausgehenden  Kanten  gleich  lang  sind ,  liegen  ihre  zweiten  Ecken  in 
einem  Kreise,  zu  welchem  das  Ausgangseck  der  Pol  ist  und  die  reciproken 
Ebenen  dieser  Ecken  schneiden  die  dem  Ausgangsecke  reciproke  Ebene 
unter  gleichen  Flächen  winkeln  und  in  Kanten ,  welche  einem  um  das  Aus- 
gangseck beschriebenen  Kreise  umschrie*ben  sind.  Wegen  der  Gleichheit 
der  Kantenwinkel  in  e  bilden  letztere  Kanten  gleiche  Winkel ,  fügen  sich 
daher  zu  einem  regelmässigen  Vielecke  zusammen.  Es  sind  demnach  den 
gleichen  Kanten ,  Kantenwinkeln  und  Flächenwinkeln  in  v  die  gleichen 
Flächenwinkel,  Kautenwinkel  und  Kanten  in  v  reeiprok:     Sodann  ergiebt 
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sich,  dass  eine  Fläche  von  v  ein  Vieleck  derselben  Art,  wie  das  Eck  in  r 
ist,  zu  dem  sie  reciprok  gebildet  wurde,  und  dass  umgekehrt  die  Art  einer 
Fläche  von  o  und  des  reciproken  Ecks  von  v  dieselbe  sein  muss. 

Es  ist  noch  schliesslich  zu  zeigen,  warum  die  Art  von  e  mit  der  von  v 
übereinstimmt,  d.h.  warum  beide  Vielflache  die  Kugel  gleich  oft  bedecken. 
Verbindet  man  auf  jeder  von  einem  Ecke  des  x>  ausgehenden  Fläche  den 
Mittelpunkt  mit  den  Mitten  der  beiden  in  dieser  Fläche  liegenden  und  von 
dem  fraglichen  Ecke  ausgehenden  Kanten,  so  ist  auf  jeder  Fläche  ein  Del- 
toid  abgeschnitten,  deren  so  vjele  in  dem  Ecke  von  v  zusammentreffen,  als 
das  Eck  Flächen  besitzt.  Dieses  begrenzte  Gebilde  hat  aber  dieselbe  Cen- 
tralprojection  auf  die  Kugel,  als  die  dem  Ecke  des  e  reciproke  Fläche  des 
x>  in  ihrer  Begrenzung.  Denn  es  leuchtet  ein,  dass  der  Mittelpunkt  einer 
Fläche  des  v  und  das  reciproke  Eck  des  «',  sowie  der  Mittelpunkt  einer 
Kante  des  e  und  der  reciproken  Kante  des  v  auf  demselben  Strahle  ans  dem 
Kugelmittelpunkte  liegen,  dass  also  dieser  projicirende  Strahl,  indem  er 
die  Grenzen  jener  das  Eck  von  v  bildenden  Deltoide  beschreibt,  zugleich 
die  Grenzen  der  jenem  Ecke  reciproken  Fläche  von  e' beschreibt,  dass  dem- 
nach die  Centralprojectionen  beider  Grenzen  und  dann  auch  der  ganzen 
Gebilde  sich  decken.  Jenes  begrenzte  Eckgebilde  ist  aber  der  sovielte 
Theil  der  Oberfläche  von  o,  der  wievielte  eine  Fläche  des  p' von  der  Ober- 
fläche von  e  ist ,  nämlich  der  sovielte ,  als  die  Anzahl  der  Ecken  von  v  und 
der  Flächen  von  v  angiebt.  Demnach  decken  auch  e  und  «gleich  vielmal 
die  Kugel. 


IX.  Elementarer  Beweis  des  Satses,  dass  das  Mnimnm  der  Ab- 
lenkung beim  Prisma  eintritt,  wenn  Eintritts-  und  Anstrittswinkd  des 
Lichtstrahles  gleich  gross  sind.  (Hiersa  Tafel  ll,  Fig.  18  bis  23.)  Herr  Gjm- 
nasialprofessor  Dr.  Bauer  aus  Pisek  in  Böhmen  machte  mich  vor  einiger 
Zeit  aufmerksam,  dass  der  Beweis,  den  Wttllner  im  ersten  Theile  seiner 
Physik  pag.682  und  683  über  obigen  Satz  giebt,  nicht  stichhaltig  sei,  indem 
er  mir  zeigte,  dass  man  mit  Anwendung  von  Wüllner^s  Verfahren  auch 
nachweisen  könne,  dass  bei  Gleichheit  von  Ein-  und  Austrittswinkel  ein 
Maximum  der  Ablenkung  eintrete.  A.  a.  Orten  in  Wttllner's  Physik 
steht  (siehe  Fig.  4): 

d  =  i  +  i'  —  a 
wird  I  =  r,  so  wird  d  =  2 1  —  a  =  2i'  —  a. 

Ist  I  von  %  verschieden,  z.  B.  i=:t'+|5,  so  wird  i  =  2i'+|5  —  a,  oder 
ist  i'=f-{-  |3,  so  wird  d  =2t+/3  — <3f;  die  beiden  letzten  Ausdrücke  aber, 
sagtWüllner,  nämlich  2 i'+/J  —  a  und  2i  +  /J  —  a  sind,  wenn  |5  von  0 
verschieden  ist,  grösser,  als  2  t  —  a.  Man  sieht,  es  ist  hier  stillschweigend 
in  „den  beiden  letzten  Ausdrücken*'  t  =  t' gesetzt  worden ,  während  doch 
beide  von  einander  verschieden  sind. 
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Herr  Dr.  Bauer  machte  mich  in  seinem  Briefe  anf  Folgendes  anf- 
inerksam:  Setzt  man  einmal 

i'=i  —  ßy  80  wird  d=2i  —  ß  —  a, 

das  andere  Mal  t=i' — 15,  so  wird  d=2i' — ß — a, 
und  hieraus  geht  hervor,  dass  fUr  i=i'  dioTotalablenknng  S  Maximum  wird. 

Der  Beweis  ist  offenbar  gar  nicht  stichhaltig,  weil  eigentlich  die 
Minimumeigenschaft  von  S=si+i'  —  aftirf=:t^  nur  aus  der  besonderen 
Abhängigkeit  von  t '  von  t  abgeleitet  werden  muss ;  da  diese  Abhängigkeit 
bei  W ülln er' s  Beweis  gar  nicht  in  Betracht  kommt,  so  würde  offenbar 
ganz  allgemein  der  Satz  bestehen  müssen : 

x  +  fix) 
wird  Minimum,  wenn  x^=f{x')  wird,  wobei  f  eine  beliebige  Function 
von  X  bedeutet;  ein  solcher  Satz  ist  aber  allgemein  ganz  undenkbar.  Als 
ich  mich  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  nach  einem  elementaren  Beweise 
von  dem  hier  besprochenen  Satz  umsah,  fand  ich  nur  in  der  7.  Auflage  Ul<- 
von  Eisenlohr's  Physik  einen  solchen  angedeutet,  den  ich  hier  auch  am 
Ende  meines  Aufsatzes  besprochen  habe.  Als  ich  selbst  einen  elementaren 
Beweis  aufzufinden  suchte,  fand  ich  eine  Constrnction  der  Totalablenkung 
beim  Prisma,  aus  der  mit  Leichtigkeit  ein  Beweis  für  das  Minimum  der 
Ablenkung  folgt  Ich  theile  in  Folgendem  meinen  Beweis  mit,  lasse  aber 
einige  geometrische  Betrachtungen  vorhergehen,  auf  die  sich  mein  Beweis 
stützt«  Man  wird  übrigens  beim  Durchlesen  des  Folgenden  bald  bemerken, 
dass  man  durchaus  nicht  unbedingt  aller  dort  angewendeten  fünf  Figuren 
bedarf,  sondern  dass  man  die  Figuren  wird  ohne  Schaden  für  die  Demon- 
stration bis  auf  zwei  reduciren  können,  auf  die  Fig.  21  und  die  etwas  zu 
modificirende  Fig.  22. 

Man  lege  eine  Gerade  M'N'  (Fig.  18)  durch  den  Mittelpunkt  C  eines 
Kreises,  0  ist  ein  ausserhalb  des  Kreises  gelegener  Punkt  der  Geraden  M'  N\ 
Verbindet  man  den  Punkt  jP,  der  weiter  von  3/'  Tf'  liegt,  als  der  Punkt  P^ 
mit  0,  so  ist  OQ  >  OP,  weil  PC=^QC=:r  gesetzt, 

OP^^=f^+  OC*— 2r  OC cos  PCO 
OÖ*  =  r«+  OC^  —  ZrOCcosOCO, 
nun  ist  cos  PCO>  cos  Q  CO, 

folglich  OP<OQ. 

Zieht  man  demnach  von  0  aus  eine  Gerade  nach  einem  zwischen  M'  N' 
und  dem  Tangentialpunkte  T  gelegenen  Punkte  des  Kreises  und  liegt  der 
Punkt  auf  der  0  zugewendeten,  Seite,  so  wird  die  Linie  OQ^  die  mit  M'  N' 
einen  grösseren  Winkel  einschliesst,  als  OP,  auch  allemal  die  grössere 
L&nge  besitzen,  weil  erstere  einen  von  M' N'  entfernteren  Punkt  Q  des 
Krebes  trifft,  als  OP,  welche  einen  näher  an  M'  N'  liegenden  Punkt  Pdes 
Krebes  mit  0  verbindet. 

Lftsst  man  in  Fig.  19,  deren  Anfang  ebenfalls  in  einer  Geraden  M'  N' 
besteht,  einen  Winkel  GOF^  dessen  Scheitel  auf  M' N'  liegt,  sich  so  um 
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eine  in  0  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrechte  Axe  drehen,  dass  er, 
sieb  von  M' N'  entfernend,  in  die  Lage  JOH  übergebt,  so  ist: 

ON>OL 
OM>OK 
LNOM  =  LLOK, 
folglich  Sehne  und  Bogen  MN>  KLy  daher  gilt  für  die  Centriwinkel : 

LMCT^>LKCL. 
Welches  ist  nun  bei  einem  solchen  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ver- 
schiedene Lagen  einnehmenden,  dabei  aber  mit  seinem  Scheitel  in  0 
bleibenden  Winkel  diejenige  Lage,  bei  welcher  der  entsprechende  Centri- 
winkel in  C  Minimum  wird?  Es  ist  die  Lage,  wobei  MN  den  rotirenden 
Winkel  halbirt. 

Wird  der  Winkel  JOH  (JCt=zCH) (Fig. 76)  bis  in  die  Lage  GOP  ver- 
schoben, so  rückt  der  Centriwinkel  NCM  nach  unten  und  verändert  sich 
in  den  Winkel  LCK^ 

LCK=NCM—NCL  +  MCK    MCK  >NCL, 
folglich : 

LCK>TfCM. 

Die  Anwendung  dieser  bis  jetzt  gegebenen  Sätze  zu  dem  Beweis,  dass 
beim  Prisma  das  Minimum  der  Ablenkung  eintritt,  wenn  Eintritts-  und 
Austrittswinkel  der  Lichtstrahlen  gleich  sind,  geschieht  nun  mit  Hilfe  einer 
einfachen  Construction,  welche  an  Fig.  22  gezeigt  werden  wird,  nachdem 
durch  Fig.  21  die  gewöhnliche  Figur  noch  einmal  in  Erinnerung  gebracht 
worden  ist,  durch  welche  der  Weg  eines  Strahles  im  Prisma  -  Durchschnitt 
gezeigt  zu  werden  pflegt. 

In  Fig.  21  werden  die  Einfallslothe  durch  punktirte  Linien  dargestellt, 
die  Linien  aus  Punkten  und  Strichen  zusammengesetzt,  sind  die  Verlänge- 
rungen des  eintretenden  und  aus  dem  Prisma  austretenden  Lichtstrahles, 
sie  schliessen  mit  einander  den  Winkel  i  ein  (die  Totalablenkung  des  durch 
das  Prisma  gebrochenen  Lichtstrahles).  Wie  bekannt,  gelten,  wenn  n  der 
Brechungsindex  beim  Eintritt  aus  Luft  in  Olas  ist,  folgende  Beziehungen: 

sin  izrsnsinr 
r-|-r'=a 

sin  i'^znsinr 

d=i+i'— a. 
Für  welche  Werthe  von  i  und  T  die  Totalablenkung  d  Minimum  wird, 
erkennt  man  leicht,  wenn  man  i,  t'und  f  aus  r  und  r  so  construirt,  wie  an 
Fig.  22  gezeigt  wird:  Man  gebe  der  Linie  OC  die  Länge  OC=sny  trage 
an  OC  die  Winkel  r  und/  zu  beiden  Seiten  an;  die  auf  den  äusseren 
»Sclienkeln  von  r  und  /  gezogenen  Perpendikel  CF und  CG  sind  dann: 

CF=n  sinr 

CG=n  sinr. 
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Wenn  mim  nun  von  C  ans  einen  Kreis  mit  dem  Radius  =  i  zieht,  welcher 
die  Linien  OF  und  OGin  H  und  K  schneidet,  so  ist: 

LFffC=i 

denn  es  ist: 

8inFHC^=n  sinr 

sin  GKC^=^n  sinr. 
Wenn   man   dann   die   übrigen  Winkel   in   der  Figur  bestimmt,   so 
findet  man : 

LBCO=i—r 

demnach:  iLirCJI'=»^+  r—(r  +  r )=i +  «"  —  «=». 

Bewegt  man  nun  den  Winkel  FO  G=^ai=r^r  in  der  Ebene  der 
Zeichnung  nach  oben  oder  unten,  während  sein  Scheitel  in  0  festbleibt, 
so  verändern  sich  r  und  r,  sowie  d,  der  LHCK:=zi  nimmt  aber  den 
früheren  geometrischen  Erörterungen  gemäss  den  kleinsten  Werth  an, 
wenn  die  Gerade  00  den  L  FOG  =  a  halbirt,  also  wenn  r  =  r=  ^a  ist. 

In  der  7.  Auflage  des  geschätzten  Lehrbuches  der  Physik  von 
Eisen lohr  wird  die  Totalablenkung  beim  Prisma  mit  Hilfe  eines  dort 
nicht  bewiesenen  Satzes  demonstrirt,  welchen  letzteren  wir  leicht  aus 
Fig.  28  ableiten  können,  in  der  wiederum  OC=:n  und  der  Radius  des  von 
C  ans  gezogenen  Kreises  =  t  ist.  Nimmt  der  Winkel  r  in  Fig.  23  um  Ar 
mn,  so  geht  t  über  in  t  +  At,  die  Zunahme  KCIi  des  Winkeb  BCO  möge 
durch  A  z  bezeichnet  sein.     Addirt  man  zur  Gleichung : 

BCF=KCG  +  Ar  +  Az 
auf  beiden  Seiten  t  +  At,  so  erhält  man : 

{HCF+{)  +  Ai=^(JKCG  +  i  +  Ai)  +  Ar  +  Az, 
oder: 

R  +  Ai=B+Ar+Az, 
oder: 

Ai  =  Ar  +  At. 
Da  nun,  wenn  ein  von  Haus  aus  grösseres  r  um  Ar  zunimmt,  das  ent- 
sprechende A  2  grösser  sein  muss,  als  bei  kleinerem  r,  so  wird  At  bei 
wachsendem  r  und  t  immer  grösser  werden  müssen. 

Darauf  gründet  nun  Eisenlohr  seinen  Beweis,  wie  folgt: 

Fürs  Minimum  der  Ablenkung  ist,  wie  schon  aus  den  Versuchen  ge- 
schlossen werden  muss,  r==r  =::^a^  der  entsprechende  Werth  vom  Ein- 
nnd  Austritts  Winkel  sei  i=si'z=za^  nimmt  r=7^a  um  Ar  zu,  so  wird 
r  s=^a  —  Ar,  1  möge  übergehen  in  t  +  At  und  1'  in  1' — At '.  Es  gelten 
jedenfalls  folgende  Gleichungen,  die  den  Werth  des  Brechungsindex  n  auf 
dreierlei  verschiedene  Weise  ausdrücken : 

sin  (a  +  A  t)         5m  a  sin  {a  —  At ') 

5i/i(|a  + Ar)"^  sin^a  ~  sin  (^a — Ar)' 
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Da  At  dem  "Winkel  \a  +  Z^r  zugehört,  und  Ai'  dem  kleineren  Win- 
kel \a  —  Ar,  so  muss  At  >  Ai'  sein.  Wenn  aber  r=  Ja  in  r=^a  +  Ar 
übergeht,  wird  aus:  d==2a  —  a  der  Winkel  d=2a+ (A «  —  A«')  —  a^ 
d.  i.  ein  grösserer  Winkel,  weil: 

Ai  —  Ai'  positiv  ist 
und  damit  ist  bewiesen,  dass  d  Minimum  wird,  wenn  r=s/=s^a  wird. 

Dr.  Ka.hl. 


X.  Entgegnung  auf  die  Antwort  des  Herrn  Clausius  auf  S.  455 
des  XI.  Bandes  dieser  Zeitschrift.     In  meinem  letzten  Aufsatze:  „Ueber 

das  Integral  /-^"  (s.  diese  Zeitschrift  Bd.  XI,  S.  152)  habe  ich  zunächst 

nachgewiesen,  dass,  entgegengesetzt  der  Behauptung  des  Herrn  Clausius 
(in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Bestimmung  der  Energie  und  Entropie 
eines  Körpers^',  d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  31)  in  der  That  der  von  mir  ent- 
wickelte Werth  jenes  Integrals  (s.  d.  Zeitschr.  Bd.  X,  S.  100)  für  irgend 
welche  Zustandsänderungen  eines  Körpers  einen  allgemeineren  Satz  ent- 
halte, als  der,  bis  zur  Veröffentlichung  der  zuletzt  citirten  Abhandlung  be- 
kannt gewordene  Satz  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  für  Kreispro- 
cesse  des  Herrn  Clausius.  Ich  habe  dann  weiter  nachgewiesen,  dass  in 
dem  Falle  des  Ueberströmens  von  Gasen  oder  Dämpfen  aus  einem  Räume 
in  einen  anderen,  wo  ein  geringerer  Druck  herrscht,  speciell  in  dem  Falle 
des  Einströmens  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  denCylinder  einer  Dampf- 
maschine, mein  Werth  für  jenes  Integral,  ausgedehnt  auf  den  Kreisprocess, 
welcher  durch  Ergänzung  jenes  Vorgangs  erhalten  wird.  Null  ist;  dass 
dieser  Vorgang  somit  in  meinem  Sinne  „umkehrbar**  sei ,  während  Herr 
Clausius  in  seiner  Theorie  der  Dampfmaschinen  einen  endlichen  Werth 
dafür  findet,  indem  er  den  behandelten  Vorgang  als  „nicht  umkehrbar**  be- 
trachtet. Ich  habe  dann  ferner  gezeigt,  dass  Herr  Clausius  deshalb  einen 
Werth  für  das  in  Eede  stehende  Integral  findet,  weil  er  bei  seiner  Ent- 
wickelnng  die  Wärme  unberücksichtigt  lässt,  welche  aus  der  lebendigen 
Potenz  entsteht,  die  dem  einströmenden  Dampfe  von  dem  sich  ausdehnen- 
den, im  Kessel  zurückbleibenden  ertheilt  wird.     Und  da  der  Clausius- 

sehe  Werth  des    /—  gerade  dieser  Wärme  der  Grösse  nach  entspricht, 

dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist,  so  geben  beide  zusammen 
Null;  es  ist  also  auch  im  Clausius^schen  Sinn  der  Process  ein  „umkehr- 
barer**. Gegen  die  letzteren  Ausführungen  wendet  sich  nun  Herr  Clau- 
sius in  seiner  neuesten  Kundgebung  („Ueber  umkehrbare  und  nicht  um- 
kehrbare Vorgänge**  etc.,  d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  455),  indem  er  zunächst 
nochmals  eine  Erklärung  von  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  giebt,  wieder- 
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holt  Beispiele  von  solchen  anführt,  und  endlich  auf  den  Fall  des  lieber- 
strömens  eines  Gases  aus  einem  Räume  in  einen  anderen,  wo  ein  geringerer 
Drnck  herrscht,  speciell  in  einen  luftleeren,  nUher  eingeht.  Ich  habe  die- 
sen Fall  in  meiner  ersten  Abhandlung  über  mechanische  Wärmetheorie 
(„Theorie  desAusströmens  vollkommener  Gase'*  etc.,  s.d.Zeitschr.Bd.VIII, 
8.  81)  ansführlich  behanddt  und  zwar  lediglich  durch  Anwendung  von  For- 
meln für  umkehrbare  Processe,  undäch  bin  dabei  auf  Resultate  gekommen, 
die  durch  ältere  Versuche  bestätigt  sind  und  meines  Wissens  biaher  noch 
nicht,  auch  von  Herrn  Clausius  nicht,  angefochten  wurden.  Es  besteht 
auch  durchaus  gar  kein  principieller  Unterschied  zwischen  dem  Fall,  wo 
ein  sich  ausdehnendes  Gas  stets  einen  seiner  Spannkraft  gleichen  Wider- 
stand zu  überwinden  hat,  und  zwischen  dem,  wo  dieser  Widerstand  kleiner 
oder  gar  Null  ist.  Stets  leistet  das  Gas  die  aus  seiner  Abspannung  fol- 
gende Arbeit  und  verliert  deshalb  (ein  vollkommenes  Gas  vorausgesetzt) 
zunächst  eine,  dieser  Arbeit  äquivalente  Wärmemenge. 

In  dem  ersten  Falle  wird  diese  Arbeit  gänzlich  zur  Ueberwindung 
eines  äusseren  Widerstandes,  etwa  zur  Zusammendrückung  einer  Feder 
verbraucht,  in  den  letzteren  Fällen  wird  sie  theilweise  oder  ganz  zur  Ueber- 
windung der  Trägheit  der  Gastheilchen,  also  zur  Erzeugung  von  lebendiger 
Potenz  in  denselben  verwendet.  Diese  lebendige  Potenz  setzt  sich  freilich 
zum  Theil  schon  während  des  Vorgangs  und  dann  schliesslich  ganz  in 
Wärme  um,  aber  dies  kann,  wie  ich  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung 
gezeigt  habe,  als  ein  gesonderter  Akt  betrachtet  werden,  der  ungefähr 
gleichbedeutend  ist  mit  dem ,  wo  dem  Hahn  im  ersteren  Falle  von  aussen 
Wärme  zugeführt  wird.  Es  ist  doch  gewiss  denkbar,  dass  jene  lebendige 
Potenz,  anstatt  sofort  in  Wärme  umgewandelt  zu  werden,  in  Form  von  Ar- 
beit (etwa  gleichfalls  zur  Zusammendrückung  einer  Feder  verwendet)  auf- 
gesammelt werde,  und  dann  verschwindet  jeder  principielle  Unterschied 
zwischen  beiden  Fällen.  Diese  ist  die  einzig  richtige,  dem  heutigen  Stand- 
punkte der  Mechanik  entsprechende  Betrachtungsweise  des  Vorgangs;  jede 
andere  läuft  Gefahr,  die  nun  hoffentlich  ganz  abgethane  „Theorie  derStoss- 
kräfte'*  wieder  zu  Hülfe  nehmen  zu  müssen. 

Indem  dann  Herr  Clausius  speciell  auf  den  Fall  des  Ueberströmens 
des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cjlinder  einer  Dampfmaschine  Über- 
geht, behauptet  er,  dass  die  aus  den  Strömungsbewegungen  des  über- 
geströmten Dampfes  entstandene  Wärme  inneren  Ursprungs  und  deshalb 

bei  der  Bildung  des  Integrals  /  — -  nicht  mitzurechnen  sei,  und  er  sucht 

e,'       T 

dies  durch  Anwendung  des  einfachen  Falls,  wo  sich  ein  Gas  aus  einem 
Raum  A  in  einen  anderen  luftleeren  B  stürzt,  auf  jenen  näher  zu  erläutern. 
Aber  er  vergisst  dabei,  dass  er  dort,  bei  der  Dampfmaschine,  immer  nur 
die  übergeströmte  Dampfmasso  in  Rechnung  bringt,  in  dem  angezoge- 
nen Beispiel  aber  die  ganze,  vorher  im  Räume  A  und  dann  im  Räume 
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A+B  enthaltene  Luftmasse,  welche  zugleich  gearbeitet  und  diese  Arbeit 
in  Oestalt  yon  Wärme  wieder  aufgenommen  hat.  In  diesem  letzteren  Falle 
ist  allerdings  der  Ursprung  der  in  Rede  stehenden  Wärme  ein  innerer,  aber 
in  jenem  kann  es  ja  gar  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  über- 
geströmte Dampf  masse  von  der  sich  ausdehnenden  im  Kessel  Arbeit  auf- 
nimmt in  Gestalt  von  lebendiger  Potenz ,  die  sich  dann  in  Wärme  umsetzt 
und  dass  somit  diese  Wärme  der  übergeströmten  Dampfmasse  von  aussen 
zukommt.  Ebenso  ist  es  doch  ganz  zweifellos,  dass  die  im  Verfolg  des 
Kreisprocesses  in  den  Kessel  zurückgepresste  Wassermasse  nicht  blos  Ar- 
beit aufnimmt,  sondern  auch  den  Widerstand  des  sich  diesem  Hineinpressen 
in  den  Kessel  widersetzenden  Kesseldampfes  tiberwindet,  also  Arbeit  nach 
aussen  abgiebt,  wie  es  auch  ebenso  klar  ist,  dass  diese  Wassermasse  die 
Wärme ,  welche  sie  im  Kessel  bei  ihrer  Verwandlung  in  Dampf  aufnimmt, 
von  aussen,  hier  sogar  vom  Feuerheerde  her,  zugeführt  erhält. 

Schliesslich  will  ich  noch  hervorheben,  dass  Herr  Claus  ins  die  Rieh» 

tigkeit  des  allgemeinen  Werthes  für  das  Integral  /-«r>  den  ich  (Formel  25, 

S.  117  meiner  Abhandlung:  „Entwickelung  eines  Satzes'*  etc.  d.  Zeitschr. 
Bd.  X)  mittheilte,  nicht  nur  nicht  bestritten ,  sondern  denselben  in  seiner 
späteren  Abhandlung  („Ueber  die  Bestimmung  der  Energie  und  Entropie 
eines  Körpers*',  s.  d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  45)  sogar  selbst  zum  Theil  wieder 
abgeleitet  hat.  Bei  Anwendung  dieser  Formel  hat  man  auf  die  Vorgänge 
während  eines  Processes,  seien  dies  innere  oder  äussere,  gar  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen ,  sondern  lediglich  auf  den  Anfangs-  und  Endzustand  des 
betrachteten  Körpers.    Nun,  diese  Formel  giebt,  wie  ich  am  Schlüsse  mei- 

ner  Abhandlung  über  das  Integral  /  —  (d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  161)  ge- 
zeigt habe,  für  den  in  Rede  stehenden  Process  den  Werth  Null  und  muss 
ihn  geben,  da  sie  eben  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  an- 
nimmt, wenn  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  im  Verlauf  des  Pro- 
cesses ihre  Form  ändern. 

Ich  halte  damit  diese  im  Grunde  sehr  einfache  Sache  für  abgethan, 
und  zwar  um  so  lieber ,  als  ich  nach  einigen  Stellen  in  der  letzten  Antwort 
des  Herrn  Clausius  befürchten  muss,  dass  von  seiner  Seite  die Discussion 
nicht  in  der  Weise  fortgeführt  werden  dürfte,  wie  es  einem  Wissenschaft- 
liehen  Streite  angemessen  ist. 

München,  den  12.  November  1860. 

J.  Bauschimgeb, 
Professor  am  K.  Sealgymoasiam  in  München. 
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XL  TTeber  die  Cnrve»  welche  ans  einem  Binge  mit  kreisftrmigem 
Qnersehnitte  dnrch  eine  Doppeltangentialebene  ansgesohnitten  wird.  Ein 
bereits  seit  längerer  Zeit  bekannter  Satz  besagt,  dass  die  Oberfläche, 
welche  dnrch  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende, 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe  entsteht,  durch  eine  Doppel- 
tangentialebene in  zwei  Kreisen  geschnitten  wird.  Der  folgende  einfache 
Beweis  dieses  bemerkenswerthen  Satzes,  sowie  eine  Verallgemeinerung 
desselben  dürften  yielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein. 

Aus  der  Entstehungsweise  der  Ringfläche  geht  hervor,  dass  der  imagi- 
näre unendlich  ferne  Kreis ,  in  welchem  sich  alle  Kugeln  schneiden ,  eine 
Doppellinie  derselben  ist.  Wird  daher  die  Fläche  durch  irgend  eine  Ebene 
geschnitten,  so  hat  die  Schnittcurve  die  beiden  iu  dieser  Ebene  liegenden 
imaginären  unendlich  fernen  Kreispankte  zu  Doppelpunkten.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  die  Curve,  welche  aus  einer  Oberfläche  durch  eine  Doppel- 
tangentialebene ausgeschnitten  wird,  die  beiden  Berührungspunkte  zu  Dop- 
pelpunkten hat.  Daher  besitzt  die  Durchschnittslinie  der  Kroisringfläche 
mit  einer  doppelt  berührenden  Ebene,  also  eine  Curve  vierten  Grades,  vier 
Doppelpunkte  und  unter  diesen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte. Eine  wirkliche  Curve  vierten  Grades  kann  aber  aus  bekannten 
Gründen  höchstens  drei  Doppelpunkte  besitzen;  es  muss  daher  jene  Curve 
io  zwei  andere  von  niedrigerem  Grade  zerfallen  und  zwar  in  zwei  Curven 
zweiten  Grades,  welche  durch  jene  vier  mehrerwähnten  Punkte  gehen. 
Diese  müssen  Kreise  sein,  da  durch  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte keine  anderen  Curven  zweiten  Grades  gehen. 

Der  hier  erwiesene  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren, 
welcher  auf  ganz  dieselbe  Art  bewiesen  wird,  und  lautet: 

„Die  Curve,  welche  aus  einer  durch  Umdrehung 
einesKegelschnittes  um  einein  sein  er  Ebenelieg  ende 
Axe  erzeugteuFläche   durch  eine  Doppeltangential- 
ebene ausgeschnitten  wird,    zerfällt  in  zwei  Kegel- 
schnitte.** 
Man  erkennt  hieraus ,  dass  ausser  den  Meridiancurven  auf  der  so  er- 
zeugten Oberfläche  noch  unendlich  viele  Kegelschnitte  liegen,  durch  deren 
Umdrehung  um  jene  Axe  man  die  Fläche  ebenfalls  entstehen  lassen  kann. 
Durch  Umdrehung   einer  Curve   m^®°  Grades   mit   d  Doppelpunkten  und 
k  Spitzen  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  wird  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  2m^^°  Grades  erzeugt.     Die  aus  derselben  durch  irgend  eine  nicht 
berührende  Ebene  ausgeschnittene  Curve  hat  m  (m  —  1)  +  2d  Doppelpunkte 
und  2k  Spitzen.     Ist  die  Ebene  eine  Tangentialebene,  so  wird  die  Anzahl 
der  Doppelpunkte  um  1,  ist  sie  eine  Doppeltangentialebene,  um  2  vermehrt. 
Der  Grad  der  Umdrehungsfläche  vermindert  sich  auf  m,  wenn  die  Dreh- 
axe  eine  Symmetrieaxe  der  Meridiancurve  ist. 

Chemnitz.  F.  E.  Eckardt. 
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Druckfehler  im  XI.  Jahrgang: 
Pag.    65,  Zeile  17  v.  o.  statt:  i/,  6,  —  n^  h%  lese  man:  <i,  A«  —a^h^, 

($9,  1  V.  o.       -     Fi^d  -  Ai»^,   -       -       A\*^/,  —  A',«-i/,. 

163,      -        7  V.  u.  ' 

.     163,      -       »▼•'i.Wehlt=:0. 
.     163,     -        0  V.  u.  f 

-  103,     -      10  V.  u. 

-  356,     •      10  Y.  ti.  statt:  ?  lese  man:    -. 

A      B       C      D  ,  A      n        C  ^  D 

.    356,     .       3  v.u.       .      -.  +  -  +  _.4--leseman:j^^  +  ^-4--+-. 

-  360,      -      10  V.  0.       •      5  lese  man:  §  (Paragraph). 

Dmeküthler  im  1«  Hefte  des  ZIL  Jahrgangs: 
Pag.    89,  Zeile  13  v.  o.  statt:  Gerade  lese  man:  Geraden. 

.  .       lese  man :    , 

ikk\  \lxk 

und  in  der  dritten  Zeile  der  dritten  Determinante  kommen  statt  den  Indices  i  die 
Indices  l. 
Pag.    00,  Zeile  20  v.  n.  statt:  dem  lese  man:  den. 

Berechnungen  lese  man :  Bezeichnnng'en. 
derjenigen  lese  man:  deiyenigen. 
cos  «1  lese  man :  com  a«. 
das  lese  man:  des. 

Anwendungen  lese  man :  Anwendung. 
92,  in  der  vierten  Zeile  der  vorletzten  Determinante  ista  mit/3  zu  vertauschen, 

92,  Zeile    1  v.  u.  statt :  X  lese  man:  y. 

93,  -     12  V.  u.      -      ■  .    ■  H — :—=-  +  ——- lese  man: 
sm  h^      sm  Af      sin  h^ 


«0,     . 

■     17  V.  a. 

91, 

1  V.  0. 

»«, 

7  T.  0. 

«1. 

2  T.  n. 

92,     ■ 

9  V.  o. 

Min  A|     «m  ht     sin  h^ 

93,     -     11  ▼.  u.  >^— —  4- -:— -  + -:— --  lebe  man: 

smh^     svnh^     sm  hi 

_JL+_i L_. 

sin  A|      sin  h^     sinh^ 
93|      -       7  V.  n.  ist  am  Anfang  der  Zeile  „als"  weggeblieben. 

93,  -       2  y.  u.  statt:  Vergleichuug  lese  man:  Vergleichung. 

94,  •     21  V.  o.  sind  die  beiden  Determinanten  beziehungsweise  s  d^ ,  and = d% 

zu  setzen. 
94,      -       2  V.  u.  statt :  cos  a  lese  man :  cos  tu 


VI. 
Geometrische  Dentong  der  Eettenbrüche. 

Von 

Johann  Lieblein, 

aasserordentUcher  Professor  am  Polytechnikum  xn  Prag. 

Der  Gedauke,  die  Eigenschafteo  der  Näherungsbrüche  von  Ketten- 
brächen  durch  geometrische  Constructionen  abzuleiten,  ist  zwar  nicbt  neu 
—  ich  erinnere  nur  an  Sylvester  und  Betti,  von  welch  Letzterem  ein 
geometrischer  Beweis  des  bekannten  Lag  ränge*  sehen  Theorems  in 
Novi's  Algebra  superiore  zu  finden  ist  — ;  gleichwohl  ist  mir  nicht  bekannt, 
das8  die  geometrische  Deutung  eines  Kettenbruches  von  allgemeinster  Form 
bereits  geliefert  worden  wäre.  Da  dieser  Gegenstand  immerhin  einiges 
Interesse  zu  bieten  vermag,  so  erlaube  ich  mir,  denselben  in  Folgendem 
karz  za  erörtern. 

Bezeichnet  man  die  Näherungsbrüche  des  Kettenbruches 


der  Reihe  nach  mit 


so  ht  bekanntlich' 


Oi+bt 

at  +  "' 

+     bn^x 

,On-l 

Px   Pt 

Pn-\ 

fi=^» 

ft='«t^n 

«'i=«ii 

j',=flr,a,  +6,, 

und  die  Werthe  aller  folgenden  p  und  q  ergeben  sich  aus  den  recurrirenden 
Formeln 

Pr  ==ör  fr-l  +  ^r  /V-2  Und  qr  =ar  ^r-l  +  ^r  ^r-2- 

Umgekehrt  kann  man  aber  auch  für  gegebene  Werthe  der  Näherungs- 
brQche  die  Glieder  des  Kettenbruches  berechnen,  denn  die  vorhergehenden 
Gleichungen  liefern: 

Ol=i'lt      ^f= 1 

P% 
Pi 

Zehsthrin  r.  MathtniRtik  o.  Ph|kik.  XII,  3.  13 
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und  allgemein: 


Pr-l  qr  —  ^r-l  Pr  Pr  ^r-2 ^r  Pr-2 


qt     ipsqt)'{pt9i)  + 


Pr^i  qr-2  —  Qr- 1  Pr-2  Pr~^t  ^r-2  —  ^r- 1  Pr-2 

für  alle  Index,  welche  gleich  oder  grösser  sind,  als  3. 

Demnach  wird  der  Kettenbruch,  welcher  der  Reihe  nach  die  Nähe- 
rungsbrüche — ,  — ,  ^— ^  besitzt  —  wenn  man  abkürzungsweise  die  Deter- 
minante  ps  gt —  gaPt  durch  (p, (^//bezeichnet,  —  lauten: 

jx  Pn-\__Pl 

^  ^n-l         gt  +  {Pi92)'Pi  

't)'{Pt9i)  +  •  ' 

(Pn-iqn^^)  '  (/'n-2^n~s)* 

Aus  l)  findet  man  nach  einfacher  Rechnung 

2\    (P'L-ig^)  •  iP2g\)  _  (P2g3)  :  (P2gi) 

{Pi9n-l)'(jP2qi)        {pz  gl)  :  (P2gi)  +  (^3^4)  :  (P3y2) 

(^45^2)   =(/'3g2)+- 

+  (Pw~2?ii-0'  (Pn-2yn-3) 
{Pn^iqn^)  '  (Pn-2gn~3)  ' 

nnd  in  diesem  Kettenbruche  sind,  was  in  1)  nicht  der  Fall  ist,  sämmtliche 
Glieder  nach  einem  übereinstimmenden  Gesetze  gebildet. 

Man  lasse  nun  die  q  undp  rechtwinkelige  Coordinaten  von  Punkten  der 
Ebene  bedeuten,  dann  ist  bekanntlich  (^Prg$)  der  Ausdruck  für  die  doppelte 
Fläche  eines  durch  den  Ursprung  0  und  die  beiden  Punkte  M,  und  Mr  be- 
stimmten Dreiecks,  wenn  man  diese  Fläche  positiv  oder  negativ  nimmt,  je 
nachdem  die  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  0,  JKf«,  Mr  bestimmte  Dreh- 
ung mit  jener,  durch  welche  positive  Winkel  erzeugt  werden,  übereinstimmt 
oder  entgegengesetzten  Sinnes  ist.  Demgemäss  kann  man  2)  auch  schreiben : 

OM^  Mn^x-OM,M^_OM^Mn-i_  OM^M^iOM^M^    ' 
^^   0  Mn^i  M^  i  0  M^M^''  OMn^xM,"  OM.M^iOM^M^  +  OM^M^xOM^M^ 

OM^M^:OM^M^+.. 

+  OMn^tMn.7'0Mn-.zM„^2 
Oi»/„_3^n-l  :  0Mn^zMn^2 

und  hat  so  eine  Relation  gewonnen ,  aus  welcher  ohne  Mühe  mehrere  — 
übrigens  bereits  bekannte  —  Sätze  der  neueren  Geometrie  gefolgert  werden 
können. 

Der  rechte  Theil  in  3)  enthält  2fi— 5  von  einander  unabhängige  In* 
halte  jener  Dreiecke,  welche  entstehen,  wenn  man  in  einem  Systeme  von 
fi Punkten  einer  Ebene  je  zwei  der  Punkte  mit  einander  geradlinig  ver- 
bindet. Diese  2/i  —  5  Flächen  als  gegeben  angenommen,  findet  man, 
n  nach  und  nach  =5,  6, ...  n  setzend»  aus  der  obigen  Relation  die  Inhalte 
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von  weiteren  2n  —  0  Dreiecken,  nnd  kann  nun  aas  3)  durch  sweckmässige 
Vertauscbung  der  Punkte  die  Flächen  aller  noch  übrigen  Dreiecke  des 
Systemes  ableiten,  welche  wie  die  bereits  vorhandenen,  -den  Scheitel  0 
gemeinschaftlich  besitzen. 

So  würde  man  beispielsweise  für  ein  System  von  8  Punkten  aus  11 
gegebenen  Dreiecken  zunächst  7  Dreiecke  aus  S)  finden,  nnd  hätte,  um  die 
noch  fehlenden  Dreiecke  OM^M^^  OM^M^OM^M^  zu  erhalten,  in  der  ge- 
nannten Gleichung  nur  M^  und  M^  mit  M^  und  M^  zu  vertauschen. 

Da  aber  bekanntlich  die  Fläche  eines  beliebigen,  den  Scheitel  0  nicht 
enthaltenden  Dreiecks  durch  die  Inhalte  von  Dreiecken  mit  dem  Scheitel  0 
ausgedrückt  werden  kann,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  der  Satz: 

„Wenn  man  bei  einem  Systeme  von«  Punkten  in  einer 
Ebeneje  zwei  derselben  durch  Gerade  verbindet  und 
von  den  so  entstehenden  Dreiecken  irgend  2n  —  5  von 
einander  unabhängige  ihrem  Inhalte  nach  als  ge- 
geben annimmt,  so  kann  man  daraus  den  Inhalt  jedes 
der  übrigen  finden." 
Der  specielle  Fall  «==5  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden; 
denn  man  findet  für  denselben 

4)  OM.M^.OM^  M^=  OM^  M^  .  OM^  M^+  OM,  üf, .  OM^  M^, 
eine  Gleichung,  welcheMöbius  in  seinem  barycentrischen  Calcul  abgeleitet 
hat.  Der  entsprechende  geometrische  Satz  wurde  übrigens  bereits  1809 
von  Monge  aufgestellt,  und  die  entsprechende  Determinantenrelation  — 
ein  specieller  Fall  eines  von  Abel  bekannt  gemachten  Theorems  —  schon 
1764  von  Fontaine  angegeben. 

Mob  ins  bemerkt,  dass  mittelst  der  Gleichung  4)  allein  alle  Aufgaben, 
wo  bei  einem  Systeme  von  »Punkten  in  einer  Ebene  aus  den  Inhalten  von 
2n — 5  Dreiecken  (allgemeiner  Figuren)  eine  (2n  —  4)*®  gefunden  werden 
soll,  ohne  Weiteres  gelöst  werden  können.  Auch  dies  zeigt  der  Ketten- 
bruch 3),  wenn  man  sich  zur  Bestimmung  der  Zähler  und  Nenner  seiner 
Näherungsbrüche  des  recurrirenden  Verfahrens  bedient.  So  z.  B.  findet 
man  zur  Berechnung  der  Dreiecksfläche  OMr  M^  die  Kelation 


aus  welcher 

d.  h.  die  Gleichung  4)  angewendet  auf  das  System  der  Punkte  0,  M^,  lfr~2> 

ilfr-.i,    Mr  folgt. 

Aus  3)  folgt  sogleich  ein  zweiter  Satz,  wenn  man  statt  der  Dreiecks- 
flächen die  2  n— 6  Verhältnisse  derselben,  welche  der  Kettenbruch  enthält, 
als  gegeben  annimmt.  Es  lassen  sich  nämlich  sodann  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  alle  noch  übrigen  Verhältnisse  zwischen  den  Flächen  der  Drei- 

13* 
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ecke,  welche  die  Spitze  0  gemeinschaftlich  hahen,  ennitteln.  Da  nun 
das  Verhftltniss  zwischen  den  Flächen  zweier  beliebiger  Dreiecke  des 
Systems  immer  durch  Verhältnisse  zwischen  Dreiecken  mit  dem  Scheitel  0 
ausgedrückt  werden  kann,  so  hat  man  den  Satz: 

„Sindbei  einemSysteme  von  ftPunktenineinerEbene 

von   den  gegenseitigen   Verhältnissen  zwischen  den 

Flächen  der  Dreiecke,  welche  durch  geradlinige  Ver« 

bindung  je   zweier  Punkte    des    Systems    entstehen, 

irgend  "in  —  6  von  einander  unabhängige  gegeben,   so 

kann  man  daraus    alle    übrigen  Verhältnisse  dieser 

Art  finden.** 

Je  zwei  der  Dreiecke,  welche  in  der  wiederholt  erwähnten  Relation  3) 

zu   einem  Verhältnisse  verbunden  sind,  besitzen    eine    gemeinschaftliche 

Basis;  daher  ist  das  Verhältniss  ihrer  Flächen  jenem  Verhältnisse  gleich, 

nach  welchem  die  die  Scheitel  verbindende  Strecke  von  der  Basis  getheilt 

wird  —  vorausgesetzt,  dass  man  auch  die  Strecken  in  der  allgemeineren  von 

Möbius  angegebenen  Weise  auffasst.  Bezeichnetaiso  D^^)  den  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  OMg  mit  MrMt,  so  ist  allgemein 

OMrMs^MrD\os\ 

und  die  Gleichung  d)  übergeht  in 

=  ^8-^(02)  •  ^t-^(02) 


(23j  12  31  (24)  (2  4) 

D<34)  (34) 

-^(02)  J^i '  ^(0  2)  ^8  +  •  • 
(«-3,«-!)  («-3.  «-!) 

^w— l^(0n^2)  "^i»-3^(0it— 2) 

^(ün-3)  ^n-l  : -^(Oa— 3)  ^n— J 

Aus   dieser  Formel   erhält  man  für  ii=4  und  ^2=5  die   beiden  be- 
merkenswerthen  Gleichungen 

-^(03)^8      ^(01)^3       i^(02>  ^1 
//(02)^8      -^(02)^4        -^(02)^1 

von  welchen  die  erstere  eine  bekannte  Beziehung  zwischen  den 
Verhältnissen  ausdrückt,  nach  welchen  die  Seiten  eine» 
Dreiecks  von  den  die  Ecken  mit  einem  beliebigen  vierten 
Punkt  der  Ebene  verbindenden  Geradengescbnitten  werden. 
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während  die  letztere  eine  ebenfalls  bekannte  Eigenschaft  jener  Ver- 
bältnisse  liefert,  nach  welchen  die  Seiten  des  Dreiecks  von 
einer  beliebigen  Transversale  getheilt  werden. 

Es  seien  nun  in  dem  vollständigen  Vierecke  OM^  M^M^  die  beiden  von 

einander  nnabhängigen  Verhältnisse     '^3^^^^^  und  -jVär^   gegeben.      Aus 

i>(02)^i  Aoi)^a 

der  Gleichung  6)  findet  man  zunächst  das  dritte  Verhältniss -*2^— \  und 

f23)  /12) 

indem  man  7)  auf  das  Dreieck  M^M^D^oi)  mit  O2>(03)  als  Transversale  an- 

M.O 
wendet,  erhält  man  ferner  — ^^'     Um  noch  die  zwei  letzten  unbekannten 

Verhältnisse  — ^-^^  und  — —^r  zu  finden,  hat  man  dieselbe  Beziehung  7) 
O/>(02)  OD(Q^) 

(1 3)  (1 2)  f23) 

auf  die  Dreiecke  ^,^sZ> (02)  nud  iKftill/,Z>(os)  mit  der  Schneidenden  OZ?(oi) 
anzuwenden.  Es  sind  also  in  einem  vollständigen  Vierecke  alle  Verhält- 
nisse, nach  welchen  sich  die  Seiten  gegenseitig  durchschneiden,  bestimmt, 
sobald,  von  denselben  zwei  von  einander  unabhängige  gegeben  sind. 

Man  betrachte  nun  das  vollständige  Ftinfeck  OM^MxM^M^  und  setze 

in  demselben  die  vier  von  einander  unabhängigen  Verhältnisse  — ^-jj — , 

2/(02)^1 

fZ-^JiÜ),   a^^m^   !^l!m  als   bekannt   voraus.     Die  RelaÜon  5)  liefert 

J>{0 1)  ift      Ao  3)  ^t      -^(0  2)  ^3 

(11=5  gesetzt)    sofort    zwei    weitere  Verhältnisse      ^    ||J|  und   -~ — *, 

und  diese  sechs  reichen  nach  dem  Vorhergehenden  hin,  um  alle  weiteren 
Verhältnisse  berechnen  zu  können,  welche  sich  auf  die  Vierecke  OM^M^M^^ 
OM^M^M^  und  OM^M^M^  beziehen.      Aus  der   Gleichung   5)  lassen  «ich 

-.   ^(14)  (34)  (24)  (34) 

ferner  4  neue  Verhältnisse  ^^%    %y^^    ^J  J|  und  %^  ableiten, 

M\I>m)       -^(01)^8      ^1-^(13)  Al2)^» 

wenn  man  in  derselben  einmal  die  Stellenzeiger  2  und  3,  ein  zweites  Mal 
0  und  Ml  mit  einander  vertauscht.  Durch  das  erste  Paar  dieser  Verhält- 
nisse sind  alle  Verhältnisse,  welche  sich  auf  das  Viereck  OM^Iff^M^  beziehen 
und  durch  das  zweite  Paar  alle  tmi  MiMfM^M^  bezügliche  Verhältnisse  be- 
stimmt. Also  reichen  4  von  einander  unabhängige  Verhältnisse  hin,  um 
alle  übrigen  zu  finden,  nach  welchen  sich  die  Seiten  eines  vollständigen 
Fünfecks  gegenseitig  theilen.     Und  allgemein : 
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„Wenn  in  einem  vollständigen  n-Ecke  von  den  Ver- 
hältnissen, nach  welchen  je  eine  Seite  von  den  jedes 
Mal  (ihrigen  geschnitten  wird,  2n  —  6  von  einander 
unahbängige  gegeben  sind,  so  können  hieraus  alle 
Verbältnisse  zwischen  den  Abschnitten  einer  jeden 
Geraden  des  Systems  gefunden  werden/^ 

Die  Gleicbnng  5)  fübrt  noch  zu  einem  zweiten  Satze,  wenn  man  die 
einfachen  Verhältnisse  in  Doppel  Verhältnisse  für  Strablenbüschel  ver- 
wandelt. Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  zu  allen  Geraden,  welche  durch 
Verbindung  von  je  zwei  der  n  — 1  Punkte  ifj,  if,,  ...  ^».i  entstehen, 
parallele  Strahlen  durch  0;  dann  ist  das  Doppelverhältniss  zwischen  vier 
Strahlen  wie  OMr,   OMt^OM^  und  OMrt  (Parallelstrahl    zu  MfMt)  dem 

Doppelyerbältnisse     f.^^       :  und  dieses  dem  einfachen  Verhältnisse 

''    !^|  gleich.   Bezeichnet  man  das  Doppelverhältniss  des  obigen  Strahlen- 
de/>(m) 

büschels  kurz  durch  0}  r,  /,  5,  r^ },  so  kann  5)  auch  in  folgender  Form  ge- 
schrieben werden: 


^      Obj  — 1,  l,  2  n  — 1, 1  ^,  — , 

0{«  — J,  2,  1  «  — 1,2| 

_0j3JL2_3lj 


0  |3  2  1   32} +0  {4  2  3  42} 


0  {4  3  2  43/  -H 


+  0{yi— l  «  — 3  w—2  H  — Iw  — 3} 

0  {/i— 1  w— 2  n— 3  n— In— 2} 
und  liefert  nun  den  Satz: 

„Wenn  von  den  möglichen  Doppelverhältnissen  eines 
Büschels,  dessen  Strahlen  den  Seiten  eines  vollstän- 
digen n-Eckes  parallel  sind,  2n — 6  von  einander  un- 
abhängige gegeben  sind,  so  sind  hierdurch  alle 
übrigen  Doppelverhältnisse  bestimmt 

So  reichen  beispielsweise  für  das  durch  das  System  der  vier  Punkte 
bestimmte  Büschel  die  beiden  Doppelverhältnisse  0  |3  1 2  3l{  und  0  {3  2  1  32} 
hin,  alle  Übrigen  zu  bestimmen.  Denn  aus  der  Gleichung  8),  welche  sich 
in  diesem  Falle  vereinfacht  in 

0  13  2  132} 
erhält  man  zunächst  das  dritte  Doppelverhältniss  0  {2  1  3  21},  und  kann  nun 
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aus  diesen  drei  Doppel  Verhältnissen  die  noch  tibrigen  zwölf  unbekannten 
dnrch  Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  ableiten. 
Die  Gleichung  9)  kann  geschrieben  werden : 

a{l  33I  32|=0{32  2I2IJ, 
oder  auch 

A & A 

sin  1  21     sin  2  32     sin  3  31 

*  *  A, 

sin  21  2     sin  32  3     sin  31  1 
und  liefert  demnach  folgenden  Satz : 

„Sechs  Strahlen,  deren  drei  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  verbinden, 
während  die  drei  übrigen  parallel  laufen  zu  den  Sei- 
ten diesesDreiecks,  bilden  eininvolutorischesStrah- 
lenbUschel." 

Ebenso  leicht  überzeugt  man  sich,  dass  für  ein  durch  ein  vollständiges 
Fünfeck  bestimmtes  Büschel  die  Annahme  von  vier  von  einander  unab- 
hängigen Doppelverhältnissen  zur  Bestimmung  aller  übrigen  hinreicht. 
Denn  sind  die  Doppelverhältnisse  ol3123lt,  ot32132i,  oi42342i  und 
0  U  3  2  43I  gegeben,  so  findet  man  aus  der  Gleichung  8)  zunächst  0  t4 1  2 4ii 
und  0  I4  2  1  42 }  und  —  indem  man  2  und  1  mit  einander  vertauscht  —  ferner 
0  { 4  1  3  41}  und  0  {4  3  1  43t  und  dnrch  Vertauschung  der  Punkte  0  und  M^ 
endlich 

Mi  {4:23421  =  0  {14  12  13  42I  und  Jf,  {432431=0  jÜ  13  12  Ü!« 
Durch  das  erste  Paar  dieser  Doppelverhältnisse  ist  das  Strahlenbüschel 
des  Vierecks  OMxM^M^  vollständig  bestimmt;  ebenso  bestimmen  die  vier 
folgenden  Paare  die  Büschel  der  Vierecke  OM^Mz  ^4,  OM^  M^  M^^  OM^  M^M^ 
und  M^M^M^M^,  und  folglich  ist  das  Büschel  des  Fünfecks  OM^M^M^M^ 
selbst  bestimmt. 

Der  Kettenbruch  3)  ist  noch  einer  bemerkenswerthen  Umgestaltung 
fähig.     Bringt  man  ihn  nämlich  auf  die  Form 


l  +  öf 


1+. 


l  +  ö„-3, 

SO  besitzen  die  Grössen  a|,  a^,  ..  ^n^s,  wie  man  leicht  findet,  folgende 
Werthe: 

and  allgemein : 

^^  -      0MrMr^2      '   ÖMi^tl^t  "  "  ^^'^'  ^'  ^(O  ^+^>  ^<«  '-^)^- 
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Schafft  man  a,  in  den  linken  Theil  und  drückt  sodann 

OMn-.xM^      OM,M^_  1 

OM^Mn^x      OM^Mf       0 Ml  M^^x  ^  0 M^M^ 
0  Mn^fMf    0  M^M^ 
ebenfalls  darch  ein  Doppelverhältniss  aus,  so  erhält  man   folgende  neue 
Relation : 

10)  (IT.  if./);:L„o,7>)=,  -(^.^c  <?!) 


1—.  . 


-, T^ 7f  (»-3  «-2)  ^(«-3  «-2) 

aus  welcher  für  w=5 

folgt,  d.  h.:   Ein  vierstrahliges  Büschel  schneidet  jedeTrans- 
V  ersale  nach  demselben  Doppel  Verhältnisse. 

Die  Doppelverhältnisse  zwischen  Punkten  verwandle  man  in  solche 
für  Strahlen  mit  dem  Mittelpunkte  0;   dann  fallen  zwei  Strahlen  wieOlfr 

und  0/)(0r)  zusammen.     Dieses  n —  1  strnhlige  Büschel  schneide  man  durch 
eine  Transversale  und  bezeichne    mit  M'r  den  entsprechenden  Punkt  der 

beiden  Punkte  Mr  und  />(0r);    die  vorige  Gleichung  übergeht  sodann  in 

11)         ^M\M\M'n^xM\)  =  i  —  {Vl\M\M\M\)   ^ 

1  —  (M\M\M\M  ( 
1  — .. 


l  —  (if' «- 2^'n~3 ^  n- 1  ^'n  —4). 

Im  rechten  Theile  von  11)  kommen  n  — 4  von  jenen  Doppel  Verhält- 
nissen vor,  welche  sich  zwischen  je  vier  der  n  —  1  Punkte  einer  Geraden 
aufstellen  lassen,  und  man  überzeugt  sich,  wie  in  den  vorhergehenden 
Fällen,  leicht,  dass  dieselben  hinreichen,  um  aus  ihnen  alle  übrigen  der 
noch  möglichen  Doppelverhältnisse  ableiten  zu  können.  Die  Relation  11) 
auf  n Punkte  einer  Geraden  anwendend,  erhält  man  also  folgenden  Satz: 
„Wenn  bei  einem  Systeme  von  fiP unkten  in  einer  Geraden 
von  den  dadurch  sich  bildenden  Doppelverhältnissen  irgend 
n — 3  von  einander  un  abhängige  gegeben  sind,  so  lassen  sich 
daraus  alle  übrigen  finden/' 

Die  Gleichung  10)  lässt  sich  noch  in  anderer  Weise  zur  Gewinnung 
eines  Satzes  benutzen.  Man  bemerke  zunächst,  dass  durch  dieselbe  die 
Aufgabe  gelöst  werden  kann,  sämmtliche  Doppel  Verhältnisse  zu  finden » 
nach  welchen  die  von  einem  beliebigen  Eckpunkte  —  hier  0  —  aus- 
gehenden n  —  1  Seiten  eines  vollständigen  n- Eckes  alle  übrigen  Seiten  der 
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Figur  theilen,  wenn  von  diesen  Doppelverhftltnissen  n — 4  von  einander 
nnabhJingige  gegeben  sind.  Man  hat  zu  diesem  Behnfe  nur  die  Stellen- 
zeiger in  10}  anf  zweckmässige  Weise  unter  einander  zu  vertauschen,  um 
alle  zur  Berechnung  der  unbekannten  Doppelverhältnisse  nöthigen  Re- 
lationen zu  erhalten.     So  z.  B.  würden  für  das  vollständige  Sechseck  die 

beiden  Doppelverhältnisse  (ifs^i-^oi-^oi)  nnd  {m^M^Dq^  DQ2)  zur  Ermitte- 
lang der  vorerwähnten  übrigen  genügen.  Man  würde  aus  10),  n  successive 
gleich  5  und  gleich  6  setzend,    sogleich  die   beiden  Doppelverhältnisse 

(jy,  lf,Z>04 -^03}  lind  \Mt  Mf  Dob  J^oz)  finden,  und  diese  reichen  nach  dem 
letzten  Satze  hin  zur  Bestimmung  aller  Doppelverbältnisse,  welche  sich 
für  die  5  Durchschnittspunkte  der  durch  0  gehenden  Sechseckseiten  mit 
Jfi  Ift  bilden  lassen.  Durch  Permutation  der  Stellenzeiger  3,  4  und  5  findet 
man  femer  je  zwei  Doppelverhältnisse  für  die  Seiten  M^M^  und  M^M^  und 

(45     45\        /  35      3&\  /  23      23\ 

^5^4^03-^02/,     ^^5^3^04-^02^  nnd  v,^jlfj/>05 ^017,  welch  letz- 
teres  im   Vereine    mit   dem    ursprünglich  gegebenen  Doppelverhältnisse 

/  23      23\ 

(M^M^DoiDot)  die  Doppelverhältnisse  in  M^M^  bestimmt.  Wenn  man  in 
den  durch  die  angegebene  Permutation  erhaltenen  Gleichungen  überdies 
die  Index  1  und  2  mit  einander  vertauscht,  so  findet  man  Doppelverhält- 
nisse, welche  ausreichen  zur  Bestimmung  jener  für  JUtM^y  ^1^5«  ^s^i« 

(13      1 3\ 
M^MiDoiDoz)*     Endlich  vertausche 

(13     t3\ 
il!f,j)!f,Z>0  5Z>0  2J, 

so  sind  auch  die  Doppelverhältnisse  in  der  letzten  noch  unbekannten  Seite 
Jf,  If,  bestimmt.  Es  mögen  nun  an  die  Stelle  des  Punktes  0  der  Reihe  nach  die 
übrigen  n  ~1  Eckpunkte  des  n- Eckes  treten;  aus  der  Gleichung  10)  ent- 
stehen sodann  n  —  1  neue  Gleichungen^  deren  rechte  Theile  je  n — 4  unter 
einander  unabhängige  Doppelverhältnisse  enthalten,  welche  bekannt  sein 
müssen,  um  alle  übrigen  Doppelverhältnisse  berechnen  zu  können,  nach 
welchen  jedes  der  n — 1  Büschel  die  jeweilig  übrigen  n-Eckseiten  theilen. 
Es  scheint  somit,  als  ob  n(n  —  4)  Doppelverhältnisse  gegeben  sein  müssten, 
am  alle  übrigen  Doppelverhältnisse  berechnen  zu  können,  nach  welchen 
die  Seiten,  welche  je  einen  der  Eckpunkte  des  vollständigen  n- Eckes 
gemein  haben,  die  jeweilig  übrigen  Seiten  theilen;  allein  man  überzeugt 
sich  leicht,  dass  unter  den  n(n— 4)  Doppelverhältnissen  blos  2n  —  8  von 
einander  unabhängige  sind,  aus  welchen  die  übrigen  berechnet  werden 
können.  Denn  es  seien  die  2(n  —  4)  Doppel  Verhältnisse  gegeben,  welche 
in  den  rechten  Theilen  von  10)  und  jener  Gleichung  vorkommen,  welche 
aus  10)  durch  die  Vertauschung  von  0  mit  M^  hervorgeht,  so  sind  hierdurch 
alle  Doppel  Verhältnisse  bestimmt,  welche  in  einer   der  beiden   Formen 

(lfrif,/>Ir2>o!f)  nnd  (MrMsDu-DVu)  enthalten  sind.  Für  /=  1,  /'=  0  und 
iir=ti'  besitzen  diese    beiden   Doppel  Verhältnisse  drei    gemeinschaftliche 
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Punkte;    den   dritten   derselben   eliminirend,    findet    man  \MrM^DouDiuf 

=  (MfMgDuo^uUi  d.  h.  ein  Doppelverhältniss  jener  Gleichung,  welche 
ans  10)  durch  Vertauschnng  von  0  mit  Mu  hervorgeht  Indem  man  den 
Stellenzeigem  r  und«  n  — 4  zweckmässig  gewählte  Werthe  beilegt  und 
successive  w=2,  3, ...n  —  1  setzt,  erhält  man  alle  Doppelverhältnisse, 
welche  für  die  noch  nicht  benutzten  n — 2  Gleichungen  erfordert  werden. 
Bedenkt  man  noch,  dass     aus     den  Doppelverhältnissen  von  der  Form 

yMrMgDp^Lj^t)  durch  Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  alle  jene 
abgeleitet  werden  können,  welche  in 

oder  in 

enthalten  sind,  so  ist  man  also  berechtigt,  folgenden  Satz  auszusprechen : 
„Wenn  von  den  Doppelverhältnissen,  welche  in  den 
Seiten  eines  vollständigen  n-Eckes  von  den  gegen- 
seitigen Durchschnitten  derselben  gebildet  werden, 
irgend  2fi^8  von  einander  unabhängige  gegeben  sind, 
so  lassen  sich  daraus  alle  übrigen  finden.** 
Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,   dass  man  den  Kettenbruch 

in  3)  auf  bekannte  Weise  in  eine  Reihe  zu  verwandeln  hat,  um  nach  ein* 

facher  Reduction  die  Flächen relation 

zu  erhalten,  welche  bekanntlich  von  Oscar  Werner  in  den  Bulletins  der 
St.  Petersburger  Akademie  veröflfentlicht  wurde* 


VII. 

Fenpectivische  Darstellung  der  ebenen  Schnitte  von 
Segel-  und  Cylinderflächen. 

Von 

Emil  Koutny, 

Assistenten  am  k.  k.  technischen  Institute  zn  Brunn. 


(Hierzu  Tafel  lU ,  Figur  1—14.) 


A.  Xegelflächen. 

§1. 

Die  Constrnction  der  Schnitte  von  Kegeln  der  zweiten  Ordnung  mit 
Ebenen  bietet  in  der  Perspective  schon  aas  dem  Grande  ein  grösseres  In- 
teresse, als  in  der  orthogonalen  Projection^  weil,  abgesehen  von  den  inter- 
essanten Eigenthttmliehkeiten  der  Centralprojection ,  die  Perspective  einer 
jeden  Kegelschnittslinie,  je  nacli  ihrer  Lage  im  Räume,  wieder  eine  jede  der 
Kegelschnittslinien  sein  kann,  was  in  der  orthogonalen  Projection  nicht  der 
Fall  ist.  Wird  z.  B.  ein  Kegel  durch  eine  Ebene  in  einer  Ellipse  geschnit- 
ten, 80  muss  sich  diese  orthogonal  wieder  als  Ellipse  (ausnahmsweise  als 
Kreis  oder  gerade  Linie)  projeciren,  während  die  Perspective  dieser  Schnitt- 
curve  sich  als  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellen  kann.  Man  wird 
daher  in  vielen  Fällen  nicht  in  der  Lage  sein,  aus  der  Perspective,  ohne  in 
die  Construction  näher  einzugehen ,  zn  erkennen ,  nach  welcher  Curve  im 
Baume  der  Kegel  von  der  Ebene  geschnitten  wurde.  Wir  wollen  im  Nach- 
folgenden die  Construction  der  Schnitte  von  Kegeln  der  zweiten  Ordnung 
mit  Ebenen  in  allen  interessanteren  Fällen  durchführen,  und  die  Bestim- 
mungsstücke der  sich  ergebenden  perspectivischen  Bilder  auffinden,  sowie 
untersuchen,  auf  welche  Weise  die  Lage  der  schneidenden  Ebene  fixirt 
werden  könne ,  wenn  bei  einer  gegebenen  Kegelfläche  ein  bestimmtes ,  in 
vornherein  angenommenes  Resultat  sich  ergeben  soll. 

Wenn  wir  von  der  Annahme,  dass  die  Perspective  der  Schnittcurve 
eine  gerade  Linie  sei  —  welcher  Fall  stets  eintritt,  wenn  die  schneidende 
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Ebene  durch  das  Auge  geht,  also  deren  Verschwindungslinie  mit  der  Bild- 
flächtrace  zusammenfällt —  und  von  dem  Kreise,  den  wir  als  speciellen 
Fall  der  Ellipse  betrachten,  absehen,  so  bleiben  von  den  Curven  der  zwei- 
ten Ordnung  die  Ellipse,  die  Hyperbel  und  die  Parabel,  welche  Linien  ein- 
mal als  Schnittcurve  im  Räume,  das  andere  Mal  als  Perspective  der  letzte- 
ren gewählt,  neun  Combinationen  gestatten,  daher  auch  neun  verschiedene 
Auflösungsfälle  zu  betrachten  sein  werden.  Ehe  wir  jedoch  zur  Construc- 
tion  selbst  schreiten,  muss  Folgendes  vorangeschickt  werden. 

§2. 

Es  sei  PQ  (Fig.  1)  die  Bildfläche,  0  das  Auge,  P'Q'  die  durch  -das 
Auge  parallel  zur  Bildfläche  geführte  Ebene,  SBC  ein  Kegel  J^,  dessen 
Basis  BCm  der  Ebene  H  liegt,  und  welcher  von  der  Ebene  E  in  der  Carve 
FG  geschnitten  wird;  endlich  /  eine  durch  die  Kegelspitze  gehende  Gerade, 
durch  welche  die  Kegelspitze  fixirt  ist.  Es  ist  sodann  sz  die  Perspective 
des  Kegels,  12  jene  der  Schnittfigur  FG^  E^  die  Bildflächtrace  und  E^  die 
Verschwindungslinie  der  schneidenden  Ebene  E^  By  und  H^  die  gleich- 
namigen Bestimmungsstücke  der  Basisebene  ZT,  v  der  Verschwindungspunkt 
der  Geraden  /,  und  d  der  Durchstosspunkt  derselben  mit  der  Bildebene; 
ferner  ist  MN  die  Verschwindungslinie  oder  Flucht  des  Kegels  A",  welche 
durch  die  Verschwindungspunkte  sämmtlicher  Erzeugenden  des  Kegels  ge- 
bildet wird. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Perspective  sz  auch  durch  unendlich  viele 
andere  Kegel  entsteht,  welche  erhalten  werden,  wenn  m.an  den  gegebenen 
Kegel  K  parallel  zu  sich  selbst  so  fortbewegt,  dass  seine  Spitze  stets  in  dem 
zugehörigen  Sehstrahl  SO  verbleibt.  Hieraus  folgt,  dass  die  in  derselben 
Sehstrahlenebene  liegenden  Erzeugenden  dieser  Kegelflächen  zu  einander 
parallel  sind,  und  dass  somit  diese  Kegelflächen  sämmtlich  eine  und  die- 
selbe Fluchtlinie  besitzen. 

Betrachten  wir  unter  allen  diesen  Kegeln  jenen  A:,  dessen  Spitze  8  in 
der  Bildebene  liegt,  so  muss,  dem  Vorigen  zufolge,  bc  seine  Basis,  daher 
A^,  Hv  die  Bestimmungsstücke  der  Basisebene  A,  und  ^,  parallel  zu  E^  die 
neue  Schnittebene,  somit  €h  deren  Bildflächtrace  und  E^  deren  Verschwin- 
dungslinie ,  sowie  fg  die  neue  Schnittfigur  sein.  Wir  werden  stets  diesen 
Kegel  A:,  welcher  dasselbe  perspectivische  Bild  wie  jener  K  liefert,  als 
Grundlage  der  Construction  benützen,  daher  vor  Allem  zu  untersuchen 
nothwendig  haben ,  in  welchem  Verhältnisse  die  Bestimmungsstücke  der 
neuen  Fläche  k  zu  jenen  der  gegebenen  K  stehen,  und  wie  erstere  aus  den 
letzteren  ermittelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  die  Spitze 
S  eine  zur  Bildfläche  parallele  Ebene  SH  und  bestimmen  die  Schnitte  der- 
selben mit  den  Ebenen  E  und  H^  so  ist  ersichtlich ,  dass  e^  und  h^  als  Per- 
spectiven der  Tracen  E  und  H  angesehen  werden  können.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  Unterscheidung  von  der  Bildflächtrace  J?»,  jene  €k  der  vei[- 
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schobenen  Ebene  mit  dem  Namen  Nebentrace,  so  folgt  der  Satz:  dass  die 
Nebentrace  einer  Ebene  erhalten  wird,  wenn  man  diese  Ebene 
mit  einer  dnrch  die  Kegelspitze  zur  Bildfläche  parallel  ge- 
führten Ebene  schneidet  und  die  Perspective  der  Schnitt- 
linie sucht. 

Die  Nebentrace  wollen  wir  ähnlich  wie  die  Bildflächtrace  E^,  mit  dem 
der  Ebene  J?  zukommenden  Buchstaben  bezeichnen,  und  denselben  mit  dem 
Index  p  versehen.  Dass  i^uch  för  die  verschobene  Ebene  die  Verschwin- 
dnngslinie  £p  constant  bleibt,  ist  von  selbst  verständlich. 

Fahrt  man  durch  s  eine  Gerade  so  parallel  zu  /,  so  dient  erstere  zur 
Fixirnng  der  Kegelspitze  s  in  derselben  Weise,  wie  /  zur  Fixirung  der  Ke- 
gelspitze S.  Nachdem  jedoch  der  Durchstosspunkt  der  Geraden  so  mit  der 
Bildebene  in  den  Punkt  s  föllt,  und  der  Verschwindungspunkt  t>  für  beide 
Gerade  /  und  s8  derselbe  bleibt,  so  ist  zur  Bestimmung  der  Geraden  s8 
das  Nöthige  bereits  vorhanden.  Ebenso  wird  jede  andere  Gerade  entspre- 
chend dem  Kegel  verschoben,  wenn  man  deren  Verschwindungspunkt  un- 
geändert  lässt  und  als  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  jenen  Punkt  an- 
sieht, welcher  als  Perspective  des  Durchschnittspunktes  dieser  Geraden 
mit  der  durch  die  Kegelspitze  zur  Bildfläche  parallel  gelegten  Ebene  er- 
halten wird.  Dieser  sei  kurzweg  der  Nebendurchstosspunkt  der  Geraden 
genannt. 

Wird  der  Kegel  k  so  weit  verlängert,  bis  er  die  durch  das  Auge 
parallel  zur  Bildfläche  gehende  Ebene  PV*  die  Distanz  ebene,  schneidet, 
80  erhält  man  eine  Cur  ve,  die  wir  Distanztrace  des  Kegels  heissen  wollen; 
analog  diesem  sei  die  orthogonale  Projection  dieser  Curve  auf  der  Bild- 
fläche, die  Distanztrace- Projection  genannt.  Aus  gleichem  Grunde 
ist  sodann  e  die  Distanztrace  der  schneidenden  Ebene. 

In  derselben  Weise  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  6  einer 
Geraden  «A  mit  der  Distanzebene  mit  dem  Namen  Distanzpunkt  die- 
ser Geraden,  sowie  dessen  orthogonale  Projection  auf  der  Bildfläche  mit 
Di  stanzpunkt- Projection. 

Betrachten  wir  die  Kegelfläche  k  und  jene  OMN,  welche  durch  die 
den  einzelnen  Kegelerzeugenden  entsprechenden  Parallelstrahlen  ent- 
steht, 80  ist  einleuchtend,  dass  beide  Flächen  congruent  sind,  jedoch 
eine  entgegengesetzte  Bichtung  haben,  woraus  folgt,  dass  die  Distanz- 
trace, also  auch  die  Distanztrace-Projection  eines  Kegels, 
dessen  Spitze  in  der  Bildfläche  liegt*),  der  Verschwindungs- 


*)  Wenn  wir  dos  Bild  eines  Kegels  K  auch  so  fixirt  darstellen ,  dass  seine  Spitze 
nicht  in  der  Bildebene  liegt,  so  werden  wir  in  der  Folge  doch  die  Schnittcurve  mn  des 
bezüglichen  Uilfskegels  k  anf  der  Distanzebeue  P^Q'  mit  dem  Namen  „Distanztrace 
des  gegebenen  Kegels**  bezeichnen  und  uns  dieselbe  durch  jenen  k  entstanden  den- 
ken. Dasselbe  gilt  auch  bezüglich  sämmtlicher  Ebenen,  deren  Distanztracen  erst 
durch  eine  dem  Kegel  entsprechende  Vorschiebung  {ß  nach  e)  entstehen. 
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linie  des  Kegels  congruentist,  jedoch  gegen  letztere  eine  um 
180°  verwendete  Lage  hat. 

§.3, 

Es  sei  B  (Fig.  2)  die  Bildebene,  B'  die  Distanzebene,  0  das  Auge,  A 
der  Augpunkt,  daher  Ey  die  Bildflächtrace,  E„  die  Verschwindungslinie,  E^ 
die  Distanztrace  und  E"p  die  Distanztrace-Projection  der  Ebene  E.  Legt  man 
durch  den  Hauptstrahl  AO  eine  auf  ^  senkrechte  Ebene,  deren  Bildfläch- 
trace  vB^'  ist,  so  schneidet  sie  die  Ebene  E  in  der  Geraden  GR,  die  Paral* 
lelebene  OE^  in  der  zu  CA  parallelen  Geraden  vOy  und  man  erhält,  wenn 
aus  0  und  B  die  Perpendikel  OA  und  ÄÄ"auf  die  Bildfläche  errichtet  wer- 
den, zwei  congruente  Dreiecke  vAO  und  G B K\  woraus 

GB!'  =  Av 
folgt. 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  von  E"^  und  zeigt  an,  das 8 
die  Distanztrace-Projection  E"p  einer  Ebene  in  einem  Ab- 
stände, welcher  der  Entfernung  der  Verschwindungslinie 
dieser  Ebene  vom  Augpunkte  gleich  ist,  von  der  Bildfläch- 
trace  der  Ebene  zu  letzterer  parallel  läuft.  Dass  hier  die  Bild- 
flächtrace  jener  Ebene  gemeint  ist,  in  welcher  die  Distanztrace  liegt,  ist 
selbstverständlich.  In  Fig.  1 ,  wo  map  den  Hilfskegel  k  als  Basis  der  Con- 
struction  wählt,  ist  offenbar  dieser  Abstand  nicht  von  E^j  sondern  von  der 
Nebentrace  e^  nach  aufwärts  aufzutragen.  Die  Hichtung,  nach  welcher 
diese  Entfernung  zu  übertragen  ist,  wird  durch  die  Lage  der  Ebene  gegen 
die  Bildfläche  bedingt.  Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,  dass  man  die  Länge 
Av  von  G  aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  von  jener,  in  welcher 
sich  die  Verschwindungslinie  E^  vom  Augpunkte  befindet,  aufzutragen  hat. 

Ist  L  eine  Gerade  im  Räume,  welche  die  Bildfläche  im  Punkte  cf,  die 
Distanzebene  in  F  schneidet,  und  deren  Parallelstrahl  Ov  die  Bildfläche  in  e, 
d.  i.  im  Verschwindungspunkte  dieser  Geraden  trifft,  so  giebt  die  Verbin- 
dungslinie /  der  Punkte  d  und  v  die  Perspective  der  Geraden  L,  Der  Di- 
stanzpunkt /"der  Geraden  L  projecirt  sich  orthogonal  auf  der  Bildfläche  im 
Punkte  F'\  Verbindet  man  jP"mit  d  und  A^  sowie  F  mit  0,  so  erhält  man 
die  Parallelogramme  t>dOF,  AF"OF  und  die  congruenten  Dreiecke  t>0^ 
und  dFF"'^  aus  ersteron  folgt: 

OF#vd  und  OF#^F",  daher 

AF"  gleich  und  parallel  zu  »rf, 
und  aus  den  beiden  Dreiecken,  deren  Ebenen  zu  einander  parallel  sind : 

dF"  gleich  und  parallel  zu  f?-4, 
daher  auch  das  Viereck  dvAP"  ein  Parallelogramm  ist. 

Av  giebt  bekanntlich  die  Richtung  der  orthogonalen  Projection  der 
Geraden  L  auf  der  Bildfläche  an,  während  dF"  diese  Projection  selbst  ist. 
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Die  Projection  F"  des  Distanzpunktes  /'einer  Geraden  L 
kann  daher  auf  mehrfache  Weise  gefunden  werden;  entweder  indem 
man  die  Bildflächprojection  d¥"  dieser  Geraden  mit  einer 
durch  den  Augpunkt  Ä  gezogenen,  zur  Perspective  /  der  Ge- 
raden geometrisch  Parallelen  ^F'^  zum  Durchschnitt  bringt, 
oderindemman  auf  der  Bildflächprojection,  yom  Durchstoss- 
punkte  d  mit  der  Bildebene  aus,  ein  Stück  dF"  aufträgt,  das 
der  Entfernung  des  Verschwindungspunktesv  vom  Augpunkte 
gleich  ist,  oder  endlich,  indem  man  durch  den  Augpunkt  ^ 
eine  geometrische  Parallele  ÄF"  zur  Perspective  /  der  gege- 
benen Geraden  zieht,  und  auf  derselben,  vom  Augpunkte  aus, 
einStttck  t>(/ gleich  der  wahren  Länge  der  Perspective  /zwi- 
schen demVerschwindungspunkte  und  Durchstosspunkte  mit 
der  Bildflache  aufträgt. 

Werden  derart  die  Projectionen  der  Distanzpunkte  sämmtlicher  Er- 
zeugenden eines  Kegels  (dessen  Spitze  in  der  Bildfläche  liegend  angenom- 
men wird)  gesucht,  so  erhält  man  eine  zur  Yerschwindungslinie  des  Kegels 
congruente  Curve  als  Distanztrace-Projection  des  Kegelf.  Berücksichtigt 
man  weiter,  dass  der  Punkt  F^'  gegen  A  oder  d  eine  solche  Lage,  wie  der 
Punkt  9  gegen  d  beziehungsweise  Ä  hat,  so  ist  ersichtlich,  dass  auch  die 
Distanztrace  -  Projection  des  Kegels  gegen  den  Angpunkt  oder  gegen  die 
Kegelspitze  eine  gleiche  Lage ,  wie  die  Yerschwindungslinie  des  Kegels 
gegen  die  Kegelspitze^  beziehungsweise  gegen  den  Augpunkt  hat. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  die  Kegelspitze  d  in  Verbindung 
mit  der  Distanztrace-Projection  parallel  fortgeschoben  denkt,  bis  erstere  in 
den  Augpunkt  gelangt,  und  hierauf  das  Ganze  um  den  Augpunkt,  als  Mit- 
telpunkt, um  180®  dreht,  die  Distanztrace-Projection  mit  der  Verschwin- 
dungslinie  des  Kegels  zusammenfällt;  ein  Gleiches  gilt,  wenn  man  den 
Augpunkt  in  Verbindung  mit  der  Distanztrace-Projection  so  weit  verschiebt, 
bis  erstere  in  die  Kegelspitze  gelangt  und  hierauf  das  Ganze  um  ]80®  ver- 
wendet. I 

§.4. 

Aus  dem  im  §.  1  Gesagten  ist  schon  ersichtlich ,  dass  man  in  der  Per- 
spective, bei  der  Construction  des  ebenen  Schnittes  eines  Kegels  der  zwei- 
ten Ordnung,  in  Bezug  auf  die  als  Resultat  sich  ergebende  Curve  eine 
doppelte  Untersuchung  vorzunehmen,  und  zwar  nachzusehen  hat: 

a)  in  welcher  Curve  der  Kegel  von  der  Ebene  geschnitten  wird, 
und 

\i)  welches  die  Perspective  dieser  Kegelschnittslinie  sein  wird. 

a)  Was  den  ersten  Punkt  anbelangt,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Ebene 
parallel  zu  einer,  «u  miehreren  oder  zu  gar  keiner  Erzeugenden  der  Fläche 
ist.     Zu   diesem  Behufe  wird  man  die  gegebene  Ebene  parallel  zu  sich 
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selbst  so  lange  verschieben ,  bis  sie  durch  die  Eegelspitze  geht,  und  sodann 
die  Tracß  derselben  auf  der  Basisebene  suchen;  je  nachdem  diese  Gerade 
die  Leitlinie  des  Kegels  nicht  schneidet,  berUhrt  oder  schneidet,  wird  die 
Schnittcurve  im  Haume  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung,  wenn  die  Fluchtlinie  der 
Kegelfläche  gegeben  ist;  alsdann  wird  auch  die  Versobwindungsltnie  der 
durch  die  Kegelspitze  gelegten  Ebene  zu  suchen  sein,  welch'  erstere  jedoch, 
da  die  Richtung  der  Ebene  ungeändert  bleibt,  mit  der  Verschwindungslinie 
der  gegebenen  Ebene  zusammenfallt.  Man  hat  demnach  blos  zu  sehen,  ob 
die  Verschwindungslinie  des  Kegels  von  jener  der  schneidenden  Ebene 
nicht  getroffen,  berührt  oder  geschnitten  wird,  um  wie  früher  die  Art  der 
Schnittcurve  zu  erhalten. 

b)  Was  die  Perspective  der  Schnittcurve  betrifft,  so  gestaltet  sich  die 
Untersuchung  etwas  umständlicher,  ktmii  jedoch  ganz  unabhängig  von  Obi- 
gem und  in  ähnlicher  Weise  durchgeführt  werden,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass  die  Perspective  der  Schnittcurve  nichts  Anderes,  als  der  Durch- 
schnitt einer  Kegelfläche,  die  das  Auge  zur  Spitze  und  die  Schnittfigur  im 
Baume  zur  Iieitlinie  hat,  mit  der  Bildebene  ist.  Man  wird  mithin  auch  hier 
die  schneidende  Ebene,  d.  i.  die  Bildebene,  so  lange  verschieben,  bis  sie 
durch  die  Spitze  des  Strahleukegels  geht,  also  mit  der  Distanzebene  zu- 
sammenfallt, und  nachsehen,  ob  sie  einzelne  Punkte  der  Schnittcurve  in  sich 
enthält  oder  nicht,  oder  ob  sie  letztere  berührt.  Im  ersten  Falle  wird  die 
Perspective  der  Schnittfigur  eine  Hyperbel,  im  zweiten  eine  Ellipse,  im 
dritten  endlich  eine  Parabel  sein. 

Um  die  in  der  Distanzebene  liegenden  Punkte  der  Schnittfigur  zu  er- 
halten, ist  sowohl  der  Schnitt  der  Kegelfläche,  als  jener  der  schneidenden 
Ebene  mit  obiger  Ebene  zu  suchen,  daher  behufs  der  Bestimmung  der  Per- 
spective der  Schnittfigur  folgende  Regel  aufgestellt  werden  kann: 

Man    suche    die    Distanztrace-Projectionen     des 
Kegels  und  der  schneidenden  Ebene  ,  und  sehe,  ob  sie 
sich  berühren  oder  schneiden,  oder^bsiekeinePunk- 
te  gemein  haben;  im  ersten  Falle  erhält  man  eine  Pa- 
rabel, im   zweiten  eine  Hyperbel,  im  dritten  eine  El- 
lipse als  Perspective  der  Schnittfigur. 
Da,  wie  früher  gezeigt  wurde ,  die  Distanztrace-Projection  des  Kegels 
seiner  Verschwindungslinie  congruent  ist  und  auf  die  dortselbst  angegebene 
Weise  in  letztere  versetzt  werden  kann,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Verr 
Zeichnung  der  Distanztrace-Projection  des  Kegels  nicht  nothwendig,  son- 
dern blos  zu  bestimmen  sein  wird,  wohin  die  Distanztrace-Projection  der 
schneidenden  Ebene  gelangt,  wenn  dieselbe,  in  Verbindung  mit  jener  der 
Kegelfläche,  in  die  Verschwindungslinie  des  Kegels  versetzt  wird. 

Ist  t  (Fig.  2)  der  Mittelpunkt  der  Fluchtlinie  des  Kegels,  demnach  F'*^ 
der  Mittelpunkt  der  Distanztrace-Projection  desselben,  und  E"p  jene  der 
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scbneidenden  Ebene,  ferner  d  die  in  der  Bildfläche  angenommene  Kegel- 
spitze  (mithin  Ey  die  Nebentrace  der  Ebene  j^),  und  wird  A  in  Verbindung 
mit  den  Distanztrace-Projectionen  des  Kegels  und  der  Ebene  E  nach  (f  ver-- 
setzt,  80  gelangt  R"  nach  M  {Ji"M  ||  Ad)^  daher  nach  der  Drehung  um  180* 
nach  N^  wobei  dil=idNist.  Durch  den  so  erhaltenen  Punkt  ist  nun  die 
▼  erschobene  Trac^  E*p  (die  hier  mit  Ep  aus  dem  Grunde  zusammen- 
lUlt,  weil  die  Kegelspitze  in  der  Trace  Es  liegt)  parallel  mit  E9  zu  ziehen. 

Nun  ist  jedoch 

AR''=:OR  =  rGy 
mithin  auch 

dN=i>G, 
d.h. 

die  Entfernung  der  verschobenen  Trace  E'p  von  der 
Kegelspitze  ist  gleich  der  Entfernung  der  Neben- 
trace von  der  Verschwindungslinie  der  gegebenen 
Ebene, 

oder,  wie  aus  diesem  folgt: 

der  Abstand  der  verschobenen  Trace  von  der  Flucht- 
linie  der  schneidenden  Ebene  ist  gleich  der  Entfer- 
nung   der  Kegelspitze    von    der   Nebentrace    dieser 
Ebene. 
Betrachtet  man  ferner  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Verschiebung 
geschah ,  so  wird  ersichtlich ,  dass  die  Verschwindnngspunkte  jener  Erzeu- 
genden, welche  durch  die  in  der  Distanzebene  gelegenen  Punkte  der  Schnitt- 
curve  gehen,  sowohl  in  der  Verschwindungslinie  des  Kegels,  als  in  der  ver- 
sehobenen  Trace,  folglich  im  Durchschnitte  beider  liegen  müssen,  dass  d  a- 
her  die  verschobene  Trace  zugleich  die  Verschwindungslinie 
derjenigen   Ebene  ist,  welche    die   genannten  Erzeugenden 
enthält.    Die  Nebentrace  Sp  dieser  Ebene  geht  durch  die  Kegelspitze. 

Ist  Ep  (Fig.  3)  die  Nebentrace,  E^  die  Verschwindungslinie  der  Schnitt- 
ebene und  sind  Sp  und  E'p  die  gleichen  Stücke  der  die  genannten  Erz«eu- 
genden  bestimmenden  Ebene;  ferner  Fpj  Fp  dieselben  Bestimmungsstticke 
der  Basisebene  des  Kegels,  so  sind  ed  und  vV  die  Basistracen  der  beiden 
ersteren  Ebenen.  Da  nun,  wie  eben  bewiesen  wurde,  der  Abstand  der 
Verschwindungslinien  Ep^  E'p  gleich  jenem  der  Nebentracen  Ep  und  Sp  ist, 
nnd  die  Geraden /VtmdFp  zu  einander  parallel  sind,  so  müssen  die  Stücke  vv 
nnd<f</' einander  gleich,  und  die  Geraden  ecf  und  o'd' zu  einander  parallelsein. 
Hieraus  folgt  der  Satz,  dass  dieTracen  der  schneidenden  Ebene 
und  der  durch  die  obigen  Erzeugenden  gehenden  Ebene  auf 
irgend  einer  dritten,  folglich  auch  auf  der  Basisebene  des 
Kegels  zu  einander  geometrisch  parallel  sind« 

ZciUckrifl  f.  Mathematik  u.  Physik.  XII,  S.  14 
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§.5. 

Die  Verzeichnung  des  Schnittes  eines  Kegels  mit  einer  Ebene  kann 
derart  vorgenommen  werden,  dass  man  entweder  einzelne  Punkte  der 
Schnittcurve  aufsucht  und  diese  entsprechend  durch  eine  Curve  verbindet, 
oder  die  Bestimmungsstücke  derselben,  d.s.  zwei  conjugirte  Axen,  eine 
Axe  und  die  Asymptoten  uod  dergl.  sucht,  und  Über  diesen  die  Schnittcurve 
construirt.  Die  Verzeichnung  einzelner  Punkte  soll  hier  weiter  nicht  be- 
rührt werden. 

Was  die  Bestimmung  von  conjugirten  Durchmessern  der  Perspective 
der  Schnittcurve  betrifft,  so  ist  hierbei  der  Grundsatz  festzuhalten,  dass  ein 
Durchmesser  die  Berührungspunkte  zweier  zu  einander  paralleler  Tangen- 
ten der  Curve  verbindet,  welche  Tangenten  als  Durchschnitte  der  an  die 
betreffenden  Punkte  der  Fläche  geführten  Berübrungsebenen  mit  der  schnei- 
denden Ebene  resultiren.  Da  jedoch  die  Perspectiven  von  zwei  beliebigen, 
im  Baume  zu  einander  parallelen  Tangenten  (mit  Ausnahme  der  zur  Bild- 
fläche selbst  parallelen  Tangenten)  convergiren,  so  werden  wir  unser  Augen- 
merk insbesondere  auf  die  Construction  jenes  Axenpaares  richten,  von  wel- 
chem die  eine  Axe  den  zur  Bildfläche  parallelen  Sehnen  der  Schnittfigur 
conjugirt  ist,  während  die  andere  zur  Bildfläche,  daher  auch  zur  Bildfläch- 
trace  der  schneidenden  Ebene  parallel  läuft. 

Die  zur  Auffindung  der  ersteren  Axe  an  die  Kegelfläche  zu  führenden 
Tangirungsebenen  müssen  «demzufolge  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die 
Bildflächtracen  und  Verschwindungslinien  derselben  zur  Verschwindungs- 
liuie  der  schneidenden  Ebene  parallel  seien,  und  werden  auf  Grund  dieser 
Voraussetzung  vorerst  zu  suchen  sein. 

Ist  die  Perspective  der  Schnittcurve  eine  Hyperbel ,  so  wird  es  sich 
vorzugsweise  um  die  Bestimmung  der  Asymptoten  handeln.  Das  zu  glei- 
chem Zwecke  in  der  orthogonalen  Projectiou  angewendete  Verfahren  führt 
in  der  Perspective  nicht  zu  dem  gewünschten  Hesultate ,  indem  es  auf  dem 
Grundsatze  fusst,  dass  die  Asymptoten  Tangenten  an  unendlich  weit  ent- 
fernte Punkte  der  Schnittcurve  sind.  Während  wohl  in  der  orthogonalen 
Projectiou  die  Projectionen  der  besagten  Punkte  gleichfalls  in  unendlicher 
Entfernung  liegen,  fallen  die  Perspectiven  derselben  in  die  Flucht  der  Ke- 
gelfläche, daher  dieses  Verfahren  in  der  Perspective  blos  die  Tangenten 
an  diejenigen  Punkte  des  Bildes  giebt,  in  welchen  dieses  von  der  Ver- 
schwindnngslinie  der  schneidenden  Ebene  getroffen  wird. 

Behufs  Verzeichnung  der  Asymptoten  des  Bildes  der  Schnittcurve 
müssen  vorher  die  unendlich  weit  entfernten  Punkte  desselben,  sowie  die  die- 
sen Punkten  entsprechenden  Erzeugenden  des  Kegels  aufgesucht  werden. 
Die  Perspective  eines  Punktes  föllt  jedoch  in  unendliche  Entfernung,  weni^ 
der  betreffende  Sehstrahl  parallel  zur  Bildebene  wird,  d.  h.  wenn  der  Punkt 
in  der  Distanzebene  liegt.     Die  zu  suchenden  Punkte  der  Schnittfigur  er- 
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geben  sich  daher  im  Durchschnitte  der  Distanztracen  der  Kegelfläche  und 
der  sehneidenden  Ebene,  mithin  die  Yerschwindungspunkte  der  diesen 
Punkten  zugehörigen  Erzeugenden  im  Durchschnitte  der  Fluchtlinie  des 
Kegels  mit  der  verschobenen  Trace  der  schneidenden  Ebene,  wie  in  §.  4  ge- 
zeigt wurde. 

Nachdem  die  unendlich  weit  entfernten  Punkte  der  Perspective  fizirt 
sind,  kann  der  obige  Satz  zur  Auffindung  der  Asymptoten  in  Anwendung 
gebracht  werden,  d.h.  man  wird  durch  die  eben  gefundenen  Erzeugenden  die 
Tangirungsebenen  der  Kegelfläche  legen  (indem  man  deren  Verschwin- 
dungslinien  durch  die  Yerschwindungspunkte  der  Erzeugenden  taugen- 
tiell  an  die  Flucht  des  Kegels ,  die  Nebentracen  durch  die  Kegelspitze  pa- 
rallel zu  den  bezüglichen  Verschwindungslinien,  die  Basistracen  durch  die 
Fusspunkte  der  Erzeugenden  tangentiell  an  die  Leitlinie  des  Kegels  zieht) 
und  die  Schnitte  derselben  mit  der  schneidenden  Ebene  bestimmen.  Die 
so  erhaltenen  Geraden  werden  die  verlangten  Asymptoten  geben. 

Indem  die  beiden  Erzeugenden  so  gesucht  wurden ,  dass  die  Perspec- 
tiven ihrer  Durchschnitte  mit  der  schneidenden  Ebene  in  unendliche  Ent- 
fernung fallen,  so  müssen  diese  Erzengenden  selbst,  als  auf  unendlich  weit 
entfernte  Punkte  der  Curve  zugehend,  die  Richtungen  der  Asymptoten  be- 
stimmen, daher  zu  den  gefundenen  Asymptoten  parallel  sein,  welcher  Um- 
stand eine  Controle  für  die  Richtigkeit  und  Genauigkeit  der  Arbeit  bietet. 

Die  Asymptoten  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  des  Bildes,  während 
die  Perspectiven  der  Asymptoten  der  Schnittfigur  sich  in  der  Perspective 
des  Mittelpunktes  der  letzteren  begegnen. 

Die  reelle  Axe  der  Perspective  ergiebt  sich  ihrer  Lage  nach  durch 
Halbiren  des  Asymptoten  winkeis.  Da  diese  Gerade  in  der  schneidenden 
Ebene  liegt,  so  wird  ihr  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  und  ihr  Ver- 
schwindungspunkt  im  Durchschnitte  der  Axe  mit  der  Bildflächtrace  und 
Yerschwindungslinie  dieser  Ebene  erhalten.  Um  die  Endpunkte  der  Axe 
zu  bestimmen ,  hat  man  einfach  den  Durchschnitt  der  eben  gezogenen  Ge- 
raden mit  der  Kegelfläche  zu  construiren ,  was  bekanntlich  in  der  Weise 
geschieht,  dass  man  durch  die  Gerade  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  legt 
und  die  in  derselben  liegenden  Erzeugenden  sucht.  Die  fraglichen  End- 
punkte ergeben  sich  sodann  im  Durchschnitte  der  Geraden  mit  diesen  Er- 
leugenden. 

Die  imaginäre  Axe  und  die  Brennpunkte  der  Perspective  folgen  aus 
den  bereits  gefundenen  Bestimmungsstücken. 

Ist  die  Yerschwindungslinie  eines  Kegels  nicht  bekannt,  sondern  blos 
dessen  Trace  auf  einer  beliebigen  Ebene  und  die  durch  eine  Gerade  fixirte 
Kegelspitze  gegeben,  so  kann  derart  vorgegangen  werden,  dass  man,  wie 
früher,  die  verschobene  Trace  E'p  als  Yerschwindungslinie  der  durch  die 
fraglichen  Erzeugenden  gehenden  Ebene  sucht ,  die  Nebentrace  durch  die 
Kegebpitze  zieht,  und  den  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Basisebene 
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des  Kegels  verzeichnet.  Die  so  erhaltene  Trace  schneidet  die  Basis  in  den 
Fasspunkten  der  za  suchenden  Erzeugenden.  Mit  Berücksichtigung  des 
zum  Schlüsse  des  vorhergegangenen  Paragraphen  aufgestellten  Satzes  er- 
giebt  sich  daher  für  diesen  Fall  folgende  Regel  zur  Bestimmung  der  zu  den 
Asymptoten  parallelen  Erzeugenden: 

Man  suche  die  Basistrace  der  schneidenden  Ebene, 
sowie     den     Durchschnitt     einer    durch     die    Kegel- 
spitze zur  Bildflächtrace  dieser  Ebene  parallel  gezo- 
genen Oeraden   mit  der  Basisebene,  und  führe  durch 
diesen  Durchschhittspunkt  eine  Oerade  geometrisch 
parallel  zur  erstgefundenen  Basistrace.     Die  so  gezo- 
gene Gerade  schneidet  die  Leitlinie  des  Kegels  in  den 
Fusspunkten  der  zu  suchenden  Erzeugenden. 
Ueber  diesen  Gegenstand  sei  noch  bemerkt,  dass  man  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  in  der  Lage  ist,  die  Asymptoten  des  Bildes  der  Schnitt- 
figur einer  jeden  Kegelfläche  mit  beliebiger  Leitlinie ,  wenn  dieselbe  auch 
keinem  geometrischen  Gesetze  Folge  leistet,  zu  bestimmen,   ohne  dass  es 
nöthig   wäre,  vorerst  die  Flucht   dieser  Fläche   oder   irgend   eine  andere 
Curve  aufzusuchen. 

Berührt  die  verschobene  Trace  der  schneidenden  Ebene  die  Verschwin- 
dungslinie  des  Kegels ,  oder  berührt  die  dieser  Trace  als  Verschwindungs- 
linie  einer  Berührungsebene  des  Kegels  zukommende  Basistrace  die  Leit- 
linie desselben,  so  ist  die  Perspective  der  Schnittcurve  eine  Parabel,  deren 
Axenrichtung  durch  die  Erzeugende,  in  welcher  die  Berührung  erfolgte, 
gegeben  ist.  Man  hat  sodann  blos  zwei  Punkte  der  Schnittfigur  zu  suchen, 
die  Verbindungslinie  derselben,  als  Sehne  der  Parabel,  zu  halbiren,  durch 
den  Halbirungspunkt  eine  zur  Axenrichtung  parallele  Gerade  zu  ziehen, 
und  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kegelfläche,  welcher  den  der 
Sehne  entsprechenden  Scheitel  der  Parabel  liefert,  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  nun  das  Gesagte  zur  Lösung  der  in  §.  1  angedeuteten  Fälle 
anwenden,  und  die  einzelnen  Constructionen  besprechen. 

§.6. 

Aufgabe.  Es  ist  eine  Kegelfläche  durch  eine  Ebene  nach  einer  El- 
lipse so  zu  schneiden,  dass  die  Perspective  der  Schnittfigur  gleichfalls  eine 
Ellipse  wird,  und  sind  zwei  conjugirte  Axen  der  letzteren  zu  bestimmen. 

Lösung.  Es  sei  ^  der  Augpunkt,  HH  die  Horizontslinie,  TFdie 
Verticallinie  des  Bildes,  C C  (Fig.  4)  die  Bildflächtrace  einer  Horizontal- 
ebene, welche  den  Kreis  amqp  als  die  Leitlinie  der  Kegelfläche  enthält,  und 
S  die  durch  ihre  orthogonale  Projection  S'  auf  der  Basisebene  fixirte  Spitze 
des  Kegels ;  endlich  sei  Ey  die  Bildflächtrace  und  E^  die  Verschwindungs- 
linie  der  schneidenden  Ebene. 
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Um  ein  Paar  conjugirter  Axen  des  Schnittes  zu  erhalten ,  h&ben  wir, 
nach  §.  5,  zwei  Berührungsebenen  des  Kegels  derart  zu  suchen,  dass  die 
Bildflächtracen  derselben  parallel  zur  Bildflächtrace  der  schneidenden  Ebene 
sind.  Diese  Berührungsebenen  müssen  sich  demzufolge  in  einer  durch  die 
Kegelspitze  gehenden,  zu  E^  parallelen  Oeraden  SfV  schneiden,  daher 
durch  S  W  berührend  an  die  Kegelfläche  gelegt  werden.  Sucht  man  den 
Durchschnitt  W  dieser  Geraden  mit  der  Basisebene,  wozu  am  zweckmässig- 
sten  eine  zur  Bildfläche  parallele  Hilfsebene  zu  benützen  ist,  welche  die 
Baei^ebene  in  der  durch  S'  parallel  z\x  GG  gehenden  Geraden  S'^"  schnei- 
det, und  zieht  durch  W  die  beiden  Tangenten  fVm  und  Wn  an  die  Leitlinie 
des  Kegeb,  so  sind  dies  die  Grundflächtracen  der  fraglichen  Berührungs- 
ebenen, deren  Bildflächtracen  und  Verschwindungslinien  durch  die  Durch- 
stosspunkte  der  Grundflächtracen  mit  GG^  resp.  HH^  parallel  zu  E^  zu  zie* 
hen  wären. 

Um  die  Erzeugenden,  in  welchen  die  Berührung  erfolgt,  mit  hinreichen- 
der Schärfe  zu  erhalten ,  müssen  die  Berührungspunkte  m  und  n  der  Leit- 
linie genau  augegeben  werden.  Zu  diesem  Behufe  wurde  die  Basisebene 
sammt  dem  Punkte  W  und  der  Leitlinie  um  den  zur  Bildfläche  parallelen 
Durchmesser  aoh  der  letzteren  in  eine  zur  Bildfläche  parallele  Lage  ge- 
dreht. Daselbst  wird  die  Leitlinie  als  ein  über  dem  Durchmesser  ah  be- 
schriebener Kreis  K  erscheinen ,  während ,  um  den  gedrehten  Punkt  W  zu 
erhalten,  vorerst  sein  Drehungsmittelpunkt  d  im  Durchschnitte  der  Dre- 
hungsaxe  mit  der  durch  ^geführten  bildflächprojecirenden  Geraden  A  fF, 
und  seine  Entfernung  von  der  Drehungsaxe,  in  einem  dem  Abstände  der 
letzteren  von  der  Bildebene  entsprechenden  Maasstabe  verjüngt,  bestimmt 

werden  muss.     Ist  A  —  die  halbe  Augdistanz,  so  wird  blos  —  mit  Wzvl  ver- 
2  o  »  2 

binden  sein,  wodurch  auf  ab  das  Stück  cd  gleich  der  halben  Länge  Wd  ab- 
geschnitten wird,  welches  auf  dem  in  d  errichteten  Perpendikel  von  d  ans 
zweimal  aufgetragen,  in  J  den  Punkt  W  nach  der  Drehung  giebt.  Die  Be- 
rührungspunkte a,  ß  der  aus  J  an  den  Kreis  K  gezogenen  Tangenten  kön- 
nen nun  mit  der  nöthigen  Schärfe  ermittelt  und  in  die  Horizontalebene  nach 
tn  und  n  zurückgeführt  werden. 

Nachdem  diese  Berührungsebenen  von  der  Ebene  E^  E^  in  zu  E^  pa- 
rallelen Geraden  geschnitten  werden ,  so  ist  zur  Bestimmung  der  Schnitt- 
linien blos  je  ein  Punkt  derselben  nothwendig.  Dieser  ergiebt  sich  im 
Durchschnitte  der  betreffenden  Grundflächtracen.  Die  Trace  Eg  der  schnei- 
denden Ebene  schneidet  nämlich  die  beiden  Basistracen  Wm  und  Wn  der 
Tangirungsebenen  in  denFusspunkten  1  und  2  obiger  Tai^enten/1  und//S 
der  Schnittcnrve ,  welche  die  bezüglichen  durch  n  und  m  gehenden  Erzen* 
genden  des  Kegels  in  den  Punkten  /  und  //  der  Schnittcnrve  treffen»  daher 
III  ein  Durchmesser  und  der  Halbirungspunkt  0  desselben  der  Mittelpunkt 
der  Ellipse  ist. 
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Der  zu  /  //  conjugirte  Durobmesser  gebt  durch  0  parallel  zu  B^,  und 
sehneidet  die  Grundflächtrace  Eg  im  Halbiruugspuukte  «>  der  Länge  12. 
Wird  durch  diesen  Durchmesser  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  gelegt,  so 
ist  die  Verbindungslinie  Wp  der  Paukte  W  und  oo  die  Grundflächtrace  der- 
selben, und  schneidet  die  Basis  des  Kegels  in  den  Punkten  p  und  ^,  welche, 
mit  5  verbunden,  die  beiden  in  dieser  Ebene  gelegenen  Erzeugenden  p  5 
und  qS  bestimmen.  Diese  Erzeugenden  begegnen  der  Axenrichtnng  mO 
in  den  gesuchten  Endpunkten  lll  und  IV  des  zweiten  Durchmessers. 

Wenn  sich  die  Punkte  p  und  q  durch  zu  schiefe  Schnitte  ergeben ,  so 
ist  ähnlich  wie  bei  der  Bestimmung  der  Berührungspunkte  m  und  n  vorzu- 
gehen. Man  wird  nämlich  den  der  Grundflächtrace  E^  entsprechenden 
Parallelstrahl  um  HHxtl  die  Bildfläche  umlegen,  und  die  um  a  6  in  eine  zur 
Bildfläche  parallele  Lage  gedrehte  Grundflächtrace  durch  den  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  Eg  und  ah  parallel  zu  dem  umgelegten  Parallel- 
strahl führen;  die  so  gefundene  Gerade  trifft  die  beiden  Tangenten  Ja  und 
Jß  in  zwei  Punkten,  welche  das  der  Perspective  12  zugehörige  Längen- 
stück begrenzen,  weshalb  dieses  nun  in  zwei  Theile  so  zu  theilen  ist,  dass 
die  Perspective  des  in  die  Grundebene  zurückversetzten  Theilpunktes  die 
Länge  12  geometrisch  halbirt*),  also  mit  o>  zusammenfallt.     Die  Verbin- 


*)  Das  Theilverhältniss  dieser  Geraden  kann  einfach  gefanden  werden. 

Es  sei  MN  (Flg.  5)  eine  begrenzte  Gemde,  welche  die  Bildebene  B'ma  schnei- 
det, 0  das  Auge,  mithin  Ov  der  zugehörige  Parallelstrahl,  v  derVerschwindungsponkt 
und  mn  die  Perspective  der  Geraden;  ferner  sei  r  der  Halbirungspnnkt  der  Länge 
mn^  und/?  der  dieser  Perspective  r  entsprechende  Punkt  der  Geraden  M N.  Zieht  man 
durch  r  eine  Parallele  FG  zu  MN^  bo  schneidet  diese  die  Sehstrahlen  MO  und  NO  in 
den  Punkten  F  und  (?,  und  man  erhält  mehrere  Paare  von  ähnlichen  Dreiecken, 
nämlich : 

AFrm<^ AüO«,   AnsN<^AnvOj  ArFO^^AMRO  und 
ArÖOr^ARNO, 

Aus  dem  ersten  Paare  ergiebt  sich  die  Proportion: 

1)  Fr  irm=zOo  :  vtth 
Aus  dem  zweiten  Paare : 

2)  rG  :rn  =  vO:vn. 
Aus  dem  dritten  und  vierten  Paare  endlich : 

3)  Fr:rG=^MR:NR. 
Wird  1)  durch  2)  dividirt,  so  folgt:  . 

Fr  ^  rm .  ^  vm 

Gr  '  rn  *  »n 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 3) und  des  Umstandes,  dass  mr^nr 

MR      ,       ,     vm 
ist:  "S"^  !  1  =  1:  — , 

NR  vn 

oder: 

MRiNRzrzvnivm. 

Die  in  Rede  stehende  Gerade  (Fig.  3)  müsste  demnach  derart  getheilt  werden  ,  dass 
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dangslinie  dieses  Theilpunktes  mit  A  schneidet  den  Kreis  K  in  zwei  Punk- 
ten, welche  in  die  Grandebene  gedreht,  die  Punkte  p  und  q  der  Trace  Wm 
geben. 

§.7. 

Aufgabe.  Es  ist  die  Perspective  einer  Geraden,  als  Axe  eines  Ro- 
tationskegels, dessen  Erzeugende  durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Axe 
gehen  und  mit  derselben  den  Winkel  9  einschliessen ,  gegeben;  man  soll 
die  Bildflächtrace  und  die  Fluchtlinie  des  Kegels  bestimmen  und  denselben 
durch  eine  Ebene  derart  schneiden,  dass  die  Schnittcurve  im  Baum^  eine 
Hyperbel  sei  und  sich  perspectivisch  wieder  als  Hyperbel  darstelle. 

Lösung.  Es  sei  /  (Fig.  6)  die  Perspective  der  gegebenen  Geraden, 
«  deren  Verschwindungspunkt  und  d  deren  Dnrchstosspunkt  mit  der  Bild- 
ebene, und  S  die  Kegelspitze.  Um  die  Fluchtlinie  des  Kegels  zu  bestim- 
men, berücksichtige  man ,  dass  die  Parallelstrahlen  sämmtlicher  Erzeugen- 
den einen  Kegel  bilden,  welcher  dem  gegebenen  Kegel  congruent  ist  und 
das  Auge  zur  Spitze  hat,  und  dessen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  zu  su- 
chende Fluchtlinie  bildet.  Die  grosse  Axe  derselben  wird  sonach  in  der 
durch  den  Parallelstrahl  der  Kegelaxe  senkrecht  auf  die  Bildfläche  geführ- 
ten Ebene  liegen,  und  ihre  Bichtung  in  der  Bildflächtrace  dieser  Ebene, 
d.  \.\VL  Äv  erhalten. 

Zur  Bestimmung  der  Endpunkte  dieser  Axe  lege  man  die  in  Bede  ste- 
hende Ebene  um  ^v  in  die  Bildfläche  um,  wobei  das  Auge  nach  0(^0  senk- 
recht auf  ^9  und  gleich  der  Augdistanz)  gelangt,  daher  Or>  der  umgelegte 
Parallelstrahl  der  Kegelaxe  ist.  Die  beiden  Erzeugenden  Oa  und  06,  in 
welchen  der  Parallelkegel  von  der*  Ebene  geschnitten  wird,  und  welche 
durch  0  unter  dem  Winkel  9  gegen  Ov  geneigt  zu  verzeichnen  sind,  schnei- 
den die  jBerade  ^  9  in  den  Endpunkten  a  und  h  der  grossen  Axe.  Behufs 
der  Bestimmung  der  kleinen  Axe,  welche  durch  den  Halbirungspunkt  a>  der 
Axe  ab  senkrecht  auf  ^f  zu  ziehen  ist,  schneiden  wir  den  umgelegten  Pa- 
rallelkegel durch  eine  auf  die  Kegelaxe  Ox>  senkrechte  und  durch  o»  gehende 
Ebene  a/3  nach  einem  Kreise  ay^  vom  Durchmesser  a/3,  dessen  der  Ab- 
scisse  09  a  entsprechende  Ordinate  coy  die  Länge  der  kleinen  Halbaxe  giebt, 
daher  diese  Länge  bloss  mittelst  des  aus  dem  Mittelpunkt  1»  beschriebenen 
Bogens  yct  nach  coc  und  tat  zu  übertragen  ist."") 


die  beiden  Stücke  in  dem  Verhältnisse  0 1  :  0  2  zu  einander  stehen  (wenn  v  den  Ver> 
schwindnngspnnkt  der  Gnindflächtrace  Eg  bezeichnet),  nnd  zwar  muss  das  in  der  Ho- 
lizontalebene  rückwärts  liegende  Stück  die  grössere  Länge  erhalten. 

♦)  Wäre  zufällig  9  =  90»  — ^^üO^^,  so  würde  sich  eine  Parabel,  für 
9^90  —  3(vO^  hingegen  eine  H^rperbel  als  Flacbtlinie  ergeben.  Die  Asymptoten 
der  letzteren  wären  sodann  zu  den  beiden  zur  Bildfläche  parallelen  Erzeugenden  des 
Kegels  parallel. 
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Die  aus  S  an  die  Flachtlinie  des  Kegels  gezogenen  Tangenten  bilden 
die  ftnssersten  Erzeugenden  des  Bildes,  mithin  auch  den  sichtbaren  ümriss 
des  Kegels. 

Um  die  Axen  der  Bildflächtrace  des  Kegels  zu  erhnlten,  hat  man  blos 
durch  d  eine  zn  Av  parallele  Gerade  adb'  bis  zum  Durchschnitte  a  und  b' 
mit  den  durch  a  und  b  gehenden  Erzeugenden  aS^  bS  za  ziehen«  Die  im 
Halbirungspunkte  co'  der  Axe  ab'  auf  dieselbe  errichtete  Senkrechte  ee 
ivird  von  den  durch  c  und  e  gehenden  Erzeugenden  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  Axe  ce  der  sich  als  Ellipse  darstellenden  Bildfläphtrace  getroffeii. 
Dass  diese  der  Fluchtlinie  ähnlich  sein  muss,  ist  selbstverständlich;  es 
könnten  daher  für  den  Fall,  als  die  Erzeugenden  cS  und  eS  die  Richtung 
ce'  unter  sehr  spitzem  Winkel  treffen  würden ,  die  Endpunkte c  und  e  der 
kleinen  Axe  auch  in  der  Art  gefänden  werden ,  dass  man  die  Geraden  nc 
und  6V  parallel  zu  o  e ,  oder  ae  und  b'c  parallel  zu  ae  zieht. 

Weiter  wurde  noch  in  der  Figur  die  der  Ellipse  abce  congmente 
Distanztrace-Projection  ab"c'e' der  Kegelfläohe,  nach  §.  3,  aus  ihren  Axen 
bestimmt.  Dieselbe  ist,  wie  schon  in  §.4  gezeigt  wurde,  zur  Construction 
nicht  erforderlich ,  wurde  jedoch  zur  besseren  Veranschaulichung  des  dort 
Gesagten  angegeben. 

Zunächst  wird  es  sich  nun  darum  handeln ,  der  Aufgabe  gemäss  die 
Annahme  der  Bestimmungsstücke  der  schneidenden  Ebene  vorzunehmen, 
und  zwar  muss  (nach  §.  4  a),  damit  die  Kegelfläche  nach  einer  Hyperbel 
geschnitten  werde,  die  Verschwindungslinie  E^  der  Ebene  zwei  Punkte  der 
Flucht  des  Kegels  in  sich  enthalten,  und  da  sich  diese  Hyperbel  wieder  als 
Hyperbel  perspectivisch  darstellen  soll,  (nach  §.  4  6)  die  Distanztrace-Pro- 
jection  E" ^  der  Ebene  jene  d*b"c'e'  schneidend  gewählt,  oder  die  verscho- 
bene Trace  H^  parallel  zu  E^  so  gezogen  werden,  dass  sie  die  Yerschwin- 
dungslinie  des  Kegels  in  zwei  Punkten  trifft.  Wie  seinerzeit  nachgewiesen 
wurde ,  ist  die  Entfernung  der  Trace  E'\  vom  Augpunkte  Ä  gleich  dem 
Abstände  der  Geraden  ^p  von  der  Kegelspitze  S, 

Durch  die  so  gewählten  Stücke  E^  und  E^p  ist  die  Lage  der  schnei- 
denden Ebene  vollkommen  bestimmt,  und  es  kann  mit  Hilfe  derselben  die 
Bildflächtrace  leicht  ermittelt  werden.  In  §.  4  wurde  bewiesen,  dass  die 
Entfernung  der  verschobenen  Trace  E!^  von  der  Verschwindungslinie  E^ 
gleich  dem  Abstände  der  Nebentrace  E^  von  der  Kegelspitze  S  ist;  man 
hat  daher  blos  den  Abstand  der  beiden  Geraden  E^  und  ^j,  in  den  Zirkel 
zu  nehmen,  aus  dem  Mittelpunkte  S  mit  diesem  Radius  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben und  die  Nebentrace  der  zu  suchenden  Ebene  parallel  zu  E^  nach 
der  Seite  von  S  tangentiell  an  den  Kreis  zu  ziehen,  nach  welcher  E^  von  E!^ 
gelegen  ist. 

Um  endlich  die  Bildflächtrace  E^  der  schneidenden  Ebene  zu  erhalten, 
hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  bereits  die  Verschwindungslinie  und  eine 
in  der  Ebene  gelegene  Gerade  E^  gegeben  ist,  welch'  letztere  sich  zugleich 
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in  einer  durch  5  gehenden,  znr  Bildfläche  parallelen  Ebene  befindet.  Zieht 
man  in  der  Ebene  irgend  eine  Gerade /F  Ar,  deren  Verschwindangspunkt /F 
im  Durchschnitte  von  Ep  mit  der  Flucht  des  Kegels  liegt,  und  verlängert  die 
Erzengende  IF  S  des  Kegels  bis  zum  Durchschnitte  4'  mit  seiner  Bildfiäch- 
trace  ab'ce\  so  bestimmen  die  Geraden  IV  k  und  IF  84*  eine  Ebene,  deren 
Nebentrace  offenbar  kS  ist,  und  deren  Bildflftchtrace  durch  4'  parallel  zxi  kS 
läuft.  Letztere  Gerade  bestimmt  im  Durchschnitte  mit  IV  k  den  Durch- 
stosspunkt  4  dieser  Geraden  mit  der  Bildebene  und  somit  auch  einen  Punkt 
der  zu  suchenden  Bildflächtrace  Ey» 

Die  Yerschwindungsliuie  Ep  schneidet  die  Flucht  des  Kegels  in  den 
Punkten  III  und  JF,  welche,  sowie  die  Durcascbnittspunkte  V  und  VI  der 
Bildflächtracen  E^  und  aö'ce\  der  Perspective  der  Scbnittcurve  angehören. 

Wie  in  §.5  nachgewiesen  wurde,  sind  die  Asymptoten  des  Bildes  zu 
jenen  Erzeugenden  15  T,  2  52^  parallel,  deren  Versehwindungspunkte  1  und  2 
im  Durchschnitte  der  verschobenen  Trace  E'p  mit  der  Fluchtlinie  des  Ke- 
gels liegen.  Die  Asymptoten  selbst  ergeben  sich  im  Durchschnitte  der 
durch  diese  Erzeugenden  an  die  Kegelfläche  gelegten  Berührnngsebenen 
mit  der  Ebene  E^Ep.  Werden  daher  in  den  Punkten  1  und  2  der  Ellipse 
ab  cd  die  Tangenten  in,  2  m  als  Verschwindungslinien  der  Tangirungsebe- 
nen  bis  zum  Schnitte  m  und  n  mit  Ep^  sowie  deren  Bildflächtracen  iV,  2'm 
parallel  zu  den  betreffenden  Verschwindungslinien  bis  zum  Durchschnitte 
tn  und  n'  mit  E^^  femer  in  gleicher  Richtung  die  Nebentracen  Sf  und  8h 
durch  8  bis  zum  Durchschnitte  f  und  h  mit  Ep  gezogen ,  so  gehören  die 
Punkte  m,  /*,  m\  beziehungsweise  n,  A,  n  den  Schnittlinien  an,  werden 
demnach  in  den  Geraden  mm'  und  nn\  die  parallel  zu  I5i',  252'  sein  müs- 
sen und  die  verlangten  Asymptoten  darstellen,  liegen. 

Die  Asymptoten  sehneiden  sich  im  Mittelpunkte  0  des  Bildes,  dessen 
reelle  Axe  vd'  ihrer  Lage  und  Bichtung  nach  durch  Halbiren  des  Asymp- 
totenwinkels gefunden  wird.  Legt  man  durch  vd'  und  die  Kegelspitze  8 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die . Kegelfläche  nach  zwei  Erzeugenden, 
welche  der  Axenrichtung  vd'in  den  beiden  Endpunkten  /und  II  der  reellen 
Axe  begegnen. 

Wäre  die  Versehwindungslinie  des  Kegels  nicht  gegeben,  sondern  der- 
selbe blos  durch  seine  Bildflächtrace  und  durch  die  Kegelspitze  fixirt,  so 
wttrde  zur  Bestimmung  der  zu  den  Asymptoten  parallelen  Erzeugenden 
die  Construction  der  Versehwindungslinie  des  Kegels  vorzunehmen  nicht 
nothwendig  sein.  Man  mttsste  sodann  auch  von  der  Annahme  der  verscho- 
benen Trace  E'p  absehen,  und  sogleich  die  Bildflächtrace  der  durch  die  ob- 
genannten  Erzeugenden  gelegten  Ebene  so  wählen ,  dass  sie  die  Bildfläch- 
trace des  Kegels  in  zwei  Punkten  schneidet  und  zur  Bildflächtrace  der 
schneidenden  Ebene  parallel  ist.  Nachdem  die  Verschwindungslinien  bei- 
der Ebenen ,  sowie  deren  Nebentracen  gleich  weit  von  einander  entfernt 
sind,  so  müssen  auch  die  Bildflächtracen  in  demselben  Abstände  von  einan- 
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der  gelegen  sein,  woraus  folgt,  dass  man  bei  obiger  Annahme  die  Neben* 
trace  der  schneidenden  Ebene  in  einem  Abstände  von  der  Kegelspitze  zu 
ziehen  hat,  welcher  dem  Abstände  der  beiden  angenommenen  Bildflächtracen 
gleichkommt.  Mit  Hilfe  der  Nebentrace  und  der  Bildflächtrace  der  schnei- 
denden Ebene  ist  die  Verschwindungslinie  oder  jede  andere  Trace  dieser 
Ebene  leicht  gefunden. 

Dass  die  Geraden  l"A  und  2^A  der  Distanz -Projection  gleichfalls  zu 
den  Asymptoten  parallel  sind,  ist  leicht  einzusehen. 

§.8. 

Aufgabe.  Es  ist  die  Perspective  einer  Kegelfläche  durch  deren 
Bildfläch  trace  T^  (Fig.  7)  und  Verschwindungslinie  Tp  gegeben*);  man  soll 
eine  Ebene  so  wählen,  dass  sie  die  gegebene  Kegelfläche  nach  einer  Ellipse 
schneidet,  welche  sich  im  Bilde  als  Parabel  darstellt.  Von  der  letzteren 
soll  die  Axenrichtung,  eine  Sehne  und  der  dieser  Sehne  entsprechende 
Scheitel  gesucht  werden. 

Lösung.  Zur  Vereinfachung  der  Construction  wählen  wir  eine  Grund- 
ebene,  deren  Bildflächtrace  (Grundlinie)  GG  sei. 

Da  die  Perspective  der  Ellipse  eine  Parabel  werden  soll ,  so  muss  die 
verschobene  Trace  E'p  als  Tangente  der  Verschwindungslinie  des  Kegels 
angenommen  werden ,  während  die  Verschwindungslinie  £p  der  schneiden- 
den Ebene  keinen  Punkt  der  Fluchtlinie  7V  in  sich  enthält.  Sind  die  bei- 
den Stficke  Ep  und  E'p  gewählt,  so  ergiebt  sich  die  Nebentrace  Ep  der 
Schnittebene  in  einem  der  Entfernung  der  Geraden  Ep  und  E'p  gleichen 
Abstände  von  S. 

Um  die  Bildflächtrace  E^  der  schneidenden  Ebene  zu  finden,  ziehen 
wir  die  der  Geraden  E'p  als  Verschwindungslinie  einer  Berührungsebene 
des  Kegels  zukommende  Bildflächtrace  F^  tangentiell  an  T^  und  fähren  die 
zu  suchende  Bildflächtrace  E^  ebenfalls  in  einem  der  Entfernung  der  Gera- 
den Ep  und  E'p  gleichen  Abstände  von  F^  parallel  zu  Ep. 

Die  beiden  Bildflächtracen  T^  und  E^  gemeinschaftlichen  Punkte  /  und 
//gehören  der  Schnittcurve  an,  daher  ///  eine  Sehne  der  zu  bestimmenden 
Parabel  ist.  Die  zu  dieser  Sehne  parallele  Tangirungsebene  E'py  F^  ent- 
hält die  Erzengende  aa\  welche  der  Annahme  zufolge  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  Perspective  ihres  Durchstosspunktes  mit  der  Ebene  E^Ep  in 
unendliche  Entfernung  fällt ,  weshalb  diese  Erzeugende  zugleich  die  Rich- 
tung der  Parabelaxe  angiebt. 

Um  schliesslich  den  der  Sehne  /  //  entsprechenden  Scheitel  der  Para- 
bel zu  erhalten ,  benützen  wir  die  zweite  zu  Ep  parallele  Tangirungsebene 


*)  Betreffs  der  Annahme  dieser  beiden  Stücke  ist  nur  za  bemerken,  dass  die  Axen 
derselben  zn  einander  parallel  sind  and  ein  gleiches  Verhältniss  haben. 
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HyH^^  welche  die  Kegelfläche  in  der  Erzeagenden  hh'  berührt.  Die  Grand- 
fiächtrace  H^  dieser  Ebene  trifft  die  Grundfiächtrace  Eg  der  schneidenden 
Ebene  im  Punkte  q^  daher  pq^  parallel  zu  E^^  die  Schnittlinie  dieser  beiden 
Ebenen  ist,  die  Erzengende  hh'  in  dem  Punkte  0  der  Schnittcnrve  begegnet 
und  zugleich  die  Tangente  der  letzteren  in  diesem  Punkte  bildet.  Die  Axe 
der  Parabel  ist  somit  durch  0  parallel  zu  aa  zu  ziehen  und  wird,  wenn  die 
Construction  mit  hinreichender  Genauigkeit  durchgeführt  wurde,  die  Sehne 
III  im  Punkte  1  halbiren. 

§.9. 

Aufgabe.  In  der  Horizontalebene  GG,  HB  (Fig.  S)  ist  die  Ellipse 
ebce  fAa  Leitlinie  einer  Kegelfläche,  deren  Spitze  <S durch  ihre  Grandfläch- 
projection  S'  fixirt  ist,  gegeben;  man  soll  die  Verschwindungslinie  dieses 
Kegels  durch  ein  Paar  conjugirter  Axen  bestimmen,  nnd  denselben  durch 
eine  Ebene  nach  einer  Parabel  so  schneiden,  dass  sich  diese  perspectivisch 
als  Hyperbel  darstellt. 

Lösung.  Suchen  wir  vorerst  die  Perspective  jenes  Paares  conjugir- 
ter Axen  der  Leitlinie,  von  welchen  die  eine  Axe  ah  eine  zur  Bildfläche 
parallele  Lage  hat,  so  ist  diese  durch  die  Perspective  oa  des  Mittelpunktes 
parallel  zu  GG  zn  ziehen,  während  die  andere  Axe  ce  die  Berührungspunkte 
c  und  e  der  beiden  zu  GG  parallelen  Tangenten  der  Ellipse  verbindet.  Die 
Gerade  ce  schneidet  verlängert  die  Horizontslinie  im  Angpunkte,  weshalb 
ab  nnd  ce  zugleich  die  Perspectiven  der  senkrechten  Axen  der  Ellipse  sind. 

Werden  auf  bekannte  Weise  die  Verschwindungspunkte  C  und  E  der 
beiden  durch  c  und  e  gehenden  Erzeugenden  gesucht,  so  erhält  man  eine 
Axe  CJ^der  Fluchtlinie,  weil  die  Verschwindnngslinien  der  durch  cS  und 
eS  gelegten  Berührangsebenen  der  Kegelfläche  parallel  zu  HH  sind  nnd  die 
Fluchtlinie  derselben  berühren.  Dass  die  Gerade  CE  gleichfalls  auf  den 
Verschwindungspnnkt  A  der  Geraden  ce  zugehen  muss,  ist  klar. 

Aus  gleichem  Grunde  wird  die  zu  CE  conjugirte  Axe  BF  durch  den 
Halbirungspunkt  D  von  CE  parallel  zu  BH  gehen.  Die  Endpunkte  dersel- 
ben können  erhalten  werden,  wenn  man  den  dem  Punkte  D  entsprechenden 
Punkt  des  Durchmessers  ce  sucht,  durch  denselben  eine  zu  JJiT  Parallele 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  Leitlinie  zieht,  und  die  diesen  Durchschnitts- 
punkten zugehörigen  Erzengenden  so  weit  verlängert,  bis  sie  die  Gerade  BF 
in  den  Endpunkten  B  und  F  der  zweiten  Axe  schneiden.  Direct  werden 
diese  Punkte  gefunden,  wenn  man  von  dem  Gesichtspunkte  ausgeht,  dass 
die  Tangenten  in  den  Endpunkten  B  und  F  der  Axe  zu  CEA  parallel  und 
Verschwindungslinien  von  zwei  Berührungsebenen  des  Kegels  sind ,  welch* 
letztere  demnach  auch  parallel  zur  Richtung  DA  sein  müssen.  Führt  man 
daher  durch  S  eine  zn  DA  parallele  Gerade  STF  und  sucht  den  Durch- 
schnitt W  derselben  mit  der  Grundebene  (in  der  durch  S'  gezogenen  Hori- 
zontalen S'W)y  so  geben  die  durch  FF  an  die  Leitlinie  gezogenen  Tangen- 
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ten  FT«,  Wß  die  Gruodflächtracen  der  obbezeichneten  Tangirungsebenen 
nnd  schneiden  die  Horizontslinie  in  den  Punkten  a  und  j3,  durch  welche  die 
gewünschten  Tangenten  der  Fluchtlinie  parallel  zu  AD  gezogen,  auf  der 
Axenrichtung  BF  die  Endpunkte  der  zweiten  Axe  bestimmen. 

Ueb ergehend  zur  Construction  der  Schnittfigur,  ist  vor  Allem  die  Wahl 
der  schneidenden  Ebene  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemftss  vorzuneh- 
men. Da  der  Schnitt  nach  einer  Parabel  erfolgen  soll,  so  muss  die  Yer- 
schwindungslinie  Ep  der  schneidenden  Ebene  tangirend  an  die  Yerschwin- 
dnngslinie  des  Kegels  gelegt,  oder  falls  letztere  nicht  verzeichnet  wäre,  in 
der  Weise  bestimmt  werden,  dass  man  die  Grundflächtrace  einer  Bertth- 
rungsebene  tangentiell  an  die  Leitlinie  des  Kegels  zieht,  und  durch  diese 
Basistraöe  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  legt.  Da  ferner  die  Perspective 
eine  Hyperbel  werden  soll,  so  ist  die  verschobene  Trace  E'p  die  Flucht- 
linie des  Kegels  schneidend  zu  wählen.  Die  Schnittpunkte  1  und  2  sind 
sodann  die  Verschwindungspunkte  jener  zu  den  Asymptoten  der  Perspec- 
tive parallelen  Erzeugenden  1^1',  252'*). 

Legt  man  durch  diese  Erzeugenden  die  Bertthrungsebenen  an  die  Ke- 
gelfläche, so  sind  In,  2 m  die  Verschwindungslinien ,  iV,  2'rn  die  Gmnd- 
flächtracen  und  fS^  hS  die  Nebentracen  derselben.  Diese  Tracen  schnei- 
den sich  mit  den  gleichnamigen  BestimmungsstUcken  der  Ebene  E^E^  be- 
ziehungsweise in  den  Punkten  m,  n,  m\  n\  /*,  h  der  Asymptoten  mhm  und 
nfn  der  Perspective,  deren  Mittelpunkt  in  0  erhalten  wird. 

Die  Punkte ///und /F,  in  welchen  die  Basis  des  Kegels  von  der 
Grundflächtrace  der  schneidenden  Ebene  getrofifen  wird,  gehören  gleich- 
falls der  Schnittcurve  an. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  zweckmässiger,  anstatt  der  senkrechten 
Axen  jenen  Durchmesser  der  Hyperbel  zu  bestimmen ,  welcher  den  zu  E^ 


*)  Die  Darchschnittsptmkte  1  und  2  können  auch  mit  Benützung^  der  Axen  B  F 
und  CEf  ohne  dass  die  Fluchtlinie  zu  verzeichnen  nöthig^  wäre,  auf  folgende  Weise 
gefunden  werden. 

Beschreibt  man  über  der  einen  Axe  CE  als  Durchmesser  einen  Kreis  if,  so 
kann  bekanntlich  die  Ellipse  als  die  schiefe  Projection  dieses  Kreises  angesehen 
werden,  wenn  man  sich  denselben  um  CE  in  eine  bestimmte  Lage  gedreht  denkt. 
Es  entspricht  sodann  die  zweite  Axe  BF  dem  srnfCE  senkrechten  Dnrchmesser  s q» 
des  Kreises,  weshalb  die  Verbindungslinie  (pF  zweier  zusammengehöriger  End- 
punkte dieser  Durchmesser  gleichsam  die  Bichtung  der  projecirenden  Geraden  be- 
stimmt. Der  Pankt  p  der  Geraden  E'p,  in  welchem  diese  den  gemeinschaftlichen 
Durchmesser  C£  schneidet,  ist  gleichzeitig  seine  eigene  Projection,  während  der 
Durchschnittspunkt  q  derselben  Geraden  mit  der  zweiten  Axe  B  f*,  auf  den  bezUg. 
liehen  Durchmesser  n<p  des  Kreises  projecirt,  nach  n  fällt.  Es  ist  mithin  np  die 
Projection  der  Geraden  E'p  auf  der  Kreisebene,  und  schneidet  den  Kreis  K  in  den 
Punkten  y  und  d,  welche  schliesslich  parallel  zu  9  f"  in  die  Gerade  E'p  znrück  zu 
projeciren  sind,  um  die  fraglichen  Durchschnittspunkte  i  und  2  dieser  Geraden 
mit  der  Fluchtlinie  des  Kegels  zu  erhalten.  ^ 
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parallelen  Sehnen  coujugirt  ist.  Für  diesen  Durclimesser  ist  in  /,  d.  i.  in 
dem  Berührangspnnkte  der  Verschwindungslinien  des  Kegels  und  der 
schneidenden  Ebene  ein  Endpunkt,  daher  in  10  die  Richtung  desselben  und 
sngleich  seine  halbe  Länge  gefunden;  denn  geht  man  bei  der  Bestimmung 
dieses  Durchmessers  von  dem  in  §.  5  aufgestellten  allgemeinen  Grundsatze 
«US,  so  hat  man  an  die  Fluchtlinie  des  Kegels  parallel  zu  E^  die  beiden 
Tangenten  E^  und  Fp  als  Verschwindungslinien  zweier  Bertihrungsebenen 
zu  legen  und  den  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Ebene  E^E^  zu  bestimmen* 
Nachdem  jedoch  die  Flucht  E^  der  schneidenden  Ebene  zugleich  Verschwin- 
dongslinie  der  einen  Berührungsebene  ist,  so  sind  beide  Ebenen  parallel, 
und  es  ist  die  gemeinschaftliche  Gerade  Ep  selbst  ihr  Schnitt,  also  auch  die 
gesuchte  Tangente  der  Schnittcurve.  Die  zweite  Bertihrungsebene  schnei- 
det sich  mit  der  Ebene  E^E^  in  der  Geraden  II T^  welche  die  Erzeugende 
gSg'  in  dem  zweiten  Endpunkte  //  des  Durchmessers  trifft  und  in  diesem 
Punkte  die  Schnittcurve  berührt*).  Es  ist  klar,  dass  bei  richtiger  Con- 
struction  die  Punkte  /,  0  und  //  in  einer  Geraden  liegen,  und  0/=  Oll  wird. 

Würde  es  sich  nicht  um  die  Bestimmung  der  Fluchtlinie  des  Kegels, 
sondern  blos  um  die  Verzeichnung  der  Schnittcurve  handeln,  so  wäre  auch 
die  schneidende  Ebene  nicht  durch  ihre  Verschwindungslinie  und  verscho- 
bene Trace  zu  fixiren.  In  diesem  Falle  wäre  am  zweckmässigsten,  folgend 
vorzugehen. 

Man  wähle  einen  Punkt  der  Verschwindungslinie  der  Basisebene,  ziehe 
dsrch  denselben  die  Grundflächtrace  Fg  einer  Berührungsebene  tangentiell 
an  die  Leitlinie  des  Kegels  und  eine  zweite  Gerade  Eg  als  Grundflächtrace 
4er  schneidenden  Ebene,  welche  zur  obigen  Tangirungsebene  parallel  ist. 
Die  Richtung  der  Bildflflchtracen  dieser  Ebenen  kann  auf  verschiedene  Weise 
ermittelt  werden.  Hier  wurde  der  Durchstosspunkt  d  der  in  der  Beruh- 
mngsebene  gelegenen  Erzeugenden  tS  mit  der  Bildebene  gesucht  und  mit 
dem  in  der  Grundlinie  GG  gelegenen  Punkte  J  der  Grundflächtrace F^  ver- 
banden, wodurch  sich  die  Bildflächtrace  F^  der  Berührungsebene  ergab. 
Die  Grundflächprojection  SU  der  Erzeugenden  trifft  nämlich  die  Grundlinie 
in  d\  weshalb  blos  in  d'  die  Vertikale  d'd  zu  errichten  und  bis  zum  Durch- 
schnitte d  mit  der  Erzeugenden  /5  zu  ziehen  ist,  um  den  Durchstosspunkt  d 
der  letzteren   mit  der  Bildebene  zu  erhalten.     Da  sich  hier  dieser  Punkt 


*)  Zar  Bestimmang  der  Schnittlinie  IITäer  beiden  Ebenen  ^v  £|p ^6  und  TvS 
(die  Nebentrace  der  Berühmngsebenen  geht  nämlich  durch  S  parallel  zn  TV)  wäre 
«8  bei  unserer  Annahme  am  zweckmässigsten,  eine  Hilfsebene  derart  za  legen,  dass 
die  Nebentrace  derselben  durch  S  geht  und  Ep  unter  einem  ziemlich  spitzen  Winkel 
schneidet  (wie  hier  z.B.  hS^  und  deren  Verschwindungslinie  in  beliebiger  Entfer- 
nung, jedoch  so  gelegen  ist,  dass  sie  beide  Verschwiodangslinien  Ep  und  Tp  inner- 
halb der  Zeichnungsfläche  schneidet;  die  Hilfsschnitte  dieser  Ebene  mit  obigen  Ebe- 
nen begegnen  sich  sodann  in  einem  Punkte  der  Tangente  TIF  unter  einem  nicht  sehr 
•pitzen  Winkel 
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durch  einen  sehr  schiefen  Schnitt  ergab ,  so  wurde  behufs  dessen  genauer 
Bestimmung  durch  /  eine  heliehige  Gerade  kl  gezogen,  ein  Punkt  k  dersel- 
ben gewählt  und  mit  S  und  S'  verbunden;  hierauf  aus  d'  eine  so  kS'  Paral- 
lele d'l  und  aus  dem  Durchschnittspunkte  /  derselben  mit  kl  eine  znkS  Pa- 
rallele Id  geführt,  welche  die  Erzeugende  iS  gleichfalls  in  dem  zu  buchen- 
den Punkte  d  schneidet.  Die  Bichtigkeit  der  Construction  folgt  aus  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke : 

SS'tcKidd't,     kSUnotd'lunäkStrotld. 
Die  Bildflächtrace  Ek  der  schneidenden  Ebene  ist  nun  durch  z/' parallel  zu 
F^  zu  ziehen. 

Schliesslich  hat  man  die  Basistrace  S^  der  Ebene  der  beiden  zu  den 
Asymptoten  parallelen  Erzeugenden  geometrisch  parallel  zu  E^  und  die 
Leitlinie  schneidend,  sonst  jedoch  beliebig  zu  wählen,  die  Bildflächtrace  S^ 
dieser  Ebene  durch  d|  parallel  zu  F^  zu  ziehen,  und  die  Asymptotenbestim- 
mung wie  früher  vorzunehmen.  Diesfalls  ist  es  am  zweckmässigsten,  vor- 
erst die  Nebentrace  Ep  der  schneidenden  Ebene  in  der  bekannten  Entfer- 
nung von  der  Kegelspitze  zu  ziehen  und  die  Grundfiäch-  und  Nebentracen 
der  vorkommenden  Ebenen  zu  benutzen. 

Würden  E^  und  F^  ausser  die  Zeichnungsfläche  fallen ,  so  könnte  E^ 
auch  derart  bestimmt  werden,  dass  man  eine  Gerade  Sh  durch  5,  als  auch 
eine  zweite  Gerade  a;z,  welche  beide  Tracen  Ep  und  S^  schneidet,  parallel 
zu  GG  führt,  das  durch  die  genannten  Tracei\ begrenzte  Stück  xz  der  letz- 
teren Geraden  auf  die  erstere  nach  Sh  überträgt,  und  Ep  durch  h  parallel 
zu  F^  zieht. 

lieber  den  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Fall  sei  noch  bemerkt, 
dass  der  untere  Ast  der  Hyperbel  die  Perspective  jenes  Theiles  der  Parabel 
giebt,  welcher  sich  vor  der  Distanzebene  befindet,  während  der  obere  Ast 
nichts  Anderes ,  als  die  Centralprojection  des  hinter  der  Distanzebene  lie- 
genden Parabelstückes  ist. 

§.10. 

Aufgabe.  Es  bt  ein  Kegel  durch  seine  Verschwindungslinie  IC 
(Fig.  0)  und  durch  die  Kegelspitze  gegeben;  man  soll  eine  Ebene  derart 
annehmen,  dass  sie  den  Kegel  nach  einer  Hyperbel,  deren  Perspective  eine 
Ellipse  wird,  schneidet,  und  zwei  conjugirte  Durchmesser  dieser  Perspective 
bestimmen. 

Lösung.  Da  in  der  Aufgabe  die  Kegelspitze  weiter  nicht  bestimmt 
ist,  so  werden  wir  blos  die  Nebentracen  der  vorkommenden  Ebenen  zu  be- 
nützen haben.  Nehmen  wir  jedoch  an,  dass  die  Kegelspitze  in  der  Bild- 
fläche liegt,  so  fallen  die  Nebentracen  mit  den  Bildflächtracen  zusammen. 

Den  Bedingungen  der  Aufgabe  zufolge  muss  die  Verschwindungs- 
linie Ep  der  schneidenden  Ebene  zwei  Punkte  der  Fluchtlinie  des  Kegels 
in  sich  enthalten,    während    die    verschobene  Trace  E'p   letztere   nicht 
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schneidet.  Um  die  Nebentrace  der  schneidenden  Ebene  zu  erhalten,  hat 
man  den  Abstand  der  Geraden  £„  und  E'p  von  S  gegen  Ep  aufzutragen, 
weil  JPp  zwischen  S  und  Ep  angenommen  wurde. 

Zur  Vereinfachung  der  Construction  sei  eine  Horizontalebene  GG^HH 
als  Grundebene  angewendet. 

Da  wir  jenes  Paar  conjugirter  Durchmesser  aufsuchen,  wobei  die  eine 
Axe  zu  Ep  parallel  ist,  so  haben  wir  die  Fluchtlinien  F^  und  F\  der  be- 
züglichen Bertthrungsebenen  parallel  zu  Ep  als  Taugenten  an  die  Flucht- 
linie K  zu  führen.  Die  Bildflächtracen  dieser  Ebenen  fallen  in  eine  durch 
5 gehende,  zu  Ep  parallele  Gerade  F^.  Bestimmt  man  die  Grundfläch- 
tracen  r, «/,  und  ©',  rfj  der  Berührungsebenen,  sowie  jene  cd  der  schneiden- 
den Ebene  E^Ep^  so  begegnen  sich  diese  drei  Geraden  in  den  Punkten 
/'  //',  durch  welche  die  zu  Ep  parallelen  Tangenten  der  Schnittfigur  hin- 
dorchgehen.  Letztere  schneiden  die  zugehörigen  Bertihrungs-Erzeugenden 
gS  und  fS  iu  den  Endpunkten  /  und  II  eines  Durchmessers  111  der  Per- 
spective, welcher  in  o  halbirt  den  Mittelpunkt  derselben  liefert. 

Um  den  zu  ///  conjugirten  Durchmesser  zu  finden,  ziehe  man  ino  die 
zu  E^  parallele  Richtung  HI IV  desselben  und  halbire  die  Länge  V IV  im 
Punkte  o\  welcher  in  der  verlängerten  Axe  III IV  liegen  muss.  Die  End- 
punkte dieses  Durchmessers  ergeben  sich  offenbar  im  Durchschnitte  der 
Geraden  III IV  mit  der  Kegelfläche.  *Legt  man  durch  III IV  und  5  eine 
Ebene,  so  ist  d,o'o,  die  Grundflächtrace  und  die  durch  v,  parallel  zu  j&»  ge- 
zogene Gerade  F''p  die  Verschwindnngslinie  derselben.  Diese  Ebene 
schneidet  daher  den  Kegel  in  den  Erzeugenden  bS  und  aS,  welche  auf 
der  Axenrichtung  111 IV  den  zu  suchenden  Diameter  begrenzen. 

Die  Fluchtlinie  des  Kegels  wird  von  jener  der  schneidenden  Ebene 
in  den  Punkten  1  und  2  der  Schnittcurve  getroffen,  und  es  muss  die  Länge  12, 
als  eine  zu  111 IV  parallele  Sehne,  vom  Durchmesser  ///  im  Punkte  w 
halbirt  werden.  Weil  jedoch  12  zugleich  eine  Sehne  der  JB^luchtlinie  K  ist, 
so  muss  auch  die  Verbindungslinie  fg  der  Berührungspunkte  f  und  g  durch 
den  Punkt  rv  hindurchgehen. 

Die  in  der  Verschwindungslihie  gelegenen  Punkte  1  und  2  sind  offen- 
bar die  Perspectiven  der  unendlich  weit  entfernten  Punkte  der  Hyperbel 
im  Räume;  es  müssen  deshalb  die  Perspectiven  der  Asymptoten  dieser 
Hyperbel  sich  als  Taugenten  an  die  obigen  Punkte  der  Ellipse  ergeben. 
Behufs  der  Verzeichnung  dieser  Perspectiven  hat  man  bekanntlich  die  den 
Erzeugenden  iS  und  25  zukommenden  Berührungsebenen  mit  der  Ebene 
E^  Ep  zum  Durchschnitt  zu  bringen.  Die  Verschwindungslinien  der  Be- 
rtthrungsebenen sind  die  in  den  Punkten  1  und  2  an  die  Fluchtlinie  IC  ge- 
zogenen Tangenten  rl  und  r2,  welche  sich  in  einem  Punkte  des  Durch- 
messers fg  schneiden,  und  die  bezüglichen  Bildflächtracen  Sm  und  Sn 
gehen  durch  S  parallel  zu  den  genannten  Verschwindungslinien.  Nach- 
dem die  letztgezogenen  Geraden  die  Bildflächtrace  Ek  der  schneidenden 
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Ebene  in  m  und  n  treffen,  so  sind  ml  and  n2  die  verlangten  Perspectiven 
der  Asymptoten.  Ihr  Durchschnittspnnkt  (,  d.  i.  die  Perspective  des 
Mittelpunktes  der  Schnittfigar,  fällt  in  die  Axe  /  //. 

Dass  das  Stück  1/2  der  Ellipse  die  Centralprojection  des  hinter  der 
Distanzebene  befindlichen  Hyperbelastes  darstellt,  ist  bekannt. 

§.n. 

Aufgabe.  Ein  durch  die  Yerschwindungslinie  if  und  durch  die  in 
der  Bildfläche  liegende  Spitze  S  (Fig.  10)  bestimmter  Kegel  soll  nach  einer 
Parabel,  die  sich  perspectivisch  als  Ellipse  darstellt,  geschnitten  werden. 
Es  ist  die  Perspective  der  Schnittearve  darch  ein  Paar  conjugirter  Durch- 
messer derselben  zu  bestimmen. 

Lösung.  Die  Darchführong  dieses  Falles  wird  in  ähnlicher  Weise, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  vorzunehmen  sein.  Den  Bedingangen  der 
Aufgabe  zafolge  ist  die  Verschwindangslinie  Ep  der  schneidenden  Ebene 
tangentiell  an  die  Verschwindangslinie  Af^  des  Kegels,  nnd  die  NebentracejE^^ 
letztere  nicht  schneidend  zu  wählen.  Die  Bildflächtrace  E^  fällt  rechts 
von  der  Spitze  5,  weil  Ep  zwischen  S  und  E^p  gelegen  ist. 

Die  Construction  wurde  mit  Hilfe  einer  Ebene  If^B^  durchgeführt, 
welche  durch  die  Kegelspitze  geht,  sonst  jedoch  eine  beliebige  Lage  hat. 
Die  Bestimmung  des  Diameters  Nl  wurde  vermittelst  der  beiden  zu  E^ 
parallelen  Berührungsebenen  E^S  und  FpS^  deren  Grandflächtracen  v5 
und  9,5  jene  vd  der  Ebene  E^  Ep  in  den  Punkten  f>  und  /'  treffen,  und 
welche  die  Erzeagenden  fS  und  gS  enthalten,  vorgenommen.  Ebenso  er- 
gaben sich  die  Endpunkte  III  and  IV  des  zweiten  Diameters  in  den  Er- 
zengenden aS  and  65,  welche  als  Schnitt  der  Kegelfläche  mit  einer  durch 
diese  Axe  geführten  Ebene  Sd^  F"p  resultiren.  Der  Paukt  /  fällt  mit  f  zu- 
sammen, wie  dies  bei  jedeih  Parabelschnitte  der  Fall  ist;  es  besitzen  näm* 
lieh  die  Verschwindangslinie  des  Kegels  und  die  Perspective  der  Schnitt- 
figur  in  diesem  Pnnkte  die  Verschwindangslinie  der  schneidenden  Ebene 
zur  gemeinschaftlichen  Tangente» 

Es  braacht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  in  allen  Fällen,  wo 
die  Carve  im  Räume  die  den  sichtbaren  Umriss  der  Fläche  bildenden  Er- 
zeugenden schneidet,  die  Perspective  der  Schnittcurve  von  den  äussersten 
Erzeagenden  des  Kegelbildes  berührt  werden  rouss.  Zumeist  dürfte  es 
gerathen  erscheinen,  diese  besonderen  Pnnkte  der  Schuittcarve  speciell  zu 
bestimmen,  indem  man  auf  bekannte  Weise  den  Durchschnitt  obiger  Er- 
zeugenden mit  der  schneidenden  Ebene  sacht;  denn  abgesehen  davon,  dass 
diese  Erzeugenden  gleichzeitig  die  Tangenten  der  Carve  in  den  so  ge- 
fundenen Pankten  der  Carve  bilden  und  an  dieser  Stelle  genau  die  Btch- 
tung  des  Zages  derselben  angeben,  ist  die  Wichtigkeit  besagter  Punkte 
schon  aas  dem  Umstände  ersichtlich,  dass  dieselben,  als  im  Umrisse  ge- 
legen, die  Grenzen  des  sichtbaren  Theiles  der  Curve  bezeichnen» 
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In  den  bisher  behandelten  Beispielen  wnrde  der  die  Schnittfläche 
deckende  Theil  des  Kegels  weggenomtueu  gedacht,  die  Curve  daher  durch- 
gehends  voll  gezogen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Auffindung  einzelner  Punkte  der 
Schnittfignr  in  den  beiden  letztgewählten  Beispielen.  Soll  z.  B.  in  Fig*  10 
der  im  sichtbaren  Umrisse  rS  des  Kegels  gelegene  Punkt  der  Curve  ge- 
funden werden,  so  kann  man  einfach  durch  r  die  Verschwindungslinie  F'^ 
einer  su  der  Geraden  Ep  parallelen,  den  Kegel  nach  den  Erzeugenden  rS 
und  sS  schneidenden  Ebene,  und  durch  v,  die  zugehörige  Hilfstrace  v^S 
auf  der  Ebene  ff^  Hp  ziehen.  Die  Trace  v^S  trifft  jene  vd  der  schneidenden 
Ebene  E^  Ep  im  Punkte  /,  durch  welchen  die  zu  Ep  parallele  Schnittlinie 
beider  Ebenen  geführt,  diese  den  Erzeugenden  r5und  sSm  den  fraglichen 
Funkten  1  und  2  begegnet. 

§.12. 

Von  den  im  §.  1  bezeichneten  neun  Auflösnngsfällen  wurden  in  den 
§§.  6  bis  11  blos  sechs  durchgeführt;  für  die  Lösung  der  übrigen  bleibt 
nicht  viel  Wesentliches  mehr  zu  bemerken  übrig. 

Was  jenen  Fall  anbelangt,  wo  die  Kegelfläche  nach  einer  Parabel 
geschnitten  und  die  Perspective  sich  gleichfalls  als  Parabel  darstellen  soll, 
so  müssen  hierbei  sowohl  die  Verschwindungslinie,  als  die  verschobene 
Trace  der  schneidenden  Ebene  die  Fluchtlinie  des  Kegels  berühren. 
Nachdem  jedoch  beide  Linien  zu  einander  parallel  sind,  so  können  daselbst 
blos  zwei  verschiedene  Fälle  eintreten,  nämlich 

d)  fallen  entweder  die  beiden  Geraden  Ep  und  Bfp  zusammen,  wo 
dann,  wie  leicht  einzusehen,  die  schneidende  Ebene  durch  die  Kegelspitze 
geht  und  zur  Tangirungsebene  des  Kegels  wird,  die  Parabel  mithin  in  eine 
gerade  Linie  Übergeht;  oder  es  können 

b)  die  Geraden  Ep  und  Efp  einander  diametral  gegenüberliegen,  in 
welchem  Falle  eine  Parabel  als  Perspective  erhalten  wird,  die  die  Flucht- 
linie des  Kegels,  sowie  die  Gerade  Ep  berührt  und  sich  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  von  der  Kegelspitze  ausbreitet.  Die  schneidende  Ebene  hat 
diesfalls  eine  solche  Lage,  dass  die  Parabel  im  Kaume  die  Distanzebene 
berührt,  sich  jedoch  ganz  hinter  derselben  befindet.  Die  Construction  wäre 
nach  §.  8  vorzunehmen. 

Der  Fall,  wo  die  Kegelfläche  nach  einer  Ellipse,  die  sich  perspectivisch 
als  Hyperbel  darstellt,  geschnitten  werden  soll,  ist  in  gleicher  Weise,  wie 
jene  der  §§.  7  oder  0,  zu  behandeln. 

Die  Lösung  jenes  Falles  endlich,  wo  die  Perspective  eine  Parabel,  die 
Schnittcnrve  jedoch  eine  Hyperbel  ist,  wird  nach  §.  8  vorzunehmen  sein. 

Bemerkung.  Denkt  man  sich  in  Fig.  0  und  10  die  Fluchtlinie  K  als 
Bildflächtrace  eines  Cylinders,  dessen  Erzeugenden  auf  den  Verschwin- 
dungspunkt  S  im  Bilde  zugehen,  und  diesen  Cylinder  durch  eine  Ebene  go- 
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schnitten,  welche  E^  zur  Bildflftchtrace  und  E^  zur  Verschwindungslinie 
hat,  so  wird  dieselbe  Schnittfigur /// ////F  erb  alten  und  es  werden  auch 
bei  der  Construction  dieselben  Linien  benöthigt.  In  Fig.  10  wÄre  sodann 
H^  mit  Bff  und  umgekehrt  zu  vertauschen ,  so  wie  in  Fig.  9  GG  als  Ver- 
schwindangslinie,  BE  als  Bildflächtrace  der  Hilfsebene  angesehen  werden 
müsste. 

§.13. 

Die  in  §.  4  aufgestellten  Sätze  lassen  sich  einfacher  auch  in  folgender 
Weise  ableiten.  Hierbei  werden  wir  gleich  die  Bestimmung  jener  Ebene, 
welche  durch  die  beiden  zu  den  Asymptoten  des  Bildes  parallelen  Er- 
zeugenden der  Kegelfläche  geht,  ins  Auge  fassen  und  den  Grundsatz  fest- 
halten, dass  die  Distanztrace  der  genannten  Ebene  mit  der  Distanztrace 
der  schneidenden  Ebene  zusammenfällt,  d.  h.  dass  beide  Ebenen  sich  in 
einer  in  der  Distanzebene  liegenden  Geraden  schneiden  müssen.  Aus 
dem  Gesagten  folgt  schon,  dass  die  Bildflächtracen  und  Verschwindungs- 
linien  dieser  Ebenen  zu  einander  parallel  sind. 

Um  das  hieraus  sich  ergebende  Gesetz  aufzufinden,  sei  PQ  (Fig.  II) 
die  Bildfläcbe,  0  das  Auge  und  P'Q'  die  Distanzebene;  ferner  S  die  Spitze 
des  Kegels A',  dessen  äusserste Erzeugenden  die  Geraden  Sm^  Sn  sind,  und 
welcher  BC  zur  Distanztrace,  NB  zur  Verschwindungslinie  hat.  Endlich 
sei  E  die  schneidende  Ebene,  mithin  E^  die  Bildflächtrace,  E„  die  Ver- 
schwindungslinie und  M  die  Distanztrace  derselben. 

Die  Verbindungslinie  der  Punkte  M  und  S  stellt  sodann  jene  Ebene  S 
vor,  welche  den  Kegel  in  zwei  Geraden,  deren  Perspectiven  zu  den  ver- 
langten Asymptoten  parallel  sind,  schneidet.  Die  Bildflächtrace  S^  und 
Verschwindungslinie  Sv  dieser  Ebene  werden  unter  obiger  Voraussetzung, 
dass  die  Ebenen  E  und  S  die  Gerade  M  gemeinschaftlich  haben  und  die 
Ebene  S  durch  die  Kegelspitze  geht,  zu  bestimmen  sein. 

Da  die  beiden  Dreiecke  ME^S^  und  OE„Sp  eine  gleiche  Höhe  und  zu 
einander  parallele  Seiten  besitzen,  so  sind  sie  congruent,  woraus 

S^  El  =  S^  Ep 
folgt 

Es  ist  mitbin  der  Abstand  der  Bildflächtrace  der  zu  suchenden  Ebene  S 
von  der  Bildflächtrace  der  schneidenden  Ebene  E  der  Entfernung  der 
Verschwindungslinien  dieser  beiden  Ebenen  gleich. 

Nachdem  jedoch  weder  die  Bildflächtrace  noch  die  Verschwindungs- 
linie der  Ebene  S  bekannt  ist,  so  reicht  der  eben  aufgestellte  Satz  zur 
Fixirung  derselben  auch  nicht  hin;  da  indessen  bekannt  ist,  dass  diese 
Ebene  durch  die  Kegelspitze  geht,  so  dürfte  es  am  zweckmässigsten  sein, 
die  Entfernung  der  Perspectiven  der  Schnittlinien  beider  Ebenen  E  und  S 
mit  der  durch  die  Kegelspitze  parallel  zur  Bildfläche  geführten  Ebene  SE^ 
d.  i.  den  Abstand    der   beiden  Nebentracen  s  und  e  zu  bestimmen.     Be- 
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leichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  EntferntiDg  der  Kegelspitze  von  der 
Distanzebene  mit  E  und  die  Augdistanz  mit  Z>,  so  ergiebt  sieb  aus  den 
ähnlichen  Dreiecken  SEM  und  E^S^M  die  Proportion 

SE:SiEt  =  E:D. 

Ebenso  folgt  aas  den  ähnlichen  Dreiecken  SEO  und  se  0 
SE:se  =  E.D, 
daher  durch  Division  beider  Proportionen: 

S^Sp  =  se^ 
d.  h.  der  Abstand  der  Nebentracen  der  beiden  Ebenen  ist  der  Entfernung 
der  Bildfläehtracen  oder  jener  der  Yerschwindungslinien  dieser  Ebenen 
gleich. 

Dieser  Satz,  in  Verbindung  mit  dem  vorher  aufgestellten,  ist  ztir  Be- 
stimmung der  Ebene  S  vollkommen  ausreichend. 

Schneidet  man  beide  Ebenen  durch  eine  dritte  zur  Bildfläche  parallele 
Ebene  P^Q'^nnd  bestimmt  die  Perspectiven  a  und  b  der  Schnittlinien  a  und  /3, 
so  ergiebt  sich  ans  den  ähnlichen  Dreiecken  Oaß^  Oab^  und  Muß^  ME^E^^ 
in  gleicher  Weise,  wie  oben: 

a  bs=^E^  S^  =  Ep  Sp^ 
dass  mitbin  die  in  Kode  stehenden  Ebenen  die  Eigenschaft  besitzen ,  von 
jeder  zur  Bildfläcbe  parallelen  Ebene  in  Geraden  geschnitten  zu  werden, 
deren  Perspectiven  in  einem    der  Entfernung  der  Verschwindungslinien 
dieser  Ebenen  gleichen  Abstände  von  einander  gelegen  sind. 

Bemerkung  1.  Wie  seinerzeit  gezeigt  wurde,  ist  die  verschobene 
Trace  E^^  der  Ebene  E  nichts  Anderes,  als  die  Verschwinduhgslinie  S,,  der 
zu  suchenden  Ebene  S. 

Bemerkung  2.  In  den  behandelten  Beispielen  wurde  die  Leitlinie 
des  Kegels  stets  elliptisch  angenommen;  die  entwickelten  Sätze  gelten 
jedoch  allgemein,  und  die  Construction  ist  bei  jeder  anderen  Leitlinie  in 
gleicher  Weise,  ohne  die  geringste  Aenderung  durchzuführen. 

B.  CylinderflächexL 
§.14. 
Eine  Cylinderfläche  wird  durch  eine  Ebene  nur  nach  einer  der  Leit- 
linie gleichnamigen  Curve,  oder  nach  geraden  Erzeugenden  geschnitten, 
während  als  Perspective  der  Schnittfigur,  wenn  die  Leitlinie  des  Cylinders 
eine  Curve  des  zweiten  Grades  ist,  eine  jede  der  Kegelschnittslinien  re- 
8ultiren  kann. 

Ist  Z  (Fig.  12)  ein  Cylinder,  dessen  äusserste  Erzeugenden  durch  die 
Geraden  Bm  und  Cn  angegeben  werden,  und  E  die  schneidende  Ebene; 
femer  0  das  Auge,  PQ  die  Bildebene  und  P'Q'  die  Distanzebene,  so  ist 
BC  die  Bildflächtrace  des  Cylinders,  E^  und  E,,  die  Bestiramungsstücke 
der  Ebene  JP,  und  v  der  Verschwindungspunkt  der  parallelen   Cylinder- 

15* 
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erzengendoD.  Weil  nun  bezüglich  der  Perspective  der  Schnittfigur  für 
Cylinderflächen  dieselben  Grundsätze,  wie  für  Kegelflächen  gelten,  so  ist 
ersichtlich,  dass  auch  hier  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  als  Per- 
spective erhalten  wird,  wenn  die  Distanztrace  m^(/n  des  Cylinders  von 
jener  M  der  schneidenden  Ebene  beziehungsweise  nicht  getroffen,  berührt 
oder  geschnitten  wird. 

Schneiden  sich  die  genannten  Distanztracen ,  wie  dies  hier  angenom- 
men wurde,  in  Jf,  so  werden  die  Bilder  der  diesen  Punkten  zugehörigen 
Erzeugenden  Jf5,  weil  die  Perspectiven  ihrer  Durchstosspunkte  mit  der 
schneidenden  Ebene  in  unendliche  Entfernung  fallen,  die  Asymptotenrich- 
tungen des  Bildes  geben,  während  die  Asymptoten  selbst  im  Durchschnitte 
der  durch  diese  Erzeugenden  gelegten  Berührungsebenen  des  Cylinders  mit 
der  schneidenden  Ebene  erhalten  werden. 

Wir  werden  mithin  durch  die  Distanztrace  Jf  der  Ebene  E  eine  Ebene  S 
parallel  zu  den  Cylindererzeugenden  zu  legen ,  diese  Ebene  zu  bestimmen 
und  nachzusehen  haben ,  ob  die  Trace  derselben  auf  der  Basisebene  des 
Cylinders  die  Leitlinie  berührt,  schneidet  oder  nicht  trifft.  Zum  Behufe 
der  Bestimmung  dieser  Ebene  betrachten  wir  die  beiden  Dreiecke  ME^S^ 
und  OEpV^  welche  eine  gleiche  Höhe  und  zu  einander  parallele  Seiten  ha- 
ben, daher  congruent  sind;  aus  denselben  folgt: 

•^*5^=  EffVf 
d.h.: 

„der  Abstand  der  Bildflächtracen  der  beiden  Ebenen 
Sund  E  ist  gleich  der  Entfernung  des  Verschwin« 
dungspunkt-es  v  der  Cylindererzeugenden  von  der 
Yerschwindungslinie  der  schneidenden  Ebene  £." 
Wie  aus  Fig.  3  ersichtlich  ist  und  in  §.  4  angezeigt  wurde,  sind  die 
Basistracen  der  Ebenen  S  und  E  zu  einander  geometrisch  parallel* 

Ist  die  Perspective  der  Cylinderfläche ,  sowie  die  schneidende  Ebene 
gegeben,  so  hat  man  daher  blos  durch  den  Verschwindungspunkt  v  der  Cy- 
lindererzeugenden eine  Parallele  zur  Yerschwindungslinie  E^  der  schnei- 
denden Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Flucht  der  Basisebene  zn  zie- 
hen und  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  die  Basistrace  der  Ebene  S  geome- 
trisch parallel  zur  Basistrace  der  schneidenden  Ebene  E  zu  führen*  Soll 
jedoch  eine  Ebene  E  so  gewählt  werden,  dass  sie  die  Cylinderfläche  nach 
einer  bestimmten  Curve  schneidet,  so  muss  vorerst  die  Grundflächtrace  der 
Ebene  S  der  Bedingung  gemäss  gewählt  werden. 

Ist  die  Perspective  der  Schnittfigur  eine  Ellipse,  so  wird  ein  Paar  con- 
jugirter  Axen  derselben  (von  welchen  die  eine  Axe  zur  Bildflächtrace  der 
schneidenden  Ebene  parallel  ist)  in  derselben  Weise,  wie  bei  Kegelflächen 
bestimmt,  nur  werden  sich  hier  die  einzelnen  Constructionen  noch  einfacher 
gestalten. 
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§.15. 

Aufgabe.  Ein  elliptischer  Cjlinder  soll  durch  eine  Ebene  so  ge- 
schnitten werden,  dass  die  Perspective  der  Schnittfigur  eine  Hyperbel  ist, 
die  einen  bestimmten  Asymptotenwinkel  q>  besitzt. 

Lösung.  Ist  die  Leitlinie  in  der  Ebene  F^F^  (Pig.  13)  gelegen  und  v 
der  Verschwindungspunkt  der  Cylindererzeugenden,  so  wähle  man  eine  be- 
liebige Erzeagende  It^  und  eine  zweite  2v  derart,  dass  der  Winkel  iv2  =  (p 
ist.  Die  Verbindungslinie  1  2  der  Fusspunkte  dieser  Erzeugenden  ist  so- 
dann die  Grundflächtrace  der  Ebene  5,  deren  Verschwindungslinie  Sp  die 
Punkte  V  und  v  vereint. 

Die  Basistrace  E^  der  schneidenden  Ebene  kann  nun  in  beliebiger 
Entfernung  von  v'd'  zu  derselben  geometrisch  parallel  gezogen  werden. 
Dieselbe  schneidet  F^m  d^F^  in  v^  durch  welche  Punkte  die  Bestimmungs- 
stücke  Ei  und  Ep  der  schneidenden  Ebene  parallel  zu  Sp  zu  ziehen  sind. 

Um  die  Asymptoten  zu  finden,  bestimme  man  die  durch  die  Erzeu- 
genden Iv  und  2v  gelegten  Berührungsebenen  des  Cylinders,  indem  man  die 
Basistracen  Im  und  2n  derselben  durch  1  und  2  tangentiell  an  die  Leitlinie 
bis  zum  Durchschnitte  a  mit  der  Verschwindungslinie  Fp  der  Basisebene 
sieht  (der  zweite  Durchschnittspunkt  fallt  hier  in  unendliche  Entfernung). 
Die  letzteren  Punkte  mit  v  verbunden  geben  die  Verschwindungslinien  av 
und  vn'  der  Berührungsebenen.  Die  Schnitte  mtn  und  nn  dieser  Ebenen 
mit  der  Ebene  E^Ep  bilden  die  gesuchten  Asymptoten  und  begegnen  sich 
im  Mittelpunkte  0  der  Perspective. 

Wird  der  Asymp toten winkel  mon=:\<p  halbirt  und  der  Durchschnitt 
der  Halbirungslinie  mit  der  Cylinderfläche  gesucht,  so  erhält  man  die  End- 
punkte der  reellen ,  senkrechten  Axe.  Genauer  und  einfacher  ergiebt  sich 
jedoch  der  zur  Richtung  E^  cönjngirte  Diameter  0/,  indem  man  aus  v  die 
Basistrace  va  einer  zu  E^  parallelen  Tangirungsebene  des  Cylinders,  sowie 
die  Erzeugende  ap,  in  welcher  die  Berührung  erfolgt,  zieht  und  den 
Schnitt  bl  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  ^^^^  durch  den  Vereinigangs- 
punkt  b  der  betreffenden  Basistracen  parallel  zu  Ep  führt.  Die  so  erhal- 
tene Gerade  bl  ist  eine  Tangente  der  Schnittcurve  und  tri£Fit  die  Erzen- 
gende av  in  dem  Endpunkte  I  des  bezeichneten  Durchmessers,  dessen  halbe 
Länge  Ol  ist. 

Würde  die  Gerade  1 2  die  Verschwindungslinie  ausser  der  Zeichnungs- 
fläche schneiden,  so  könnte  die  Richtung  vv'  in  der  Weise  bestimmt  wer- 
den, dass  man  nach  irgend  einer  der  bekannten  Methoden  durch  den  Punkt « 
eine  Gerade  gegen  den  unzugänglichen  Durchschnittspunkt  v  der  Geraden 
Fp  und  1  2  zieht,  oder  wenn  v  ebenfalls  ausser  die  Zeichnungsfläche  fällt, 
indem  man  den  Durchstosspunkt  einer  der  beiden  Erzeugenden  Iv  oder  2i> 
hit  der  Bildebene  verzeichnet  und  mit  d'  verbindet. 
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Die  Darchfiibruug  des  hier  gewählten  Beispieles  dürfte  hinreichen,  nm 
alle  möglichen  Fälle  ohne  Schwierigkeit  lösen  zu  können  und  die  Annahme 
so  zu  bestimmen,  dass  bei  irgend  einer  als  Leitlinie  des  Cylinders  gegebe- 
nen Curve  des  zweiten  Grades  die  Perspective  der  Schnittfigar  eine  be- 
stimmte Kegelschnittslinie  wird. 

Bemerkung.  Sind  die  Asymptoten  TT  (Fig.  14)  des  Bildes  und 
der  zur  Bildflächtrace  der  schneidenden  Ebene  conjugirte  Durchmesser 
MOM\  nebst  der  Tangente  MN  der  Hyperbel  im  Endpunkte  desselben  be- 
kannt, so  kann  die  reelle  Axe  ORR'  auch  durch  Folgendes  bestimmt 
werden. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  und  nimmt  diese  Gerade,  d.  i.  die 
Richtung  der  zu  suchenden  Axe,  als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystemes  und  0  als  den  Ursprung  desselben  an,  bezeichnet  fer- 
ner die  Längen  der  senkrechten  Axen  der  Hyperbel  mit  a  und  h  und  die 
Abscisse  0  P  des  Punktes  N  mit  Xy  die  Ordinate  mit  y\  so  ist 

^^'     yy  _  . 

die  Gleichung  der  Tangente  MN^  daher 

y  =  0  unda?=:öiV^  =  — > 

X 

die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  N  derselben  mit  der  AT- Axe.  Es 
ist  mithin 


a  =  yON.OP, 
welcher  Ausdruck  einfach  construirt  werden  kann,  indem  man  über  OP  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis  beschreibt ,   in  N  ein  Perpendikel  bis  zum 
Durchschnitte  5  mit  letzterem  errichtet  und  OS=za  nach  OR  und  OR^  über- 
trägt. 
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lieber  die  Bedingungen  der  Integrabilitftt  einiger 
Differential  -  Oleichnngen. 

Von 

A.  Letnikow, 

Kaiserlich  Rassischer  Ingenieur -Stabscapitain. 


Die  lotegration  der  Differential -Gleicbnngen  erster  Ordnung  mit  zwei 
Veränderlichen  gehört  zwar  zu  dem  elementaren  Theile  der  Integral-Recb- 
nnng,  trotzdem  ist  aber  gerade  in  diesem  Theile  der  Mangel  allgemeiner 
Methoden  am  fühlbarsten.  Euler's  Methode  des  integrirenden  Factors 
bleibt  bis  jetzt  die  einzige ,  die  eine  Allgemeinheit  der  Idee  und  einen  nn- 
bezweifelbaren  wissenschaftlichen  Werth  besitzt.  Es  scheint  mir  daher,  dass 
man  jetzt  blos  von  der  Entwickelang  der  Theorie  des  integrirenden  Factors 
nene  Mittel  znr  Integration  und  zur  Untersuchung  der  Differential -Glei- 
chungen, deren  Integration  möglich  ist,  erwarten  kann.  Auch  lässt  sich 
bekanntlich  die  Methode  des  integrirenden  Factors  mit  grösserem  Erfolge 
auf  die  Untersuchungen  ron  Differential- Gleichungen,  die  durch  einen  Fac- 
tor von  bestimmter  Form  integrirt  werden  können ,  anwenden  als  auf  die 
Integration  von  willkärlich  gegebenen  Gleichungen.  Vorzügliche  Beispiele 
ähnlicher  Untersuchungen  sind  von  Eul  er  selbst  angegeben,  dessen  ^Jnsti- 
tutianes  caiculi  mtegraJis^*'  in  Bezug  auf  den  Beichthum  des  in  demselben 
enthaltenen  Materials  immer  ein  unübertroffenes  Werk  bleiben  werden. 
Die  Theorie  des  integrirenden  Factors  bezüglich  der  Gleichungen  erster 
Ordnung  hat  seit  Euler  nur  eine  sehr  geringe  Entwickelung  erhalten.  Nur 
in  der  letzten  Zeit  ist  in  dieser  Richtung  ein  Schritt  vorwärts  geschehen 
durch  den  Professor  der  Dorpater  Universität,  Herrn  Min  ding,  in  seinem 
umfangreichen  Memoire:  „Ueber  die  Integration  der  Differential- Gleichun- 
gen erster  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen^';  diese  Arbeit  scheint  mir  die 
ganze  Aufmerksamkeit  der  Geometer  zu  verdienen,  vorzüglich  deshalb, 
weil  sie  auf  eine  ganze  Classe  neuer  Differential- Gleichungen  hinweist  und 
weil  die  Methode  des  Autors  sich  mit  grösserem  Erfolge  anwenden  lässt» 


J 
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^^/>^<^^^^^^^^s^^^^^^^^^^^^^r^^i^N^^»M^^^'s^li^^^^N^s^^^''V%^^^^^^^^^VA^^^^^^^^^'W 


als  die  Methode  Ealer*8  in  ihrer  ursprünglichen  Form.  Ich  werde  hier 
selbstverständlich  nicht  die  Methode  des  Herrn  Min  ding  auseinander- 
setzen ,  ich  will  nur  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  einige  neue  Seiten 
dieses  Gegenstandes  lenkep,  die,  wie  mir  scheint,  vom  Autor  selbst  unbe- 
merkt geblieben  sind.  Ich  glaube,  dass  der  Wissenschaft  kein  geringer 
Vortbeil  daraus  erwüchse,  wenn  die  Aufmerksamkeit  der  Oeometer  auf 
einige  der  bemerkenswerthen  Andeutungen  hingelenkt  würde,  die  Herr  Min- 
ding in  dem  oben  genannten  Memoire  mitgetheilt. 


1)  Die  Gleichungen,  welche  Herr  Minding  betrachte  und  auf  die 
sich  auch  meine  Untersuchungen  beziehen,  sind  in  folgender  allgemeiner 
Form  enthalten: 

1)  Ky*  +  «iy"-'+.--+««)rfy  +  (^oy*"+Ay"-^+ •.•  +  !»«) rf*  =  o. 

Die  Coefficienten  otq,  a« . . .  ttm  /^o«  /^i  •  •  •  /'m  ^^^^  willkürliche  Functio- 
nen von  X  (Min ding  setzt  sie  in  seinem  Memoire  als  ganze  Functionen 
vorans).  Differential  -  Gleichungen  ähnlicher  Art  können  ans  einer  ur- 
sprünglichen GleichuDg  folgender  Form  erhalten  werden: 

2)  17  =  ß* .  r  =  consl^ 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

y={y  —  yi)"Ky  —  yt)"«. .  •  (y  —  y.)"«. 

Die  Ooefficienten  A^^  A^. . .  Ap^  ^o«  ^i  *  •  •  ^9  sowohl,  als  auch  yi, 
Vt '  •  Vi  ^i^d  gewis.se  Functionen  von  x  und  die  Exponenten  n^^n^. ,  ,ni 
constante  Zahlen.  In  der  That,  differenzirt  man  die  letzte  Gleichung,  so 
wird  die  Constante  eliminirt  und  nach  Weglassung  der  gemeinschaftlichen 
Factoren  erhält  man  eine  Gleichung,  in  der  die  Ooefficienten  von  du  und  dx 
ganze  Functionen  von  y  sind,  wie  in  der  oben  erwähnten  Differential- Glei- 
chung. Diese  Verification  bietet  natürlich  keine  Schwierigkeiten  dar.  Hier- 
aus folgt,  dass  Differential -Gleichungen  der  betrachteten  Art  ein  Integral 
von  der  Form  17=  const  haben  können.  Die  allgemeine  Frage,  worauf 
sich  die  folgenden  Untersuchungen  beziehen ,  besteht  in  der  Entwickelung 
derjenigen  Bedingungen,  unter  welchen  eine  Differential  -  Gleichung  der 
Form  l)  ein  Integral  von  der  Form  2)  hat,  und  in  der  Bestimmung  aller 
Functionen  und  ihrer  Constanten ,  d.  h.  in  der  Bestimmung  des  Integrals, 
wenn  die  gefundenen  Bedingungen  erfüllt  sind.  Indem  ich  diese  allgemeine 
Frage  unberührt  lasse ,  will  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  nur  einige 
einfache  Beispiele  ähnlicher  Untersuchungen  betrachten.  Aber  ehe  ich  zu 
dem  Hauptgegenstande  meiner  Abhandlung  schreite,  ist  es  nöthig,  einige 
vorläufige  Theoreme  zu  beweisen. 

2)  Bekanntlich  muss  der  Factor  fi ,  welcher  die  Gleichung 
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Mdx  +  Ndy=^0 
BU  einem  YolUtändigen  Differentiale  macht,  folgender  Bedingung  genügen 

d{Mfi)  ^d(Nfi) 
dff  dx     ' 

die  gewöhnlich  znr  Bestimmung  dieses  Factors  nnd  der  Bedingungen  der 
Integrabilität  der  gegebenen  Oleichung  dient. 

Ausser  dieser  Form  der  Bedingungsgleichung  hat  Malmst^n  (Liou- 
▼ille  1862,  p.  315)  noch  eine  andere  angegeben,  die  mit  nicht  geringerem 
Natzen  zu  diesem  Zwecke  verwendet  werden  kann.  Das  Malmst^n'sche 
Theorem  lässt  sich  in  folgender  Art  beweisen.  Es  sei  u  =  const  das  Inte- 
gral der  Differential-Oleichang 

dy  +  tix,y)dx  =  0, 
so  wird : 

du 
dx 

dy 
Die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  muss  als  gelöst  angesehen  wer- 
den, wenn  —  oder  —  gefunden  ist.    Bemerken  wir  hierbei  gelegentlich, 

dass 

du       l     du 

dy      f  ' d» 
der  integrirende  Factor  der  gegebenen  Differential  -  Gleichung  ist    Diffe- 
renzirt  man  die  vorhergehende  Gleichung  nach  y  und  x,  so  erhält  man: 

df  _Jix  dy rf/ 

dy~^    du  du 

dy  dy 

d^u  d^u 


tL —f  ^_/t    dxdy 

dx  du  du 

dx  dx 

dy  .         . 

ond  da  — f{xy  jf)=  -— ,,  so  lassen  sich  diese  beiden  Gleichungen  in  fol- 

u  X 

gender  Weise  darstellen: 


d 

dy 

d 

,    du 

dx 

l 
^  f 

dx 
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wo  das  Zeichen  d  ein  vollständiges  Differential  anzeigt,  in  welchem  y  als 
eine  Function  der  unabhängigen  Variabein  x  zu  betrachten  ist.  Jede  der 
beiden  letzten  Gleichungen  wird  offenbar  eine  Identität,  wenn  man  nach 

dy 
der  Differentiation  statt  — seinen  Ausdruck  aus  der  gegebenen  Differential- 
Gleichung  substituirt;  es  ist  ausserdem  auch  leicht  zu  sehen,  dass  eine  jede 
dieser  Gleichungen  eine  Folge  der  anderen  ist.  Die  erhaltenen  Gleichun- 
gen können  in  vielen  Fällen  zur  Bestimmung  der  partiellen  Differential- 
Quotienten---,  --—  dienen.  Es  ist  nicht  schwer,  sich  zu  überzeugen,  dass 
dy    dx  " 

z.  B.  alle  gewöhnlichen  Fälle  der  Integrabilität  von  homogenen  linearen 
Gleichungen  u.  s.  w.  ebenso  leicht  aus  den  genannten  Gleichungen  als  aus 
der  gewöhnlichen  erhalten  werden  können;  ausserdem  können  diese  Bedin- 
gungen noch  auf  neue  Fälle  führen.  Wir  wollen  uns  aber  bei  diesem  Ge- 
genstande jetzt  nicht  weiter  aufhalten,  sondern  diesen  Satz  zum  Beweise 
eines  anderen  Theorems  benutzen,  welches  die  Verallgemeinerung  eines 
von  Min  ding  in  dem  genannten  Memoire  (S.  29 — 32)  bewiesenen  Satzes  ist 
8)  Geht  die  Differential- Gleichung 

dy  +  fix.y^dx^O 

in  ein  vollständiges  Differential  über  durch  einen  Factor  der  Art: 

D 
^  =  (y  -  yj«  .  e(!r-yi)*  •  9  («,  y) , 

wo  die  Exponenten  c  und  n  constante  Zahlen  bedeuten ,  y^  eine  Function 
von  X  ist,  D  und  (p  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  nebst  ihrer  derivirten 
Function  für  y  =  2(i  weder  Null  noch  unendlich  werden,  so  ist  die  Func- 
tion ^1  eine  particuläre  Lösung  der  gegebenen  Differential  Gleichung.  Zum 
Beweise  bedienen  wir  uns  der  ersten  der  Gleichungen  des  vorhergehenden 
Paragraphen.     Bemerkt  man,  dass 

/o^fi  =  /o^^  =  6%(y--y,)  +  T^^— ^-f  %9(a?,Sf), 
so  erhält  man  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

dx      dx   ,  dx      dy  '  dx        _  dx      dx 


y  —  Vi.        {y  —  ViY  "(y— yO""**^ 

q)'  dx      q>dy  *dx      dy^ 

dy 
die  nach  Substitution  von  -i-  =  —  f  folgende  Form  annimmt : 

,.(^.  +  ,)+C-I)(^^-.-)-.<,-„)-(g+.) 


tpdy       dj/\ 
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Diese  Gleichung  muss  identisch  unabhängig  von  dem  Zusammenhange 
zwischen  y  nnd  x  bestehen«  Nimmt  man  für  n  eine  positive  Zahl  und  setzt 
voraus y  dass  alle  oben  erwähnten  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erhält  man 
rüry  =  yi 

was  zu  beweisen  war.  Ist  n  eine  negative  Zahl  s  —  m,  so  kann  die  Glei- 
chung in  folgender  Weise  geschrieben  werden : 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  ^  =  ^i  derselbe  Schluss.  Bemerken  wir  noch, 
dass  die  Voraussetzung  n  =:=:  0  von  keinem  Einflüsse  auf  das  erhaltene  Ke- 
sultat  ist,  dass  aber  der  Exponent  t  nicht  Null  sein  darf. 

4)  Erwähnen  wir  hier  noch  eines  Theorems  des  Herrn  Min  ding, 
welches  die  Form  des  Integrales  bestimmt,  wenn  die  Gleichung  durch  einen 
Factor  bestimmter  Art  integrirt  werden  kann.  Für  unseren  Zweck  ist  nur 
der  folgende  specielle  Fall  dieses  Satzes  wichtig.  Wenn  die  Differential- 
Gleichung 

(p(Sf)dy  +  ^l;(y)dx  =  Oj 
in  der  <p  und  ^  ganze  Functionen  von  y  bedeuten,  deren  CoefQcienten  aber 
willkürliche  Functionen  von  x  sind ,  integrirt  werden  kann  durch  einen 
Factor  von  der  Form: 

1 

^^^{y-Vi)  (y  — yt)...(y-yn)' 

in  welchem  -iT,  yi,  y,. .  .y„  Functionen  von  x  sind,  so  wird,  wenn  alle  yt  ver- 
schieden sind,  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  folgender  Art  sein : 

^^(y — yt)^  O — y%y*'  •  •  (y — y«)^» = ^onsi. 

Fist  eine  ganze  Function  von  y,  deren  Coefficienten  gewisse  Functionen 
von  X  sind;  die  Exponenten /?, ,  Pf^Pm  sind  constante  Zahlen.  Dieses 
Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.    Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

-5^  (y — yi)  (y — yt)  • . .  (y  —  yn)=f{y), 

so  wird  nach  der  Voraussetzung : 

f(.y)^^fin) 

WO  U  eine  gewisse  Function  von  x  und  y  bedeutet;  folglich  erhält  man, 
wenn  man  den  rationalen  Bruch  in  seine  Partialbrüche  zerlegt : 


WO  E  (y)  den  ganzen  Theil  in  Bezug  auf  y  des  zerlegten  Bruches  bedeutet 
und  pi  =  yT^  ^®**     Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration : 
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^^^•!i^^^l^^^i/•^i^rf^ 


»r^^^^^^^^^^^^^t, 


U^fE(y)  dy+Zpilog  {y  -  y.)  +^W, 
wo  F  {x)  die  Constante  der  Integration  in  Bezag  anf  y  ersetzt.     Von  der 
anderen  Seite  aber  haben  wir: 


du 


,?^)  =  .,«+2r.-2i 


•I«     flu)       ""^    »-»• 

WO  El  (y)  den  ganzen  Theil  in  Bezug  anf  y  des  Bruches  bedeutet  and 


r(yO' 


Es  mnss  demnach  die  Gleichung  bestehen : 


pÄ' 


(*). 


Das  Zeichen  £  in  allen  vorhergehenden  GleichuDgen  bezieht  sich  anf 
die  Werthe  t  =  1,  2,  3  . . .  ft.  Bemerken  wir  ferner,  dass  Dach  den  im  vo- 
rigen Paragraph  bewiesenen  Theoremen  y  =  y,-  eine  particuläre  Lösung 
der  betrachteten  Differential- Gleichung  ist  und  dass  infolge  dessen 


9(y05f+*(y.)=o 


ist,  so  erhalten  wir: 


dyi 


2 ^  =  0, 

y—yt 


und  deshalb  kann  die  vorhergehende  Gleichung  auf  folgende  Weise  dar- 
gestellt werden: 

^«  (*^  -ß-i?  -^y  -  '^'('>  ==  ^^'^"^  ^  -  y'>- 

Da  in  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung  eine  ganze  Function  von  y«  in 

dem   zweiten   aber   eine  logarithmische  Function  von  y  enthalten  ist,  so 

kann   diese  Gleichung  nur  dann  bestehen,  wenn  jeder  Theil  sich  auf  Null 

reducirt  und  deshalb : 

dpi 

—  =0,  folglich  pi  =  const. 

Das  Integral  selbst  wird  demnach 

ü=fE  (y)  dy  +  Slog  (y—yi^i+Fix)  =  const. 
und  schreiben  wir  dasselbe  in  folgender  Art  e^=s  const  ^  so  erhalten  wir  die 
erwähnte  Form.  Aus  unserem  Satze  folgt  noch,  dass,  wenn  eine  Differen* 
tial-Gleichung  sich  durch  einen  Factor  der  erwähnten  Art  integriren  läsat 
undy  =  y{  eine  der  particulären  Lösungen  ist,  die  in  dem  integrirenden 
Factor  enthalten  sind,  die  Gleichung  besteht: 

-TTT  -T  =  const. 

f  {yi) 

Diese  bemerkens werthe  Eigenschaft  kann  zur  Untersuchung  von  Integrabili- 
tät8*Bedingungen  benutzt  werden.     Endlich  lassen  wir  auch  den  Umstand 
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nicht  anbemerkt,  dass  alle  particulären  Lösungen  y  =:  jfi-,  die  in  dem  inte- 
grirenden  Factor  und  in  dem  Integrale  vorkommen,  gerade  diejenigen  Lö- 
sungen sind ,  welche ,  da  sie  den  integrirenden  Factor  entweder  =  0  oder 
=  00  machen,  aus  dem  allgemeinen  Integrale  erhalten  werden  können,  in- 
dem man  die  in  demselben  vorkommende  Constante  =  0  oder  =  oo  setzt. 


IL 

5)  Wir  schreiten  jetst  zur  Untersuchung  der  Integrabilitäts-Bedingun- 
gen  einiger  Differential- Gleichungen  erster  Ordnung.  Die  erste  der  Glei- 
chungen, die  wir  betrachten  wollen,  ist  die  folgende: 

dy   .Pty  +  Pt_ 

d*  y  +  0 
wo  Pf ,  Pf  und  0  willktirliche  Functionen  von  x  bedeuten.  Das  allgemeine 
Integral  einer  solchen  Gleichung  ist  nicht  bekannt.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  diejenigen  Bedingungen  zu  bestimmen,  denen  die  Functionen  Pi ,  P^ 
und  0  genügen  müssen ,  damit  diese  Gleichung  ein  Integral  von  einer  be- 
stimmten Form  habe.  Es  ist  leicht  zu  bemerken,  dass  die  betrachtete  Dif- 
ferential-Gleichung ein  Integral  der  Form 

(jf  —  yi)"'  (y  —  yt)"«  =  consi 

besitzt.     Durch  unmittelbare  Differentiation  entsteht  nämlich : 
f* .  I  [y  —  («,  y,  +  a,yO]  dy—  [(«,  ^  +  fl,^j  y 

-(".».^-?+«.:-?)]H=»- 

wo  der  Kürze  halber  gesetzt  ist: 

— J—  (y  —  yi)"*-^  (y  —  yt)*«-^  =  f* 

und: 

a*  =  — ^ —  ,  a.  =  — : ,  mithin  a.  -1-  o,  =  1. 

Aus  dieser  Bemerkung  folgt,  dass  die  oben  erwähnte  Gleichung. auf 
eine  Gleichung  der  Form 

{!/  +  0)dy  +  iP,y  +  Pn)dx^O 
f&hren  muss ,  d.  h.  auf  eine  solche,  deren  Integrabilitäts  -  Bedingungen  wir 
zu  untersuchen  beabsichtigten.     Wir  stellen  jetzt  die  umgekehrte  Frage : 
wann  hat  die  oben  erwähnte  Differential-Gleichung  ein  Integral  der  oben 
erwähnten  Art?  Da  in  diesem  Falle  identisch  ist: 

/     dy^  dyi\  (        dy^  </y,\ 

P^y  +  P.^      ("'tf^  +  ^'rf^J^-r^'d^+^'^'tf^) 
9  +  0  y  — («lyt  +  ^tyi)  ' 

80  müssen  die  Constanten  a,  und  a,,  sowie  die  Functionen  y,  und^t  folgen- 
den drei  Gleichungen  genügen: 
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öiyt  +  «tyt  =  — öt 

und  wenn  die  genannte  Gleichung  ein  Integral  der  vorausgesetzten  Art 
hat,  so  können  y,  und  y^ ,  sowie  a^  und  a^  aus  diesen  drei  Gleichungen ,  zu 
denen  noch  die  Gleichung  a^  -|-  o,  =  1  kommt,  bestimmt  werden. 

üebrigens  kann  diesen  Gleichungen  nur  bedingungsweise  gentigt  wer- 
den, denn  y,  und  y^  sind  willkürliche  Functionen  yon  x^  aber  a^  und  a^  sind 
constante  Grössen;  demzufolge  erhält  man  eine Bedingungs- Gleichung,  der 
die  Functionen  Z', ,  P«  ^^^  0  genügen  müssen ,  damit  unsere  Gleichung  ein 
Integral  der  oben  erwähnten  Art  besitze.  Integrirt  man  die  erste  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  und  verbindet  sie  mit  der  letzten ,  so  erhält  man 
das  System : 

und  hieraus  durch  Addition  und  Subtraction: 

yi  +  yt  =  — ^,    sfi— yt~~--ö» 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

S=Q+fP,dx, 

D=0-fP,dx, 
und  q  ^=Oi  —  a,.     Weiter  erhalten  wir: 


oder : 


^*  2      ^2q     '      ^*  2  2q     * 


y^^^J=^Q_l±lßa. 


2q  2q 


1  +  ^. 


2q 


Hier  ist  g  =  — ; — -^t—, —  und  A  =  — • 
«i  +  w,     A  +  1  n. 

Offenbar  ist  es  hinreichend  A  zu  kennen;  denn  die  Grössen  n^  und  n^ 
können  durch  Potenziren  beider  Theile  der  Gleichung  geändert  werden, 
aber  das  Verhältniss  A  hat  einen  constanten  Werth.  Um  A  oder  q  zu  be- 
stimmen ,  substituiren  wir  die  erhaltenen  Grössen  in  die  erste  der  Bedin- 
gungs-Gleichungen, indem  wir  hierbei  bemerken,  dass  ^i  =  i  (i  +  9)  ^n^ 
ö,  =  ^  (l  —  g) ;  wir  erhalten : 

und  hieraus: 
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dx 


^dS       ^dJ)  .   ^dS 
dx  dx  dx 


Sabstituirt  man  für  D  und  S  ihre  Werthe,  so  kann  g'  in  folgender  Weise 
dargestellt  werden: 


,»= 


oder  wenn  man  der  Kürze  halber  setzt: 

80  erhält  man  o*  =  — t—-.     Aber  ^  muss  constant  sein  und  hieraus  folgt, 
m  +  4  ** 

dass  m  =  con9i\  wir  erhalten  demnach  die  Bedingung: 

ttp^^ ="""'• 

Wenn  die  Functionen  P^^  P%  nnd  Q  dieser  Bedingung  genügen,  so  hat 
die  betrachtete  Gleichung  ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form.  Substi- 
tuirt  man  die  Functionen  P^ ,  Pt  und  Q  in  die  Bedingungs-Gleichung,  so  kann 

man  über  die  Constante  des  unbestimmten  Integrals //'i  dx  willkürlich  ver- 
fügen. Die  Verification  der  Bedingung  bestimmt  die  Grossem;  weiter  fin- 
det man  q:=^T/ — ,  und  ist  q  bekannt,  so  erhält  man  A  =  —  = ; 

fm-t"4  Wfl  —  9. 

endlich  bestimmt  man  durch  die  früher  erhaltenen  Formeln  die  Ausdrücke 
y,  nnd  y,,  wobei  man  für  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  C P^  dx 
denjenigen  Werth  nehmen  muss ,  welcher  der  Bedingungs- Gleichung  ge- 
nügt.    Demnach  wird  das  Integral  unserer  Gleichung : 

iy  —  Pi)^  (y  —  yt)  =  c  oder  (y  —  y,)*+«  (y  — y,)*-«  =  const. 
6)  Ist  q*  eine  negative  Grösse,  so  wird  q  imaginär  und  das  Integral  er- 
hält einen  imaginären  Ausdruck,  der  sich  übrigens  leicht  auf  einen  reellen 
zurückführen  lässt.     Setzt  man  9*  =  —  a* ,   wo  a*  eine  positive  Grösse  be- 
deutet, so  kann  das  erhaltene  Integral  auf  folgende  Art  dargestellt  werden: 

,    (:-^)(^-^)"'^--- 

oder,  wenn  für  yi  und  y,  deren  Ausdrücke  substituirt  werden : 


[(»+f)'+.Ä] 


S      D    / 


2a' 

j=  const. 
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Die   imaginäre  Form   des  Integrals  kann  durch  eine  reelle  ersetst 
werden,  wenn  man 


.  ^  .    -^   / 


.    5  ^      / 


setzt.     Wir  erbalten  hieraus 


das  Integral  wird  daher 


D  S 

oder  für —  =  >f,     y  +  -  =  B, 


2AB  A 

ip  =  arctg  -= -r  =2  arcig-^^=2  arcig 

^  —  ^  B 


oder 


und  das  betrachtete  Integral  erhält  die  Form 

-^«.•rcl/ — /^ 

'^•[('+f)'+5]-"'"»;;|^=<'' 

in  welcher  fbr  2>  und  5  die  früher  gefundenen  Werthe  substituirt  werden 
können. 

7)  Betrachten  wir  einige  besondere  Fälle.     Wenn  P,  ß — -Pt=0,  so 
ist  m  =  00 ;  in  diesem  Falle  geht  unsere  Gleichung  in  folgende 

über,  die  unmittelbar  integrirt  werden  kann.  Wenn  0 — jPi  dx^=iO^  ao 
ist  m:=0;  in  diesem  Falle  ist  g=ai — a,=0  und  die  vorhergehende  Formel 
nicht  anwendbar.     Da  hier  ;ij  =  ;i| ,  so  wird  das  Integral 

und  wir  erhalten  demnach  zwei  Bedingungs  -  Gleichungen 

dx       dx  *  dx      ' 
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ans  denen  man  leicht  findet,  dass  das  Integral  in  diesem  Falle  sein  wird 
y*  +  2Öy  +  2jPidx  =  consL 

Die  gegebene  Differential -Gleichung  kann  in  diesem  Falle  in  der 
Form  eines  vollständigen  Differentials  dargestellt  werden. 

Es  giebt  einen  noch  mehr  bemerkenswerthen  besonderen  Fall,  in 
welchem ,  obgleich  die  erwähnte  Integrabilitäts  -  Bedingung  erfüllt  ist ,  das 
Ii\tegral  dennoch  nicht  nach  der  angegebenen  Weise  erhalten  werden 
kann,  sondern  sich  unter  einer  anderen  Form  darstellt.  Dieser  Fall  ent- 
spricht m  =  —  4;  hierbei  wird  ^  c=  qo  und  die  früheren  Resultate  werden 
unanwendbar.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Form  des 
Integrals  eine  andere  ist,  nämlich  dass  die  gegebene  Differential- Gleichung 
in  diesem  Falle  aus  einer  ursprünglichen  Gleichung  von  der  Form 

X 

Öf  —  Vx)  •  ^""^*  =  const. 
entsteht.     In  der  That,  differenzirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  die 
vollständige  Differential  -  Gleichung 

in  welcher  der  Factor 


y—yi 

ist«     Die  beiden  Functionen  y^  ^uid  JT,  die  im  Integrale  vorkommen,  müssen 
jetzt  folgenden  drei  Gleichungen  genügen : 

dX      dy^  _ 

dx       dx~    *' 

^  +  yi  =  -(>, 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man 

9,=  -\{Q+fP,ds). 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung,  so  erhält  man  die 
Bedingung 

welcher  die  Functionen  P| ,  Pt  nnd  Q  genUgen  tnttssen. 

Hierans  ergiebt  sich,  dass  die  Bedingung  der  Integrabilität  in  diesem 
Falle  wirklich  g  =  co  ist. 
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8)  Die  betrachtete  Differential- Gleichung  kann  auch  ein  Integral  von 
der  Form 

haben,  wo  X  und  3f|   Functionen  von  x^  und  n  eine  constante  Grösse  be- 
deuten.    Vergleicht  man  den  Werth  von  —  aus  dieser  Gleichung  mit  dem- 

jenigen,  welcher  aus  unserer  Differential  -  Gleichung  erhalten  wird,  so  hat 
man  identisch 

dX    __/    rfy,  dX\ 

P.y  +  P^dx^      ydx  "^^^  dx) 

y  +  Q  y+n—vi 

Wenn  also  die  gegebene  Differential  -  Gleichung  ein  Integral  der  oben 
erwähnten  Art  besitzt,  so  müssen  die  Functionen  Ji'und  y,  und  die  Con^ 
staute  n  sich  aus  folgenden  drei  Gleichungen  bestimmen : 

dy,   .       dX 

«— yi  =  ö. 

Hieraus  ergiebt  sich 

X^=^JPx  dx  und  y,  =  n  —  ö 

und  weiter  erhalten  wir  die  Bedingungs-Glejchung 

PjQ-Pt > 

— -— =  n  =  const» 

dx      ^' 
Diese    Bedingung   erleidet    die  Ausnahmen,    die   schon   früher    erwähnt 
worden  sind. 

0)  Wenden  wir  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auf  einige  Bei- 
spiele an.     Betrachten  wir  zuerst  die  bekannte  Gleichung 

(a^y  +  biX  +  Ci)dy  +  (ay  +  bx  +  c)dx7=^0. 

Für  a,  =  1  wirdP,  =a;  P,  =  fta:  +  cund  0=^1  a?  +  c,;  die  Be- 
dingung der  Integrabilität  ist  in  diesem  Falle 

{dl~^')(^~f^''''')      (b,-ayx+Cb,-a)(c,-k) 
»'  =  P,Q-P,  =      iab,-b)s  +  ac,-c       ^"""^ 

WO  k  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet.     Setzt  man 

c,  —  k flc, — c 

bi  —  a       abj^  —  b 
oder 

a  Ct  —  c 


Differential- Gleichungen.    Von  A..Letnikow.  235 

so  wird 


und  hieraas  ergiebt  sich  leicht 

wo  «,  und  Of  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

sind.     Die  Werthe   von  ßg  und  /}, ,  welche   den  Grössen  ui  und  o^  ent- 
sprechen, erhftlt  man  durch  die  Formel 

'^  a6i  — 6 

Das  Integral  der  betrachteten  Differential -Gleichung  wird  demnach 

Wenn  (&i  +  a)'<4&,  so  lässt  sich  leicht  diese  Form  des  Integrals,  wie 
früher  bemerkt  worden  ist,  in  eine  reelle  umformen. 

Ist  6|  =a,  so  wird  die  gegebene  Gleichung  ein  vollständiges  Differen- 
tial. Ist  a6,  =  6,  so  erhält  das  Integral  unserer  Gleichung  eine  andere 
Form ,  weil  alsdann ,  wenn  a  und  6|  nicht  gleich  sind,  m  keine  constante 
Grösse  sein  kann.     In  diesem  Falle  ist  die  Bedingung 


dQ  b,—c 

dx       ^1 


=  consL 


erfüllt  und  man  erhält  leicht,  wie  es  in  8)  angedeutet  ist,  das  Integral 
i^+" (y  +  h,  x+c, -  ^^)"=  const. 

Endlich  wenn  (ftj  +  a)*=:46,  so  wird  m= — 4,  und  die  Gleichung  hat 
ein  Integral  der  Form 

X 

«Sf-Sfi  (ff — y,)  =  const. 

Die  Functionen  X  und  y^ ,  lassen  sich  wie  früher  bestimmen. 

Wir  entnehmen  dem  Memoire  des  Herrn  Minding  folgende  Gleichung 

dy       —  (2+6jr)y  +  2g'  +  3jr'  +  a:  +  a^ 

dx  y  +  3«*  +  a:  +  Aj  * 

welche   die   früher   betrachtete  Form    hat;     es    ist  hier  P,  =  — 2  — 6a:'; 

P,  =  2a:'  +  3x*  +  a:  +  a ;  ö  =  3a?'  +  a:  +  «i.    Bestimmt  man  die  Grösse  m, 

so  erhält  man  die  Bedingung 

,24:r»  +  18a:«+(4ff|— 4c  +  3)ar  +  fl,  — c 

tn  =  — —  o — : — ; : — r : ; =  consu 

20a:«+15ar«  +  (6a,  +  3)a:  +  2a, +a 

wo  c  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.     Diese  Bedingung  führt  zu 

den  Gleichungen 

?(2«i  +  l)  =  4fl,  — 4C+3 

0 

g  (2a, +«)  =  «!  — c, 

16* 
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von   denen    die    letztere    c  =  — i^  (7^1+ 6  a)    giebt,    und    die    erste   in 
4<i|  +  8a  =  1  verwandelt.     Setzt  man  voraus,  dass  diese  letzte  Bedingung 

erfüllt  ist,  so  erhält  man  m  =  —  -— ;    ^  =  3  j/—  1  und  hieranf 


D  ^Q-JPt  dx  =  6^*»  +  1+  m), 


wo  der  Kürze  halber  wie  bei  H.  Min  ding  i  =  — — —  und  f*== 

gesetzt  ist.     Weiter  erhalten  wir  nach  der  ohen  erwähnten  Transformation, 
die  einem  imaginären  Werthe  von  q  entspricht,  das  Integral 


[('-!-0+(^+l+')l 


—  6  «rc(p  — 


V    2    ^  =z  conti. 


Ferner  betrachten  wir  die  Differential  -  Gleichung 

dx      y  +  kx  —  X  logx        ' 
welche  H.  Minding  behandelt,  indem  er  eine  Aufgabe  von  Euler  löst. 
Bestimmt  man  den  Ausdruck,  welcher  mit  m  bezeichnet  ist,  so  erhält  man 

(Ar  — 7o^a:)a:  +  a:— - 

m=  — 4. — j- ; r — • 

(Ar  —  log  xyx-^x 

Um  der  Bedingung  m  =  const  zu  genügen ,  ist  es  hinreichend,  die  un- 
bestimmte Constante  c  gleich  Null  zu  setzen;  es  wird  alsdann  m= — 4* und 
man  erhält  in  diesem  Falle  das  Integral 

(jf  —  x)e        y-*      s:zconsL 

10)  Wir  schreiten  jetzt  zur  Betrachtung  anderer  complicirterer  Formen 
des  Integrals  derselben  Differential  •  Gleichung  und  untersuchen  zuerst, 
welchen  Bedingungen  die  Coefficienten  unserer  Gleichung  genügen  müssen, 
damit  dieselbe  ein  Integral  der  Form  habe 

^=(!f-  yi)"'(y— y,)"«(j^  — ya)"»=  const, 

wo  3f, ,  yt  und  y,  verschiedene  particulSre  Integrale  bedeuten.  Bemerkt 
man,  dass  die  Form  des  betrachteten  Integrals  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  y=i7  —  Q  setzt,  und  dass  dieselbe  hierbei  eine  einfachere  Form  an- 
nimmt, so  kann  man,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  die 
Differential  -  Gleichung 

dy   ,PxV  +Pt_ 

dx"^         y        ~" 
betrachten  und  die  Bedhigangen  suchen,   unter   denen  die  letztere  ein 
Integral  der  oben  erwähnten  Art  besitzt.     Um  wieder  zu  der  ursprüng- 
lichen  Gleichung   zurückzukehren,   braucht   man   blos  Pi  und  p^   durch 
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dQ 
Pt  —  -7—  ttnd  Pf  —  P^Q  zn   ersetzen  und  in  dem  Integrale  selbst  y+Q 

•tatt  y  ZQ  setzen.  Differenzirt  man  die  Gleichnng  ü^=^  const  und  Iftsst  den 
allgemeinen  Factor  des  vollständigen  Differentiales  weg,  so  bemerkt  man, 
dass  die  Gleichung 


f*|dy    ^^  dx      \ 


identisch  mit  der  Gleichung 

ydy  +  {pty'k'Pt)dx  =  0 
sein  mnss ;  der  Kürze  halber  ist 

»»=(*-».)"-*  (»-y.)"*-'(»-y,)"'-' 

gesetzt.  Der  Vergleich  der  Coefficienten  in  diesen  beiden  Gleichungen 
f&hrt  zu  folgenden  Bedingungs  -  Gleichungen ,  die  zur  Bestimmung  der 
Functionen  yn  Sfti  y%  nnd  der  Constanten  it|,  n«,  fi,  dienen  müssen: 

W|+«t  +  «a  =  Ö, 

= — Pi  |«i  {vt + Vz) + «t  {yt +yt) + w,  (yi  +  yt)| , 

w.y,y.-^  +  n,y,y3^«  +  n,sr.y.^' 

=Pt  jwi  (yj+ya) + «t  (yi  H-ya) +«8  (yi  +yt)  1 1 
«iytya  +  '»tyiyt+«ayiy2=ö- 

Wir  haben  demnach  fünf  Gleichungen  mit  fünf  unbekannten  yi ,  ytt  ya 

und  -^.  — ;  die  beiden  letzten  sind  constante  Grössen  und  wegen  — | — ?=  —  ] 
n,    fii  Wj     w, 

haben  wir  nur  eine  Bedingung,  welche  ausdrückt,  dass  eines  dieser  Ver- 

hlltnisse  constant  sei.     Dabei  setzen  wir  — =  ft  +  l|     ~^  =  <a+lt  ^^  ^^ss 

«,  «1 

^  -f  «,  -f-  3  =  0.  Integrirt  man  nun  die  zweite  der  Bedingungs  -  Gleich- 
ungen, so  erhält  man 

Wtyi  +  'Hyt  +  Waya^A» 
wo  X  eine  willkürliche  Constante  bedeutet;  setzt  man  ferner 

«i(yf +ya)  +  w,(yi  +  ya)+«8  (yi  +yf)  =  »'t 

so  erhält  man  durch  Addition  i  +  v  =  0  oder  jl  s  —  v.  Substituirt  man  in 
die  oben  erwähnten  Bedingungs- Gleichungen  i^  ^^^  U  ^^^^^  —  und  -^  und 

setzt  —  =  ir, 
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ytyi+yiyz+yiy%  =  ^ty 

—  ^1+^1^2  + «ty8  =  a» 


80  erhält  man 


und  ausserdem 


und  endlich  noch  die  Gleichung  «t  +  <t  +  3  =  0*  Die  Functionen  X^ ,  X^ 
und  X,  können,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  bestimmt  werden.  Mnl- 
tiplicirt  man  die  erste  der  vier  vorhergehenden  Gleichungen  mit  y^  und 
addirt  sie  zur  zweiten,  so  erhält  man  nach  Elimination  von  y^^  y^  und  ft,  c« 
die  quadratische  Gleichung 

3yt»  +  (2Jr,-«)y,+i:,  =  0. 
Bemerkt  man  femer,  dass 

''l^'^^'d^  —  'd^' 
multiplicirt  die  dritte  Gleichung  mit  y^  und  subtrahirt  von  derselben  die 
vierte  Gleichung^  so  erhält  man  eine  andere  quadratische  Gleichung 


dX,     ,  ,  /dX^  \ 


der  y^  ebenfalls  genügen  muss.     Eliminirt  man  y  aus  den  beiden  quadra- 
tischen Gleichungen  und  bestimmt  ir,  so  erhält  man  denWerth  von  ^,  durch 
a  ausgedrückt.     Bestimmen  wir  zuerst  die  Functionen  ATj ,  X^  und  X^. 
Offenbar  hat  die  Differential  •  Gleichung 

ydy  +  {Piy  +  Pt)dx~o 

in  dem  betrachteten  Falle  einen  integrirenden  Factor 
l 1 

^  ~  (y—yt)  (y'-yi)(y —y$)"  g>{yy 

wo  9?(y)  =  y^  +  Xii/^+X^y  +  X^.     Aus  der  Bedingung  der  Integrabilität 

—       y     _j^  Piy  +  Pt 
dx'fp(y)        dy'     tp(y) 
erhält  man  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

^1  =  ^JPi  ^^,     ^f  =  »/Pj  dx  +  (Jpi  dxj,     ^s^^fPifPi  da* 
und   hieraus    ergiebt    sich   folgende   Bedingung   für   die   Existenz   eines 
Factors 

^^i/P«/p«  ^^  =P*  (/p«  ^^y  +  3Pt/Pt  dx. 
Diese  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  wenn  ein  Integral  der  betrachteten 
Form   besteht,  und  auch  dann,  wenn  einige  der  particulären  Lösungen 
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9n  tft  ^nd  Sfs  gleich  sind.     Sahstituiren  wir  nnn  in  die  beiden  quadratischen 
Gleichungen 

die  Weithe  Ton  Z,,  X|  und  AT,,  so  giebt  die  Elimination  ^i' 

2Ä  +  8p-a 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist 

Pi(JPi  d^y  +  3Pi/jp,  dx  —  ap,//?,  rf  J?  =  Ä, 
9p,  —  ^PtfPi  dx  =  S. 
Substituirt  man  in  die  erste  der  quadratischen  Gleichungen  den  er- 
haltenen Werth  von  y^  ^^^  ^^^^^  ^='~'  i    so    erhält  man  zur  Bestimmung 

Ton  »1  die  Gleichung  dritten  Grades 

CoV  +  C,n/  +  C,fi,  +  C3  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden,  wie  dies  aus  dem  ganzen  Gange  der 
Bechnung  erhellt,  die  Zahlen  n|,  n,,  n,  sein.     Bestimmt  man  in  der  That 
die  Coefficienten,  so  erhält  man 

^o=12Pi* (/pi  dxjjp^  dx  +  ^Pi^ijptdxy-mp.p^fp,  dx.fpi  dx 
—4p,  Pt{fPi  rfary+27 P2*(/p,  dxy+Slpt^fptdx, 

Ct  =  Pi \Pi{fPi  dxf  +  3p, Jp,  dx  —  6p,Jpi  dxy^ 

Ausserdem  erhält  man  67,  =0,  was  auch  zu  erwarten  ist,  da  n^+n^-^-n^s^O. 
Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

müssen  constante  Zahlen  sein,  und   demnach  erhält  man  die  zwei  Be- 
dingungen 

C  C 

-?  =  const ,      r^  =  const. 

Da  aber  nur  eine  Bedingung  besteht,  so  muss  eine  der  beiden  letzten 
Bedingungen  eine  Folge  der  anderen  sein ,  was  sich  übrigens  unmittelbar 
beweisen  lässt.    Die  letzte  Bedingung  ist  nämlich 

p,  ( Jp,  dxy+  ZPifpt  dx  —  6p,  Jp,  dx      R  _ 

Pi  ~Pt         ' 

wo /}  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Beweisen  wir  nun,  dass  die 

Cf.  p, 

Bedingung  ~  =3  con$t  von    selbst    erfüllt    ist.     Setzt  man  —  =  09     und 
^a  Pi 

jP,  da:  =  p  ,«  =  — ,  so  wird : 

2/Jit,  +  3 


yi  =  » 


*(Öa>  — 2t;)w,~l* 
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und  «abstitnirt  man  diesen  Werth  von  yi  in  die  quadratische  Gleichung 

so  erhält  man : 

^»  =  ||l2j5»«  +  8j?t;(9ai  — 2p)  +  (6p  +  /?)(9i»-2r)*}. 

Dieser  Ausdruck  enthält  nur  die  Functionen  v  und  m.  Dm  a>  za  elimi* 
niren,  schreiben  wir  die  oben  angeführte  Integrabilitäts-Bedingung  in  fol- 
gender Weise: 

v^  +  Zfp^dx  :=  a{Qv  +  ß); 
hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation  und  indem  man  be.merkt ,    dass 
Pt=aip,: 

(6»  +  ß)dm  +  3ttdt;  =  2t;  dv\ 
durch  Integration  erhält  man : 

Dieser  Ausdruck  ist  übrigens  nur  eine  andere  Form  derintagrabilitäts- 
Bedingung ,  in  welcher  y  eine  willkürliche  Constante  bedeutet     Substituirt 

man  diesen  Ausdruck  für  a>in^,  so  ergiebt  sich: 


?-i|»,->!. 


d.  h.  -7  =  const,  was  zu  beweisen  war.     Setzt  man : 

27 


729y«  — 4/P         ' 
so  erhält  die  Gleichung  dritten  Grades,  die  zur  Bestimmung  von  n  dient, 
folgende  Form: 

«•  +  aßn  -f  a  =  0. 
Die  willkürlichen  Constanten  ß  und  y  bestimmen  sich  bei  der  Verifioation 
der  Integrabilitäts-Bedingung : 

a,=  y(6p  +  ,J)-i  +  |(3r-/J). 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  dritten   Grades  erhält  man  /f j ,  n^  und  n, 
und  berechnet  man  hierauf  y, ,  f/ty  y^  nach  der  Formel: 

_  2/?W|  +  3 

^'"""^'COfl»  — 2»)/ii-l' 
so  kann  man  das  Integral  der  betrachteten  Differential- Gleichung  unmit- 
telbar niederschreiben. 

11)  Wir  untersuchen  jetzt    den  Fall,    in   welchem    die   Differential- 
Gleichung 

y  ^h  +  {piy  +  Pt)  dx  :^  0 

ein  Integral  der  Form : 
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JL 

r=  e» -w  (y  —  y.)  (y  -  y,)"  =  const 

bat.     Differenzirt  man  die  Gleichnng  F=:  const,  so  erhält  man: 

^  =  ,i  {(«  + 1) y»  -  (y,  +y,  +  2«y,  + 1)  y +y,  y,  +  «y.»  +  {y,}, 

^^-'|G4-'^-"^-?)«-[<'.+-)(li-g) 
-«2-S-"'.S]'+».».(S-'-?)-*'-2-?-"'-^-?!- 

WO  der  Factor  ist: 


y  —  yt 

Da  nun  die  Differential-OleichnDg 


+.^'-j 


mit  der  betrachteten  Differential  Gleichnng  identisch  sein  mnss,  so  mnss 
erstlich  n  + 1  =  0  sein  nnd  zweitens : 

dx      dx       dx         ' 
hieraus :  , 

l  =  yi  — yt  — i^» 

wo  /}  eine  willkürliche  Constante  bedentet.     Alsdann  erhalten  wir: 

yi+srt  +  2«y, +l=  — /». 

Wir  haben  demnach  znr  Bestimmung  von  yi,  yt,  i  nnd  ß  vier  Bedin- 
gongs- Gleichungen : 

^   l  =  yi— yf  — /5. 

Dielntegrabilitäts-Bedingnng  ergiebtsich  aus  der  Lösung  dieser  Gleich- 
ungen, indem  man  ausdrückt,  dass  ß  =a const  sein  muss.  Durch  Elimina- 
tion von  I  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man : 

(yi— yt)*  +  /»y.  =  05 

eliminirt   man    femer  |  aus  der  ersten  Gleichung,    so  kann  diese  in  fol- 
gender Weise  dargestellt  werden : 

Hieraus  ergiebt  sich  dnrch  Integration: 

(y  —  y,)'  —  2^  (y,  +/p,  dx)  =  0. 
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Eliminirt  man  endlich  £  aus  der  zweiten  Bedingangs-Oleichung  vermittelst 
der  dritten  und  vierten,  so  findet  man: 

y.. — ^ +2ßp,^o, 

oder,  da  (y,  —  y,)»  +  /Jy,  =  0, 

yt5f  =  2p.. 

Wir  haben  demnach  zar  Bestimmung  von  y, ,  y^  and  ß  die  drei  folgenden 
Oleichungen : 

(yi— yt)*  +  /J»i  =  0, 

Ol  —  Sf.)'  —  2/»(»i  +/Pi  rfaf)  =  0, 


y.J-^  =  2p, 


f 


Durch  Elimination  von  /3  aus  den  ersten  beiden  entsteht: 

2yi  +  2jptc/«  +  ya=0 
und  substitnirt  man  den  hieraus  erhaltenen  Ausdruck  y,  in  die  zweite  der 
vorhergehenden  Gleichungen,  so  findet  man  die  quadratische  Oleichnng : 

9yi*  +  (\2v  —  2ß)Ui+4v*—2vß  =  0y 
wo  V  =Jp^  dx.     Um  die  zweite  quadratische  Gleichung  nach  jfi  zu  erhal- 
ten,  bemerken  wir,    dass  in  'dem   betrachteten   Falle   die   Differential- 
Gleichung,  wie  in  dem  .vorigen  Paragraphen,  einen  integrirenden  Factor 

1  1 


«  = 


y»  +  jr,y«  +  Z,y  +  Jr,      y(y) 
hat,  nur  werden  zwei  Wurzeln  von  (p  (y)  gleich,  weil  q>  (y)  =  (y  —  yi)*(y— yt)» 
Die  Coefficienten  ATi ,  X^  und  AT,  sind  offenbar  dieselben  wie  in  dem  vorher- 
gehenden Falle,  so  dass 

2yiyt  +  yi*  =  ^t  =  ^  +  ^fptt  dx. 

Durch  Elimination  von  y«  erhält  man  die  andere  quadratische  Gleichung: 

3yj*  +  4t;yj  +  !;•  +  zjp^  d«  =  0. 
Aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

und  folglich: 

y%=^-ß\^Jptd9  —  fA. 

Um  eine  Gleichung  zu  finden ,  aus  der  sich  ß  bestimmen  lässt  und  die 
demzufolge  die  Integrabilitäts  -  Bedingung  darstellt,  benutzen  wir  die 
Gleichung 

aus  der  wir  zuerst  y,  elimiuireu;  wir  erhalten 
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Da  aber  y^  eiae  Losung  anaerer  DiffereBtiftl-GleichaDg  darstellt,  so  ist : 

dUf 

Darob  Subtraction  ergiebt  sich : 

dtim 

nnd  substitairt  man  für  y^  den  erhaltenen  Ansdrack ,  so  findet  man  eine 
Gleichung  des  ersten  Grades  nach  ß^  ans  welcher 

^       Pi(  fPi  dxy+  ZPi  fptds  —  6p,  fpi  dx 

Pt 
sich  ergiebt.     Dies  ist  die  Bedingung  der  Integrabilität.     Die  Constante  ß 
ist  dieselbe,  die  bei  dem  in  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Falle  zu  be- 
stimmen war.     Statt  der  letzten  Intcgrabilitäts- Bedingung  darf  man  auch 
die  Bedingung 

nehmen,  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  dem  Vorhergehenden  abgelei- 
tet werden  kann.  Die  Buchstaben  »t  r,  y  und  ß  haben  die  frühere  Bedeu- 
tung. Der  Unterschied  zwischen  dem  betrachteten  Falle  und  dem  des 
vorigen  Paragraphen  besteht  darin,  dass  die  Differential-Gleichung  ein  In- 
tegral der  Form : 

^^^*  (y  —  yO  iy  —  ytY^  =  comt 

hat,  wenn  die  Constanten  ß  und  y  der  Gleichung 

genügen  und  wenn  folglich  der  Coefficient  C^  in  der  Gleichung  des  dritten 
Grades  gleich  Null  ist.  Dies  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.  Ausser 
dem  früheren  Ausdrucke  der  Constanten  ß  kann  man  im  gegenwärtigen 
Falle  noch  einen  anderen  als  Function  derselben  Coefficienten  pi  und  p^ 
finden.     Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Gleichungen : 

yij~+Piyi +1^1  =  0, 

Durch  Bubtraction  ergiebt  sich: 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  früher  gefundenen  Werthe  von  y, 
und  ys,  d.  h.: 
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80  erhält  man  eine  Gleichung  ersten  Grades  in  Bezug  auf  ß ,  aus  der  sich 
(9p,  —  2p,  ü)  (o  J>,  dx  -  v"^ 

6p,»  —  VZpi  jp^dx 

ergiebt.     Vergleicht  man  nun  diesen  Ausdruck  mit  dem  früher  gefundenen, 
so  muss  identisch  sein: 

Pi  »•  +  3p,  fpt  dx  —  6p,  V      (9p,  —  2  p,  r)  ^9  Jp,  dx  —  r») 

^*  6p,r  — 12p,Jp,rf» 

oder: 

12p,*©*  Jp,djr  +  36p,'f/p,da:Y---  i^PiPtV  fpt  dx 

-  4p,p,fJ»  +  27p/t;* +  8lp,*J>,(/a:  =  0, 
d.  h.  Co  =  0  und  folglich: 

Wenn  daher  die  Integrabilitftts-Bedingung 

4 
erfüllt  ist,  aber  /3  und  y  solche  Werthe  haben,  dass  81  y*  —  "^  /^=^0,  so  hat 

die  betrachtete  Differential-Gleichung  ein  Integral  der  Form : 

eiFil  (y  _  y,)  (y  —  y,)-i  =  const, 
in  welcher  die  particulären  Lösungen  y,  ^i^<i  ^t  "^^l^  ^^^  o^^i^  gegebenen 
Ausdrücken  bestimmt  werden  und  die  Function  §  sich  aus  der  Gleichung 

l  —  Vi  —  Vt  —  ß 
bestimmt 

12)  Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gegebene  Analyse  zeigt, 
aufweiche  Weise  die  Differential-Gleichungen  zu  untersuchen  sind,  deren 
Integrale  in  der  betrachteten  Form  dargestellt  werden  können.  Zur  grösse- 
ren Klarheit  des  Ganges  dieser  Untersuchungen  geben  wir  noch  ein  Bei- 
spiel. Wir  untersuchen  nämlich  die  Bedingungen  ,  unter  welchen  die  Dif- 
ferential- Gleichung 

y  rfjf -t- [(«0* -t- «i)  y  +  ^oa?" -t- 6,  iF» -t- 6,a?  +  6,]  d j?  =  0 
die  zwei  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten  Formen  von  In- 
tegralen hat.     Im  gegenwärtigen  Falle  ist 

Pi  =  «0^  +  «1 1     »  =  /  Pi  rf*  =  ~  a:*  +  «1 «  +  «I 
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wo  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Die  Bedingung  der  Integrabi- 
litftt  unter  der  Form 

seigt,  dasfl,  da  pf  eine  ganze  Function  ist,  (^v  +  ß  ein  Tollständiges  Quadrat 
sein  mu88,  also: 

Demnach  erhält  man  ans  der  Integrabilitäts-Bedingung: 

I  ß 

^*  ^^'  ■^97^''»'^  "*■  ''^)'  ~  9  (^0^  +  «')  » 

wo  Yi  =  ?--^-- — -  eine  willkürliche    Constante  ebenso  wie  ß  ist     Substituirt 
3 

man  a,  =  3a,  so  hat  man  die  Differential-Gleichung: 

ydff+  [{Zax  +  Ol)  y  +  a^a?  +  äöj  a?«  +  6,  jr  +  ft,]  dx  =  0, 

deren  Integral  bestimmt  werden  und  unter  einer  der  beiden  Formen: 

(y  —  yO"*  (y  —  y«)"«  (y  —  yt)"»  =  const, 

dargestellt  werden  kann.     Für  specielle  Werthe  der  Constanten  a^  a^^b^ 
und  6,  kann  die  Integration  bis  zu  Ende  durchgeführt  werden.     Z.  B.  für 

wird  die  Differential-Gleichung: 

y  dy  —  (3  j:  +  2)  ydx  +  (a^  +  2«»)  dx  =  0. 
Nach  der  früheren  Bedeutung  der  Buchstaben  hat  man  im  gegenwärtigen 
Falle: 

6p  +  /J==  — (3a:  +  2)«;    (6»+ /J)+i  =  f  (3a:  +  2)j    6«  +  /S  =  — 4 
und  die  Bedingung  der  Integrabilität  reducirt  sich  auf  die  Gleichung: 

p.  =  <t»  +  2a;»  =  a:»  +  2*»  +  Iti*  or  +  ^±^  +  y ,-, 


ans  der  man  erhält : 


und  folglich  /J  =  —  4;  «  =  0;  y»  =  —  {^  •     Es  ist  hier 
und  deshalb  hat  das  Integral  die  Form : 

ey-  Jff  (y  _  y,)  (y  _  y,)-l  =  cOfiSt. 

Zur  Bestimmung  von  y,  und  y,  mnss  man  zuerst  die  Bedeutung  der 
Constanten  des  Integralesjpir/^r  finden  und  zu  diesem  Zwecke  verificiren 
wir  die  Integrabilitäts-Bedingung : 
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V* +  ifptds  =-.''*  (fip  +  ß). 

e/  Pt 

Substitairt  man  hier  für  Pi  und  p^  deren  Ausdrücke,  so  wird : 

^1 -pt  +  2a?Y+ -  a:*  +  2a?»  +  3  « :^  (a:»  +  2a:«)  (3a:  +  2). 

Hieraus  folgt,  dass  die  erwähnte  Constante  j  =  0  ist.  Weiter  erhalten  wir: 

Fr=sft/Vt  rfa:  —  «•  =  —  4a:* 

und  folglich : 

yj  =  — —  —  »  =  a:«  +  2a:;     jf,  =  — =  jr«;  {=y,  —  j^,- /S  =  2x  + 4. 

Aus  der  angeführten  Rechnung  ergiebtsicb,  dass  die  Differential- Gleichung 

yrfy  —  (3a?  +  2)i^dar  +  («»  +  2ir*)da?  =  0 
das  Integral  hat: 

^^—- ^  =  consL 

y  —  ar 

Indem  wir  uns  nicht  weiter  bei  speciellen  Beispielen  aufhalten  wollen, 
bemerken  wir  endlich  noch,  dass  eine  Differential-Gleichung  von  der  Form 
dy     Pty'  +  PtV  +  Ps^^ 
dx^  y+0 

durch  eine  lineare  Substitution  yz=zmu  +  n  leicht  in  die  Form 

du      Pt^+Pt^^ 

umgestaltet  werden  kann.  Diese  Bemerkung  liefert  das  Mittel  zur  Integra- 
tion der  vorhergehenden  Gleichung ,  wenn  deren  Integral  eine  der  beiden 
Formen  hat: 

(y— yi)"*  {y  —  yt)"*  (y  —  ys)"*  =  ^^^^^ 

^-yt  (y  —  yO  (y  —  y,)-^  =  const, 
wo  ii|  +  w,  +  w,  =s  0.  In  der  That  ändert  die  Substitution  y=^mu  +  n  nicht 
die  Form  dieser  Integrale  und  deshalb  besitzt  die  Gleichung: 

du      p\u+p^  _  ^ 

dx  u. 

ein  Integral  von  derselben  Form  wie  die  gegebene  und  kann  auf  die  an- 
gegebene Art  integrirt  werden. 

Die  bekannte  Gleichung  von  Jacobi: 
(«0+  öi  ^  +  «ly)  dx  +  {b^  +  b^x  +  b^y)  dy+  {c^x  +  c^y)  (xdy  —  y  dx)  =  0 
ist  in  der  Gleichung: 

dy  ,  Pif  +  Pty  +  P,_^ 

dx'^  y  +  Q  — " 

enthalten  und  da  dieselbe  den  integrirenden  Factor 

l 

(y  — yi)(y  — yi)(y  — ys) 
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hat,  wo  ^, ,  yt  und  y^  lineare  Fnnctionen  von  x  bedeuten,  die  gleich  oder  ver- 
schieden sind,  so  kann  jene  Gleichung  durch  die  angegebene  Methode  inte- 
grirt  werden. 

IIL 

13)  Bei  der  Untersuchung  von  Differential-Gleichungen ,  deren  Inte- 
gral von  der  Form 

^^  (y  —  ^i)"^  (y  —  VtYt  ==  consl 
ist,  wo  i,  3f, ,  jft  willkürliche  Functionen  von  x  bedeuten  und  />^,  n^  constante 
Grössen  sind,  erwähne  ich  noch  den  besonders  interessanten  Fall  ni+''t=0, 
in  welchem  das  Integral  der  Differential-Gleichung  die  Form: 


A)  ü=^e^(y—^\^const 


hat.     Die  Differential-Gleichung : 

^äy+-äx  =  ^, 

die  sich  durch  unmittelbare  Differentiation  der  Gleichung  A)  ergiebt,  steht 
unter  der  Form : 

u.[dy+{X,^^X,y  +  X^)dx]^Q', 
der  integrirende  Factor  ist: 


v  =  ^+%(yi  — yt) 


und  die  Coefficienten  2!',,  X^  und  X^  bedeuten  Functionen  von  a?,  die  fol- 
genden drei  Gleichungen  genügen : 


yiy.j:;+y2:£-y.:^'-(yi-y.)^8- 


dl  dy^  dy^ 

'd'x'^^^di^^'Tx 
Hieraus  ergiebt  sich  umgekehrt,  dass  die  Differential-Gleichung: 

1)  ^  +  Jr,y*  +  ^.y+^.  =  o 

ein  Integral  hat,  welches  in  der  Form  von  A)  dargestellt  werden  kann, 
wenn  nur  die  in  demselben  vorkommenden  Functionen  y^ ,  y«  und  l  nach 
den  gegebenen  Coefficienten  X^ ,  X^  und  X,  aus  den  Gleichungen  B)  be- 
stimmt sind  und  dass  ausserdem  die  Gleichung  1)  immer  einen  integriren- 
den  Factor  von  der  Form : 


'*~(y-y.)* 

besitzt,  wo  v  und  yt  Functionen  von  x  sind  und  folglich  auch  einen  Factor 
von  der  Form : 
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f*_^ L 

wo  r  ebenfalls  eine  Function  von  x  ist.  Beiläufig  bemerken  wir,  date  eine 
particuläre  Lösung  hinreicht,  um  die  Gleichung  l)  zu  integriren  (Eni er); 
betrachten  wir  z.B.  die  Lösung  y  =  yf  als  bekannt,  so  ist  nach  der  zweiten 
der  Gleichungen  B): 

log  (y,  -  y«)  =  -/^,  (yi  +  y,)  dx-^Jx^  da?; 
bestimmt  man  hierauf  y,  so  erhält  man  den  integrirenden  Factor : 

^^     iy-y^y     ' 

der  also  nur  von  einer  particulären  Lösung  y^=^y%  abhängt.  Um  das  all* 
gemeine  Integral  in  Abhängigkeit  von  einer  particulären  Lösung  zu  erhal- 
ten, setzen  wir  in  der  Gleichung  1)  y  ^y^  +  ^  und  erhalten  zur  Bestimmung 
von  z  die  Gleichung: 

deren  Integral  bekanntlich 


ist,  wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet  und  M  =  J  {ZX^  y^  +  X^)  dx 

ist.   Kennt  man  s,  so  erhält  man  leicht  das  allgemeine  Integral  der  Gleich- 
ung 1),  das  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  kann: 


/ 


y  — yi  - 


y  — yi 

Hieraus  erhellt,  dass  zwischen  den  beiden  particulären  Lösungen  y^  und  y, 
eine  bestimmte  Abhängigkeit  besteht,  nämlich: 

yi=yt  +  — • 

Jx.e-^dx 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  der  Factor  r-Y,e-"^</a:,   den  wir  in 

unserem  Beispiele  gefunden,  derselbe  Factor  e^  ist,  der  unter  der  Form  A) 
dargestellt  ist. 

14)  Man  könnte  glauben ,  dass  die  Integration  der  Gleichung  1)  durch 
algebraische  und  gewöhnliche  transcendente  Functionen,  selbst  durch  eine 
endliche  Zahl  von  unbestimmten  Quadraturen  im  Allgemeinen  unmöglich 
sei,  da  diese  Gleichung  einen  sehr  speciellen  Fall  der  Riccat loschen 
Gleichung : 
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darstellt,  von  welcher  Lioaville  bewiesen  hat,  dass  sie  allgemein  dnrch 
unbestimmte  Quadraturen  nicht  integrabel  ist  {Journal  de  Mafhematiques 
T.  F/,  p,  1).  Die  Gleichung  von  Riccati  (^Acia  Eruditorum  1724)  war  be- 
kanntlich ein  Gegenstand  der  besonderen  Aufmerksamkeit  der  Geometer, 
bis  endlich  Lioaville  zeigte,  dass  die  Fälle 

—  4t 
'*  =  27±r' 
wo  t  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die  einzigen  sind,  in  denen  die  Integration 
in  endlicher  Form  durch  unbestimmte  Quadraturen  möglich  ist.  Nach  dem 
Erscheinen  desMemoires  von  Liouyille  war  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
Möglichkeit  gelenkt,  die  Gleichung  von  Riccati  zu  verallgemeinern  und 
complicirtere  Formen  auf  dieselbe  zu  reduciren.  In  dieser  Beziehung  sind 
die  Arbeiten  von  Malmsjtön,  Kummer,  Spitzer,  Hargreave, 
C  0  c  k  1  e    U.A.  bekannt. 

Die  folgenden  Untersuchungen  führen  zu  einer  neuen  Verallgemeine- 
rung, welche  fast  alle  bis  jetzt  bekannten  Generalisirungen  und  ausserdem 
noch  viele  andere  Gleichungen  enthält,  deren  Integrale  durch  specielle  Me- 
thoden aufgefunden  worden  sind. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe ,  die  Bedingungen  zu  untersuchen ,  unter 
welchen  die  Integration  der  Gleichung  1)  durch  eine  begrenzte  Zahl  von 
unbestimmten  Quadraturen  möglich  sei.  Bei  diesen  Untersuchungen  kön- 
nen mit  grossem  Vortheile  die  Gleichungen  B)  benutzt  werden,  und  wir 
wollen  hier  ein  Beispiel  ähnlicher  Untersuchungen  anführen ,  das ,  wie  uns 
scheint,  nicht  ohne  Interesse  ist,  vorzüglich  aus  dem  Grunde ,  weil  dasselbe 
sich  an  die  Untersuchungen  vieler  neueren  Geometer  anschliesst. 

Die  allgemeine  Integration  der  Gleichungen  B)  ist  natürlich  ebenso 
schwierig,  wie  die  der  Gleichung  1);  es  kann  aber  specielle  Fälle  geben,  in 
denen  sich  dieselbe  vereinfacht.  Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dass  den  particu- 
lären  Lösungen  die  Eigenschaften 

yi+yt  =  0,     yi  =  — y, 
zukommen,  so  giebt  die  zweite  der  Gleichungen  B) : 

diVi—yt)  ^_x^dx  und  hieraus :  yi—yt^  e^/^t^'» 
folglich  erhalten  wir: 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  der  Gleichungen,  so  erhält 
man  die  Bedingung: 

Indem  man  den  Werth  der  willkürlichen  Constante  des  Integrals  Jx^  dx 
ändert ,  kann  man  statt  desselben  das  Integral  JX^  dx  —  log  2  setzen  und 
demzufolge  die  Bedingungs-Gleichung  in  einfacherer  Form  darstellen : 
C)  •  ^,  +  ^,«-2M^'  =  0, 

ZeiUcliim  f.  Mttllicniatik  u.  Physik.  XII,  3.  17 
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v^^^.^.^^^•/wv^^vs«^^^<i^k^^^l^w^i<v■l.. 


mithin  werden  die  particulären  Lösungen: 

Es  ergiebt  sich  dann  ans  der  ersten  der  Gleichungen  B) : 

X^^JX^e-f^*^'  dx. 
Auf  solche  Weise  wird,  wenn  die  Coefficienten  der  Gleichung  l)  der 
Bedingung  C)  gentigen,  als  Integral  dieser  Gleichung  erhalten: 

D)  e  •^  {^ >  =  consi. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Gleichung: 

dy 

—  +  ax"  y*  —  bxP  y  =  cx^. 

Hier  ist  ^^  =  a  j?" ;  X^  =—  bxP  und  ^3  =  —  c«*,  folglich  wird  die  Integra« 
bilitäts-Bedingung  für  diesen  Fall : 

a 
Dieser   Bedingung    lässt    sich    offenbar   genügen,    wenn   man  p  =  — 1, 

m  —  n  =  26,  die  Constante  Ar  =  -  setzt,  und  nach  der  Formel  D)  kann  maa 

ü 

unmittelbar  das  Integral  der  Gleichung: 

-; haar"  w* M=r=ca:"+^* 

dx   *  ^         x^ 

niederschreiben. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  l) 

X^  ==  1  und  X,  =  ^_^  , 
so  erhält  man  aus  der  Integrabilitäts-Bedingung  C) : 

und  folglich  kann  man  wieder  nach  der  Formel  D)  das  Integral  der  Gleich- 
ung (Co  ekle): 


dx     "^    *  x^  —  b^  2f 

(x^  —  6)~ 

augeben:  dabei  bemerken  wir,  dass  für  v  ^=-  •-:-  diese  Gleichung  in  eine 

"       u    dx 

lineare  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  übergeht,  nämlich: 


d'u       ax*^—^    du  /3* 

dx       a*»  — 


u  =  0. 


b'dx  !f 

Für  (2  =  1,  m  =  2  und  6=1  wird  hieraus  die  bekannte  Gleichung: 
r  m         xrf*w  .        du       ^, 
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15)  Wir  kehren  nnn  su  der  Gleichung  l)  zurück,  um  die  ferneren  Be- 
diDgongen  ihrer  Integrabilität  zu  untersuchen.  Zunächst  sei  hemerkt,  dass 
man,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  X^=si  setzen  darf,  weil 
die  Gleichung  in  eine  andere  transformirt  werden  kann,  in  welcher  Xj  =  1 
ist  Zu  diesem  Zwecke  dient  die  Substitution  y  =  az;  die  Gleichung  1) 
wird  dann : 

£+-.-+(_^.+;^:)=+^=» 

und  geht  ftir  A'j a  =  1  oder  er  =—  in  folgende  über: 

Wir  betrachten  demnach  die  Differential -Gleichung: 

2)  ^  +  z'  +  ^.z  +  ^.  =  0; 

Ton  den  Integrabilitäts-Bedingungen  dieser  letzteren  ist  der  Uebergang  zu 
den  Integrabilitäts-Bedingungen  der  Gleichung  l)  leicht,  man  braucht  nur 

I        J    TT 

Z,  durch  Xi  — "xr~r~*  ^^^  ^t  ^^rch  X^X^  zu  ersetzen.  Die  Bedingung  der 
Integrahilität  C)  der  Gleichung  2)  reducirt  sich  auf 

D)  Z8  +  «"^''"^*^'  =  0; 

die  Integration  der  Gleichung  2)  hängt  ab  von  der  Integration  der  linearen 
Gleichung : 

weil  letztere  durch  die  Transformation  u  =  ^y<'*  in  eine  Gleichung  der 
Form  2)  übergeht;  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für  die  Gleichung  2) 
sind  daher  auch  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für  Nr.  3);  auf  die  In- 
tegration der  letzteren  reducirt  sich  aber  die  Integration  der  linearen 
Gleichung  mit  einem  letzten  Gliede. 

Wenden  wir  auf  die  Gleichung  2)  eine  Eeihe  von  Transformationen 
an,  deren  Gesammtheit  zu  einem  gewissen  Kettenbruche  führt;  setzen  wir 

nämlich  z  =3  «i  -) ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

Zur  Bestimmung  der  Function  aj  setzen  wir: 

—•  +  «,»  + j;«,=o. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  integriren;  wir  erhalten  aus  derselben^ 

^—fXtdx  fi  /' 

c,  = 75 j z=z  -^  ,log  I  e~J^*  ^*  dx. 

c+  fe^J^^'^'dx        dx      "J 

17* 
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■^^A^k^)^^^^#^^^^xwi«^^k^%^WV•^V^^^^^.l^^^ 


Ausserdem  bemerken  wir  die  particuläre  Lösung  «1  =  0.  Zufolge  der  ersten 
Bedeutung  von  a,  erhalten  wir: 

^»-JV,V-(jr,  +  2«,)  ^1-1  =  0. 
Für  a|  =0  dagegen  wird  die  transformirte  Gleichung: 

Wenden  wir  auf  die  erste  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  die  Inte- 
grabilitäts-Bedingung  G)  an,  so  erhalten  wir  die  neue  Bedingung: 

wo  cTf  die  oben  bestimmte  Bedeutung  hat.     Die  Integrabilitäts-Bedingung 
der  zweiten  Gleichung  ist: 

C)i  X^  =  —  e^^^i^'. 

Die  letzte  Bedingung  ist  dieselbe  wie  C).     Wenn  nun  die  Bedingung  D)" 
erfüllt  ist,  so  kann  die  Gleichung  2)  integrirt  werden.     Auf  die  Gleichung 

in  Beziehung  für  Zi  wenden  wir  wieder  die  frühere  Transformation  z,  =:atH 

an  und  erhalten: 

ax       2f     ax  Zf  2^ 

-(JC  +  2«,)|  — 1=0. 
Zur  Bestimmung  von  a^  setzen  wir : 

hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration : 

X,a,  =  —  ^  .  logjX^efi^t+taOäXfia: 

und  die  transformirte  Gleichung  wird 

|j+V  +  (A',  +  2i'.«,  +  2«0^«  +  ^«  =  0. 
Die  andere  Gleichung  nach  z^  geht  durch  dieselbe  Transformation  über  in : 

Wenden  wir  auf  diese  beiden  letzten  Gleichungen  die  Integrabilitäts-Be- 
dingungen  C)  an,  so  erhalten  wir  die  zwei  neuen  Bedingungen: 

Dy»  2'3  =  — ^2/(A-,  +  2tt,+2Xsa,)rfjr 

O"  A'3=  —  e-2/(Jr,+2i',a,)^jr, 

Die  Transformation  r,  =  «3  -| —   führt  wie  im  Vorhergehenden  zu   zwei 
neuen  Differential-Gleichungen: 
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in  denen  a,  eine  Function  von  x  bedeatet,  die  der  Gleichung : 

^'+a,*  +  iX,+2a,  +  2X,a,)a,  =  0 
genfigen  mnss;  hieraus  ergiebt  sich: 

a3=  ^  .  log  re-/<^t+2ffi+2T,a,)rfx^^, 

Die  ursprttngliche  Integrabilitäts-Bedingung,  auf  die  Gleichung  nach  z^  an- 
gewandt, giebt  zwei  neue  Bedingungen: 

D)^  Xj  =  — ^a/(^t+2«i+2^s«t+aas)*^*  , 

Setzt  man  nun  23  =  a^  -| — ,  so  erhält  man  folgende  zwei  Bedingungen  der 

Integrabilität  der  Gleichung  2): 

D)V  ^8  =  —  e-^(^t+2iri+2  Jaa,+2ofa+a^»a4)  dx  ^ 

Cyv  J^  =  -_  e-2/(X,+2Xaa,+2a.+2X8flf4)rfjr^ 

wo  a^  ans  der  Formel 

J!^  «^  =  —  ^  .  logjj^ .  <j/(X,+2of,+2r;a,+2a,)  dx^x 

bestimmt  wird  n.  s.  w.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  durch  successive 
Transformationen  zwei  unbegrenzte  Reihen  von  Integrabilitäts- Bedingun- 
gen der  Gleichung  2),  von  der  einen  Seite  die  Reihe  Bedingungen  D)' ,  D)", 
D)*",  von  der  anderen  die  Reihe  C)^  C)",  C)"*.  Die  in  diesen  Gleichun- 
gen vorkommenden  Functionen  cti,  er,,  a,  genügen  gewissen  Differential- 
Gleichungen,  die  integrirt  werden  können ;  für  diese  Functionen  haben  wir 
oben  eine  Reihe  von  Ausdrücken  erhalten,  die  nach  einem  bestimmten  Ge- 
setze gebildet  werden. 

Die  gefundenen  Integrabilitäts  -  Bedingungen  der  Gleichung  2)  lassen 
sich  ebenfalls  eine  aus  der  anderen  nach  einem  evidenten  Gesetze  ableiten ; 
aber  ihre  Anwendung  in  dieser  Form  aufgegebene  Differential-Gleichungen 
würde  sehr  mühsam  sein.  Wir  wollen  jetzt  nachweisen ,  auf  welche  Art 
die  beiden  erhaltenen  Reihen  von  Bedingungen  in  eine  andere  Reihe  umge- 
staltet werden  können,  deren  Anwendung  sehr  leicht  ist  und  zu  einer  sehr 
reichen  Classe  von  Gleichungen  der  Form  1)  führt,  die  sich  durch  Quadra- 
turen integriren  lassen ;  das  Integral  selbst  wird  offenbar  sich  in  Form  eines 
Kettenbruches  darstellen. 

lö)  Betrachten  wir  zuerst  die  Reihe  von  Bedingungen  D)*,  D)".  Die 
erste  derselben  zeigt,  dass  man  die  Gleichung: 
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integriren  kann.  Transformircn  wir  die  Bedingung  D^^  indem  wir  für  er, 
dessen  Werth  setzen,  so  ergicbt  sich  leicht,  dass  die  Bedingung  D)'^  in 
folgende  übergeht: 

und  dass  folglich  die  Gleichuog 

integrirt  werden  kann. 

Um  die  Bedingung  D)"  zu  transformiren ,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
e— /(^'2+2cfi)<'«=Äj  die  betrachtete  Bedingung  lässt  sich  dann  in  folgender 
Weise  schreiben : 

R 

Aus  der  Formel  für  er,  erhält  man  aber 

Jx^  «,  rfa;  =  —  log  .  /a',  e/(^«+2flfj)  d'rfa:  =— % .  j^  dx. 
Substituirt   man   diesen   Ausdruck    in  die  vorhergehende  Gleichung,  in- 
-^dx  =  w  setzt,  so  erhält  man 

^'«^      ^  , 

r-=Rdx. 

w* 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

»=(,-)'  (/"■")''■ 

Weiter  erhält  man  durch  Differentiation 

Substituirt  man  für  R  seinen  Ausdruck,  so  ergiebt  sich  leicht 

e-2/A't  dx 


^,  =  . 


(c+Je'-'J'^t<i*dsy 


wo  der  constante  Factor  (-)     in   der  willkürlichen   Constante  des  Inte- 
grals —  2 yA'j  dx,    das  als  Exponent  vorkommt,  enthalten  ist. 

Diese  letzte  Form  der  Bedingung  %eigt,  dass  die  Gleichung 
dy  e-2fXidx 

durch  Quadraturen  integrirt  werden  kann. 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Integrabilitäts  -  Bedingung  D)  '^ 
transformiren.  Durch  Integration  und  Differentiation  erhält  man  in  diesem 
Falle  die  transformirte  Bedingung 

^»  =  ~  (c  +/e-/^«^'  dar)  V ' 
aus  der  sich  die  Möglichkeit  der  Integration  von 
dy       .  ^ifx^ds 

ergiebt  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  können  Differential -Gleichungen  der 
Form 

dy        ,       ^  e-^^täs 

durch  unbestimmte  Quadraturen  integrirt  werden;  der  Exponent  m  darf 

hierbei  die  Werthe  m  =  0,  4,  f,  y,  ... 

haben,  welche  in  der  allgemeinen  Formel 

4t 

m  =  — : 

2i  — 1 

enthalten  sind,  falls  t  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  kann 
hieraus  nach  Analogie  schliessen,  dass  sich  durch  Quadraturen  im  All- 
gemeinen Differential  •  Gleichungen  von  der  Form 

^  _i_  .^  _i_  1^  ..  e-2/x,d* 

dx 


^  +  y^  +  ^.y- ^ 


intcgriren  lassen.     Wir  wollen  dies  übrigens  später  mit  aller  Strenge  be- 
weisen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Reihe  der  Integrabilitäts -Bedingungen 
C)',  Cy\  C)'^^...  Alle  diese  Bedingungen  lassen  sich  in  derselben 
Weise  wie  die  vorigen  transformiren,  indem  man  in  jeder  derselben  J^, 
durch  Xt  ausdrückt.  Auf  solche  Weise  ergiebt  sich,  wenn  man  der  Kürze 
wegen  erf^t^'  =.$  setzt,  dass  C)"  in  folgender  Art  geschrieben  werden 
kann: 

S 
wo  für  a,  der  frühere  Ausdruck  substituirt  werden  muss,  und  nicht  zu  ver- 
gessen ist,  dass  in  dem  betrachteten  Falle  cfi  =  0  ist.     Demnach  haben  wir 

l'^-^  (/§''*/  nnd  hieran»  ^,=fsdx, 
WO  v=  I  -^  dx»     Aus  der  letzten  Gleichung  leiten  wir  zuerst  v  ab,  und 
erhalten  hierauf  durch  Differentiation 


\ix. 
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oder,  wenn  wir  für  S  seinen  Aasdrnck  snbstitniren  und  den  constanten 
Factor  k  in  den  Exponenten  einrechnen 

^"  ~  ~  (c+fe-fxt  ^'  dx)i 
Es  lässt  sich  folglich  die  Gleichung 

integriren. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Bedingung  C)'''    transformiren ; 

man  erhält  |.__5  (y|,,y  .,-4/«. , 

Setzt  man  «i  =0  in  dem  Ausdrucke  für  or,,  so  wird 

fcf,  dx=log  •  r©*  S  dXy 
wo  V  die  frühere  Bedeutung  hat.     Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  in 
die  frühere  Gleichung  lässt  sich  die  Integration  vollziehen  und  X^  bestim- 
men ;  dies  giebt 

e-2fXt  ds 

^"^'^  (c+fe'f^t'"dx)i  ' 
womit  die  Möglichkeit  der  Integration  von 

dy  ß-2fXtäs 

bewiesen  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  die  folgende  Integrabilitäts  -  Be- 
dingung der  betrachteten  Reihe  transformiren.     Aus  dem  Gesagten  folgt, 
dass  die  Differential  -  Gleichungen  der  allgemeinen  Form 
dv        .  e-^f^z  ^* 

durch  unbestimmte  Quadraturen  integrirt  werden  können,  wenn  der  Ex- 
ponent m  einen  der  Werthe 

4  t 
hat ,  welche  in  der  allgemeinen  Form  m  =    .  enthalten  sind,  falls  t  eine 

ganze  positive  Zahl  bedeutet.     Verbindet  man   dieses  Resultat  mit  dem 
früheren,  so  lässt  sich  vermuthen,  dass  Gleichungen  der  Form 
dy       .  fT^iS^xdx 

^+y*+^.y 371  =  0 

{c^^^^r-S^^^-dxY^^ 
durch  unbestimmte  Quadraturen  integrirt  werden  können. 

17)  Wir  wollen  jetzt  den  Beweis  liefern,  dass  das  Gesetz  der  Expo- 
nenten in  der  Reihe  der  integrablen  Gleichungen  wirklich  durch  die  Form 
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—rj: —  ausgedrückt  ist.   Als  gegeben  betrachten  wir  hierbei  die  Gleichung 

Wenn  man  auf  dieselbe  die  Transformation  y  =  a  +  -  anwendet,  so  geht 
sie,  wie  schon  gezeigt  wurde,  in  folgende  über: 

wo  a  der  Differential  -  Gleichung  genügt: 

^  +  a«  +  JK,a  =  0,  mithin  cf  =  :^.%/e-^^a'' da; 
dx  äx       «/ 

oder  a  =:  0  ist.     In  die  vorige  Gleichung  führen  wir  eine  neue  unabhängige 

Variable  ein  mittelst  der  Substitution 

/•  ,      dx  dz  ^    dz 

^•''^=^'  di — ^•'   dj — ^*d7'^ 

die  transformirte  Gleichung  mit  der  nnabhängigen  Variablen  x'  ist  dann 

wo  der  Kürze  wegen 

_  Xt  +  i(»      j,,  _  1 

•^  1  "—  Y  '       ^   j  — .  — 

gesetzt  wurde.     Offenbar  kann  man  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen 
Xf   eliminiren   und    erhftlt    dann   X\i=sf  (J[\),      Bestimmen   wir   diese 
Function.     Die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt 
Ja,  dx+2log.  Je-  f^t^s  ^x^  —f^'t  ^^'  5 
setzt   man  Jer'f^t^^dx^iV  und  geht  von  den   Logarithmen  zu   deren 
Zahlen  über,  so  erhält  man 

^^^X^e-f^'t^*"  dx\  hieraus  r=  \fK\e-Sx'%dx»^y;\r^^ 

Die  Differentiation  von  v  giebt  weiter 

dx 


worin 


=  j  Ar ',  ei^'t  ^^  dx\    ^  e  A't  ^'' , 

1  /dp\— * 

X\  =3  —  =  c»  (  —  j      ;    substituirt  man  die  früher  gefandenen  Aus- 
drücke für  t>  und  —  und  setzt  zur  Abkürzung 

jX\eS^'t^''dx'^w, 
so  erhält  man  die  Gleichung 
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Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

so  dass  die  transformirte  Gleichung  in  folgender  Form  dargestellt  werden 
kann: 

dz   ,    .  .    ^,  ß-/X',rf*' 

Diese  Gleichung  hat  ganz  dieselbe  Form  wie  die  ursprüngliche;    sie 
unterscheidet  sich  blos  durch  die  Form  des  Exponenten.     Folglich  würden 

4t 

wir,  wenn  in  der  ursprünglichen  Gleichung  m=  — : ,    wo   t   eine  ganze 

positive  Zahl  bedeutet,  nach  der  oben  angegebenen  Transformation  eine 
Gleichung  derselben  Art  erhalten,  in  welcher  der  Exponent  m'= den 

Werth  m'=  .  hätte;    demzufolge  finden  wir,  wenn  man  auf  die 

erhaltene  Gleichung  wieder  dieselbe  Transformation  anwendet,  den  Ex- 

4(i— 2)  ,.      .        „.  ,  .         „ 

ponenten  m  ^  —j-, \~~:  ^-  ^*  ^m  "*®  wir  endlich  zu  einem  Exponenten 

m<')=0  gelangen;  alsdann  lässt  sich  die  Gleichung,  wie  wir  gesehen,  un- 
mittelbar integriren.     Hieraus  folgt,  dass  man  die  im  Anfange  dieses  Para- 

4i 
graphen  angeführte  Gleichung  integriren  kann,  wenn  der  Exponent  m=  —, — 

ist.     Nimmt  man  zu  Anfange  der  Transformationen  a  ==  0  und  y  =  - ,    so 
entsteht  die  Gleichung 

die,  wenn  man  als  unabhängige  Variable  ;c'=  —Jx^dx  wählt,  in  folgende 
übergeht: 

X  I 

wo  X\  =  -r^  und  X\  =  — .     Die  Elimination  von  A",  aus  den  beiden  letz- 
A,  JT, 

ten  GleichuDgen  X^  liefert  wie  früher 

X'^  ^/X',  dx'  (^Jx\  e-/^'t  '*'  dxy  =  e  -/  ^'t '''. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  der  früheren  ganz  ähnlichen  Methode : 

^^ifX'tdx 

X     — . • 


(c  +  fe-f^'f^'dx'y 


—  1 
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wenn  daher  die  Differential -Gleichung 

dz  .  ,  g-2fX\dx' 

integrirt  werden  kann,  so  kann  auch  die  ursprüngliche  Gleichung  derselben 

Form  mit  dem  Exponenten  m  integrirt  werden.     Ist  in  der  ursprünglichen 

4  t 
Gleichunff  m  =  — r-: —    so  erhält  man  durch  die  betrachtete  Transformation 
®  2i  +  l» 

einen  Exponenten  m,  = =      ;  bei  dieser  Form  des  Exponenten 

aber  lässt  sich,  wie  wir  bewiesen  haben,  die  Gleichung  integriren.  Auf 
diese  Weise  kann  man  es  als  bewiesen  betrachten,  dass  das  Gesetz  der 
Exponenten,  das  wir  durch  Analogie  gefunden,  wirklich  stattfindet 

18)  Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  alle  Gleichungen,  die  in  der  Form 

dv  "ifXtix 

«)  57  +  ^*  +  -^«^ -47  =  0 

{c+Je-f^tdx^^yi±x 

enthalten  sind,  durch  Quadraturen  integrirt  werden  können.     Ersetzt  man 

1         rt  \ 

in  dieser  Gleichung  X^  durch  X^——  •  -r-^  und  JT,  durch  X^  Jf,,  so  ergiebt 

sich  in  Uebereinstimmung  mit  der  Bemerkung,  die  wir  im  Anfange  unserer 
Untersuchungen  gemacht  haben ,  dass  die  Differential  -  Gleichungen  der 
allgemeineren  Form 

«       ^  +  ^.y'+^.y ' :t7i=o, 

(c  +JX, e" /^t  dx  ^j,yi±\ 

die  zwei  willkürliche  Functionen  JT,  und  X^  enthält,  durch  unbestimmte 
Quadraturen  integrirt  werden  können. 

Was  die  Bestimmung  des  Integrals  der  Gleichungen  a)  und  ß)  betrifft, 
so  bemerken  wir,  dass  die  Transformationen 

y=a,  +  --,     2,  =  a,  +  --,     ^,  =  «3  +  -.... 

Zx  Zt  Z| 

auf  die  Gleichung  a)  angewandt,  zu  einer  unmittelbar  integrablen  Gleichung 
führen,  und  dass  zugleich  das  Integral  der  Gleichung  a)  in  Form  eines 
Kettenbruches  erhalten  wird,  dessen  Entstehungsgesetz  leicht  in  allgemeiner 
Form  dargestellt  werden  kann.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  die  Gleichung  o) 
zuerst  in  eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung  umzuformen,  weil  als- 
dann das  Integral  einfacher  und  symmetrischer  ausfällt.  Vorher  wollen 
wir  noch  andeuten,  wie  man  aus  den  gefundenen  Gleichungen  die  be- 
kanntesten speciellen  Fälle  erhält. 
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Um  die  gewöhnliche  Gleichung  von  Biccati  zn  erhalten,  braucht  man 
nur  in  der  Gleichung  |9)  Z,  =  1  und  X^^O  zu  setzen;  es  entsteht  dann  die 
Gleichung:  ^y    \  jt  ^ 

d?^^^  ZU' 

wo  a  eine  willkürliche  Conjstante  bedeutet.      Für  c  =  0  findet  man  eine 
Gleichung,  die  alle  integrabelen  Fälle  Riccati*8chen  Gleichung  enthält. 
Betrachten  wir  ferner  die  Differential-Gleichung : 

dy 

ax 
die   als   speciellen  Fall   nicht   nur    die    Gleichung   von    Riccati,   son* 
dem   auch   die   allgemeinere   Gleichung    von  Malmstjn   (Grelle   39) 

enthält.     Hier  ist  X^  =  aa^"^ ,  -y,  == und  X^=»  —  ca:*""^     Bestimmt 

man  X^  nach  der  oben  gegebenen  Formel,  so  findet  man : 


x,^- 


V 


wo  2;  =s  —r-, —  und  c  und  ß  willkürliche  Constanten  bedeuten..  Setzt  man 
2i  +  1 

c'=0  und  bestimmt  ß  so,  dass  Xj=  —  c«^""^,  vergleicht  die  Exponenten 

und  substitairt  für  i  seinen  Aasdruck,  so  erhält  man  folgende  Bedingung 

der  Integrabilität  der  betrachteten  Differential- Gleichung: 

m  (2i  +  1)  +  n  (2t  +  1)  q:  2ft  =  0; 

in  dieser  Bedingung  dürfen  sowohl  die  oberen  als  die  unteren  Zeichen  mit 

einander  combinirt  werden.     Für  n  =  1  erhält  man  die  Integrabilitäts-Be- 

dingung  der  Gleichung  von  Malmst 4n  und  nimmt  man  hierbei  noch  bs=0 

und  ersetzt  m  durch  m  +  1 1  so  erhält  man  die  Integrabilitäts-Bedingung  der 

Ricca titschen  Gleichung. 

19)  Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zu  der  Gleichung  a)  und  setzen 

y=  —  .-T-  ,  um  dieselbe  in  eine  lineare  Gleichung  der  zweiten  Ordnung 

umzuformen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 
.                    (f  ti  .   ^  cfu                 r-^Xtds 
y)  ^  +  ^'5i 1171^  =  0, 

die  folglich  auch  durch  Quadraturen  integrirt  werden  kann.     Um  das  Inte- 
gral dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  setzen  wir  zur  Abkürzung : 

c+fe-f^t^'dx^l,     ~lf--  =  m 
•^  2i  +  l 

und  betrachten  die  Gleichung: 

d*M  du 


t+-^'.:7i.  + -^3*^=0, 


'-"='.  'rA'-"y 
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worin  -^3  =  —  A""  •  e-^^t^*  ist.  Diese  Gleichung  kann  durch  Einführung 
einer  neuen  unabhängigen  Variabein  in  eine  sehr  einfache  lineare  Gleichung 
der  zweiten  Ordnung,  welche  die  willkürliche  Function  A,  nicht  enthält, 
umgeformt  werden.     Mittelst  der  Substitution : 

*  dx 
erhält  man  nämlich: 

(--.)'-•  (£)"S^+(-7){'-"^-S-?  '-^-'  (£)■ 

dx)dt 

m 

Streicht  man  X    ^  und  bemerkt,  dass 

ist  und  lässt  man  den  allgemeinen  Factor  (  ;t—  )  weg,  so  wird : 


1— « 


oder,  weil  A     *=:^ist: 

tfi  4 

wo  der  Kürxe  wegen =  p  und  -, r^  =  ^   gesetzt  wurde.       Für 

"      m  —  2  (m  — 2)' 

M  =  ^' .  p  folgt  weiter : 

^^Jj^  +  iP  +  ^^O^+P^v^O, 

2 

wenn  man  nur  0*=  0*  und  «=  +  0=5 ^ voraussetzt,  so  dass  man  q 

—  *      — m  —  2 

mit  den  Zeichen  +  oder  —  nehmen  kann.  Die  letzte  Gleichung  ist  eine 
derjenigen  Gleichungen,  auf  welche  sich  leicht  die  In tegrations- Methode 
von  Liouville  durch  Differentiation  unbestimmter  Ordnung  anwenden 
lässt;  da  aber  die  Formeln,  die  man  hierbei  findet,  das  Zeichen  d  oft  mit 
einem  incomensurabeln  oder  auch  imaginären  Index  enthalten,  so  scheint 
es  besser,  die  Methode  von  Liouville  nur  bei  Differentiationen  mit  ganzen 
positiven  oder  negativen  Indices  anzuwenden;  in  den  Fällen  aber,  welche 
Differentiationen  mit  gebrochenen  Indices  verlangen  und  die  den  Umstän- 
den entsprechen,  bei  welchen  die  Integration  durch  unbestimmte  Quadra- 
turen nicht  möglich  scheint,  ist  es  besser,  die  Methode  von  Laplace  an- 
zuwenden, indem  man  das  gesuchte  Integral  durch  bestimmte  Quadraturen 
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ausdrückt.*)  Indem  wir  die  Methode  von  Liouville  etwas  ändern,  mnl- 
tipliciren  wir  die  vorige  Gleichung  mit  dl^  und  integriren  jedes  Glied /i mal; 
durch  theil weise  Integration  ergiebtsich: 

(n)  {n--2)  («-D 

jt  -^de'^i  .jvdt^-^  —  n.  Iväi*-^ 

l{p  +  2gl)^d(^^(p  +  2qt)Jvd(^-^  —  2qn.   I t>dC^. 
Snbstitnirt  man,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(«-2)  C-l)  0.) 

i.  j  vd(^-^  +  {p  —  n  +  2qi)  I  vd(^'^  +  q  {p  —  2n) I vd(^  =  <p  (l), 

wo  q>  (0  eine  ganze  Function  des  («  —  !)*•"  Grades  bedeutet.     Für />s=32n, 

4n 
d.  h.  m  = -,  wo  n  eine  willkürliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wird: 

(«-2)  (n-l) 

t  j vdf'-^+  (n  +  2qi)  jvdf^-^  =  q>  (i) 
(n-l) 

und  wenn  man  /Vd/'*"~^  =  2  setzt,  so  findet  man  die  lineare  Gleichung  der 

ersten  Ordnung: 

dZ      , 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  Forme] : 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  mittelst  folgender  Bemerkung  finden.  Die 
Function  q)(t)  kann  in  einer  anderen  Form  dargestellt  werden.  Es  sei 
nämlich: 

WO  Vn— 1  das  Integral  der  (n—l)^°  Ordnung  von  vcf^  bezeichnet,  bei  dem  aber 
keine  willkürlichen  Constanten  hinzugefügt  sind ;  die  Coef^cienten  c« ,  C| . .  • 
Cn-^2  sind  n  —  1  willkürliche  Constanten;  es  wird  nun  offenbar: 

9(0='.r(o  +  («  +  2yo./-(o 

und  deshalb  erhalten  wir: 

was  leicht  durch  unmittelbare  Differentiation  verificirt  werden  kann.  Die 
Substitution  giebt: 

Z=Ci€r^9tt-n^CJ{t). 


♦)  Vergl.  Prof.  Spitzer,    Studien   über  die  Integration  linearer  Gleichungen. 
Erste  Fortsetznng. 
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Hieraus  erhalten  wir  durch  Differentiation : 

Hfttte  man  zu  Anfange  der  Rechnung  a  =  —  q  gesetzt,  so  würde  man  die 
OleichuDg : 

erhalten  und  hieraus  durch  eine  nmal  wiederholte  Integration  für  den  Fall 

m  = die  Gleichung: 

2n  —  1 

t.'^^  +  (n  —  2qt)Z=q>{t) 

gefunden  hahen ,  in  der  dieselben  Bezeichnungen  wie  früher  beibehalten 
sind.     Hieraus  ergiebt  sich : 

wo  f{i)  eine  ganze  Function  des  (n  —  2)^*'^  Grades  bedeutet  und  deshalb  er« 
halten  wir: 

Auf  diese  Weise  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung  nach  v 
gefunden ,  Ton  denen  jedes  eine  willkürliche  Constante  enthält.  Das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  nach  u  wird  daher: 

Hier  ist  n  = eine  ganze  positive  Zahl,  so  dass  der  Exponent  m  unter 

4n 
der  Form  m  = vorausgesetzt  wird;  dies  giebt,  wie  wir  früher  ge- 
sehen ,  eine  Reihe  von  Fällen ,  in  denen  die  Integration  unserer  Gleichung 
durch  unbestimmte  Quadraturen  möglich  ist.    Um  das  Integral  für  den  Fall 

4n 

m= r-7  z'i  erhalten,  muss  man  zuerst  die  Methode  der  Transformation 

2n  +  l 

etwas  ändern;  man  setzt  nämlich  in  der  Gleichung 

d'u  ,      du        - 

u=zfi.z  und  bestimmt  ß  so,  dass  ß —  1  +  p  =  0,  d.h.  man  setzt  ß  =  1— p 
und  erhält: 

(Pz  ,       dz         , 

m  «^  ^    

wo  Pi  =  2 — p  = .   Weiter  verfahren  wir  mit  dieser  Gleichung  in  der- 

tn  —  2 

selben  Weise,  wie  oben  mit  der  früheren  Gleichung;  man  setzt pi=2ii. 
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4 n  ~~*  4  4ft 

was  dem  Falle  m= oder  m= -, —  entspricht  und  wiederholt  die 

'Zn  —  1  2n  +  1  '^ 

frühere  Analyse ;  man  erhält  so  das  Integral : 

WO  n  = eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

4iii— -4 

Auf  diese  Weise  führt  die  Betrachtung  der  linearen  Gleichung  zweiter 

Ordnung : 

wieder  auf  die  bereits  gefundenen  Fälle  der  Integrabilität,  nämlich  auf 

4/1 

m= •     In  den  Fällen,  wo  der  Exponent  m  nicht  diese  Form  hat, 

211  +  1  »  r  » 

kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  durch  bestimmte  Quadraturen  dar- 
stellen. Die  Bildung  dieser  Ausdrücke  ist  nicht  schwierig,  denn  führt  man 
wie  früher  die  unabhängige  t  ein,  so  entsteht  eine  Gleichung,  deren  Inte- 
gration durch  bestimmte  Integrale  bekannt  ist. 


EL 
Onmdzüg^  eines  Kreislinien- Coordinaten- Systems. 

Von 
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17.  Nachdem  in  den  bisherigen  Artikeln  auf  einen  innigen  Zusammen- 
hang des  entwickelten  Kreislinien-  mit  dem  Dreipnnkt-Coordinaten-Systeme 
hingewiesen  wurde ,  so  wollen  wir  im  Folgenden  ähnliche  Beziehungen  des 
Kreislinien- Coordinaten-Systems  mit  dem  Dreilinien-Coordinaten-Systeme 
entwickeln. 

Es  seien  bezüglich  eines  orthogonalen  Parallel- Cordinaten- Systems 
25)  Är,=a:*  +  y*+i>,«+Ä,y  +  F,t=0undi",=:a:*+y«+2>,«+Ä,y+/;=:0 
die  Gleichungen  zweier  Kreise,  und 

die  Gleichung  eines  Kreises ,  der  mit  Kx  und  K^  die  Chordale  gemein  hat. 
Sind  weiter  (ort ,  ^i)  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  ferner 

P,  =0,  />,  =  Ound  ^3  =  0 
der  Reihe  nach  die  Polaren  dieses  Punktes  bezüglich  der  obigen  drei  Kreise, 
so  hat  man  bekanntlich : 

i'.  =  (A+2^i)^+(^t  +  2yi)y+/^2*  +  ^«y  +  2P,  =  0. 

Wie  man  sich  leicht  ttberzengen  kann ,  IXsst  sich  die  Gleichung  von 
/>,  s=  0  durch  einfache  Transformationen  auf  die  Form 

ZftlKhrin  r.  MutheroiiUk  d.  Phyiik.  XII,  9.  18 


266  Grundzüge  eines  Blreislinien-Coordinaten-Systems. 

bringen,  welche  zeigt,  dass  ig  =  0  stets  durch  den  Schnittpunkt  von  P,  =  0 
undPj^^^  gehen  müsse,  wie  auch  X  und  ft  beschaffen  sein  mögen,  daher  der 
bekannte  Satz: 

„Die  Polaren  eines  Punktes  bezüglich  eines  Sy- 
stems von  Kreisen,  welche  dieselbe  Gerade  als  Chor- 
dale gemein  haben,  gehen  alle  durch  denselben 
Punkt." 

18.  Sind  nunmehr  Ä',  =  0,  Ä'g  =  0,  JS^j  =  0  die  Gleichungen  dreier  be- 
liebiger Kreise  und  />,  =0,  ^2  =  ^»  ^3  =  ^  ^^^  Reihe  nach  die  Polaren 
eines  Punktes  (o:, ,  y,)  bezüglich  dieser  drei  Kreise,  so  findet  man  bei  ana- 
logem Verfahren;  wie  im  vorigen  Artikel,  als  Polare  des  Punktes  (a:, ,  yi)  in 
Bezug  auf  den  Kreis : 

IC^zz^XlC^  +  fiir^  +  vÄ"3  =  0,  die  Gerade  P^^XP^  +  |ia P^  +  v Pg  =  0. 
Wir  haben  also  im  Vereine  mil  dem  aus  der  Gleichung  17)  abgeleiteten 
Satze,  den  allgemeineren  Lehrsatz: 

„Sind  die  Mittelpunkte  dreier  Kreise  ^^1=0,  I^^=:0 ^ 
i'3  =  0  der  Reihe  nach  C',  =0,  ^jj  =  0,  ^3  =  0  und  P,  =  0, 
i>j  =  0,  P3  =  0  die  Polaren  eines  Punktes  M  bezüglich 
dieser  Kreise,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
K^=^XKi  +  iiEC^  +  vIC^^O,  der  Punkt  C^=XC^+iiC^+vCj^=0 
und  P^=:XPi  +  (iP^-\'vP^  =  0  die  Polare  von  M  bezüg- 
lich if^." 
Welche  Bedeutung  hat  die  Bildungs  -  Gleichung  21)  bezüglich  der 
Gleichung  von  P^? 

19.  Im  Artikel  17  wurde  angedeutet,  dass  die  Polaren  eines  Punktes  M 
bezüglich  eines  Systems  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  Chordale 
durch  denselben  Punkt  gehen.  Suchen  wir  nun  einen  oder  mehrere  Punkte 
von  der  Beschaffenheit,  dass  deren  Polaren  bezüglich  irgend  eines  der 
Kreise  des  Systems  nicht  allein  durch  einen  festen  Punkt  gehen ,  sondern 
ganz  fest  sind. 

Es  seien  die  durch  25)  dargestellten  Kreise  j^T,  =0,  IC^^O  zwei  Kreise 
des  Systems  und  die  durch  26)  ausgedrückten  Geraden  Pi  =0,  ^2  =  0  die 
Polaren  des  Punktes  M  (a:, ,  y,)  bezüglich  ÜT,  und  K^. 

Sollen  nun  P,  =jO  und  ^2  =  0  zusammenfallen,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung der  Coordinaten  (.r, ,  y^)  von  M  aus  den  Gleichungen  26)  dieser 
beiden  Geraden: 

Pi+2gt 1)2  +  2X2 

und 

^i+2yi ^  ^2  +  2yi 

D,x,  +  E^yy  +2i?\      D^x^  +  E^y,  +2F^ 
Man  sieht  schon  hieraus,  dass  zur  Bestimmung  von  (ar, ,  y,)  eine  qna- 
ratische  Gleichung  resultiron  würde  ,  dass  also  stets  zwei  Punkte  von  der 
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verlangten  Eigenschaft  bestehen.  —  Um  aber  die  Lage  dieser  beiden  Punkte 
besser  beurtheilen  zu  können,  wollen  wir  einen  einfacheren  Weg  ein- 
schlagen. 

Es  seien  nämlich : 
K,  =  (x-a,)'  +  y^  —  r,^^x^  +  y«  -  2«,a:-  (r,«  — <)  =  0, 
^2  =  ^  +  S^-2«2  ^-(r/-O  =  0 
io    orthogonalen    Parallel -Coordinaten    die  Gleichungen    zweier   Kreise, 
deren  Centrale   die   Abscissen- Axe  und   deren  Chordale  die   Ordinaten- 
Axe  des  Coordinaten-Systems  ist.      Demzufolge  muss  r^ —  a,*=rj'  —  Oj' 
sein  und  es  werden  sich  K^  und  K^  in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären 
Punkten  schneiden, 

je  nachdem  ^>  >  oder  <  <  *  ist. 

Im   ersten  Falle   bedeutet  r,*  —  a,' =  r^' —  cf,*  t=  c*  das   Quadrat   der 

Entfernung^  eines  der  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  von  deren  Centralen. 

Im  zweiten  Falle  bedeutet  a,*  —  r^  =  a^  —  r^=^^  das  Quadrat  der 

Länge  t  der  aus  dem  Schnittpunkte  der  Cbordale  und  Centrale  der  beiden 

Kreise  an  diese  gelegten  Tangenten. 

Für  diesen  Fall  nehmen  die  Gleichungen  dieser  Kreise  die  Formen : 
27)  JS',  =  a:*  +  y*  —  2aja:  +  /*  =  0  und  A'g  =  o?*  +  y*  —  2a^x  +  i*  =  0  an. 
Die  Gleichungen  der  zwei  Polaren  eines  Punktes  (o:, ,  y,)  bezüglich 
dieser  zwei  Kreise  sind  dann  nach  26) : 

\  Pj=:a:a:t+yy,  — a,(a:  +  a:i)  +  («  =  0  und 
^^  I  P2  =  a:a:,+yy,  -«,(a:  +  a:,)  +  <*  =  0, 

welche  beiden  Geraden  augenscheinlich,  wie  auch  ttj  und  a^  beschaffen  sein 
mögen,  stets  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 

29)  aro:,  +  yy,  +  t*  =  0  und  {x  +  a:,)  =  0 

gehen  müssen. 

Sollen  P,  =  0  und  P,  =  0  identisch  werden ,  so  müssen  es  —  wie  leicht 
einzusehen  ist  —  auch  die  Geraden  29)  werden,  was  nur  geschieht,  wenn 

yj  =  0,     a:,  =  +  r 
ist. 

Es  resultiren  hiernach  zwei  bezüglich  der  Chbrdale  von  Kx  und  JS^,  auf 
deren  Chordalen  symmetrisch  gelegene  Punkte,  welche  Poncelet  (Traiiä 
des  proprieles  proj,  p.  41)  als  die  „Grenzpunkte**  desSystems  der  Kreise 
AT,  und  1^2  bezeichnet  hat  (Grenzpunkte  deshalb,  weil  für  zwischen  + 1  und 
—  /  gelegene  Werthe  von  a,  nur  imaginäre  Kreise  resultiren.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

„Es  können  immer  zwei  Punkte  von  der  Beschaf- 
fenheit gefunden  werden,  dass  ihre  Polaren  bezüglich 
irgend  eines  zum  Systeme  (Ä',,  IC^  gehörigen  Kreises 
nicht  allein  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  sondern 
ganz  fest  sind.** 

18* 
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Für  den  Fall  r|>  0|  (also  auch  rs>  «t)  resultiren  als  Coordinaten  der 
Grenzpunkte  y,  =  0 ,  ^i  =  +  c  / — 1,  d.  h. : 

„Schneiden  sich  die  Kreise  des  Systems  (l^i,  A!,) 

in  zwei  reellen  Punkten,  so  werden  die  Grenzpunkte 

imaginär/* 

20.  Bestimmt  man  den  festen" Schnittpunkt  {x\  y)  der  beiden  Polaren 

P,  =  0  und  Pg  =  0  28)  des  Punktes  (i?i,  y,)  bezüglich  der  Kreise  K^  und  K^ 

27),  so  erhält  man  aus  den  beiden  Gleichungen  29) 

30)  «  =  — jr,,     y=-^-- . 

Vi 

Wie  man  sich  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  leicht  überzeugen 
kann, 

„gehen  umgekehrt  die  Polaren  des  Punktes  (x\  /)  be- 
züglich JT,  und  Ä^,  27)  durch  den  Punkt  C^i,yJ  und  es 
.  sind  {x\y)  und  (a:,,y,)  diametral  gegenüber  liegende 
Punkte  eines  durchdie  Grenzpunkte  desKreissystems 
(if,,  K^  gehenden  Kreises." 
Die  Grenzpunkte  selbst  sind  specielle  Lagen  dieser  Punkte. 

1.  Lehrsatz.  Bewegt  sich  einer  der  beiden  Punkte 
(^D^i)»  (^ I  y)  Au^  ihrer  gemeinschaftlichen  Yerbin- 
dungsgeraden,  so  beschreibt  der  andere  stets  die 
durch  die  Grenzpunkte  des  Kreissystems  gehende  Hy- 
perbel : 

'  aj,  —  X  Xi  —  X 

2.  Lehrsatz.  Der  Pol  der  Geraden  Ax  +  Bj/  +  C=iO 
bezüglich  des  Kreises  iri  =  a:*  +  y*  —  2«, a:  +  /*  =  0  ist: 

.  3.  Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  der  Pole  einer 
Geraden  bezüglich  aller  zum  Kreissysteme  (if|,  K^ 
gehörigen  Kreise  ist  eine  Curve  vierten  Grades. 

4.  Lehrsatz.     Sind    Pi  =  0,    P,  =  0,    P3  =  X  P, +^/>,=30 

die  Polaren  des  aufdem  Kreise  J^3  =  AJ^i  +  fA^t8i<^b  be* 

wegenden  Punktes  Jf(j?i,  ^,)  bezüglich  dieses  und  der 

beiden  Kreise  A^^  =  0,  A^^^^^»  so  ist  für  P«  (Tangente  an 

P.  tt 

K^  8tets^=— Y=coii«/,  d.  h.? 

5.  Lehrsatz.  Beschreibt  man  aus  den  festen  Punk« 
ten  6'i=:0,  (7j  =  0  die  Kreise  A^,  =:0,  ÜT^^O  mit  variablen 
Halbmessern  und  dann  aus  dem  festen  Punkte  C^^iXC^ 
-f  ^Cj  =  Oden  Kreis  A^j^XJT, +^Ä'j  =  0,  so  ist  für  diesen 
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stets  =7=3  —  Y^^^'^)  also  infolge  des   Scblasssatzes 

Artikel  1  n.s.  w. 

Sind  PjöO,  P,«0,  P3  =  IP, +fiP,  =  0  die  Polaren 
eines  Punktes  bezüglich  dieser  drei  Kreise  JTjeaO, 
i^2  =  0,    i^gsaAJT,  +  fiJP,=:0,    so    ist    abermals     für    /*,, 

^  =  — Y  =  coii^,  d.h.? 

Pj  A 

21.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  üf  zu 
bestimmen,  dessen  Polaren  Pi  ^0,  P^csO,  PjsO  bezüg- 
lich dreier  beliebiger  Kreise  IC^t=sO,  ifgssO,  £^^=»0  (ohne 
gemeinschaftliche  Chordale)    durch    einen    und  denselben 
Punkt  gehen. 
Legen  wir  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  die  orthogonalen  Pa* 
rallel-Coordinaten  so,  dass  die  Abscissen-  und  Ordinaten- Axe  beziehungs- 
weise mit  der  Centralen  und  Chordale  von  JT]  und  A^,  zusammenfallen  und 
es  seien  hiemach  die  Gleichungen  der  drei  Kreise 

J5r,=««  +  y*  — 2aia:  +  ^  =  0,     K^^x^  +  y* —  2a^x  +  fi=»0y 
J^^^a^  +  y^  +  Dx  +  Ey  +  F^zO. 
Die  Polaren  Pj  =3 0,  P,  =  0,  Pj  =  0  eines  Punktes  (a?i,yj)  bezüglich 
dieser  drei  Kreise  werden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  wenn  P^ssO 
durch  den  Schnittpunkt  (von  P^  und  P^y  also  auch  durch  jenen)  der  Gera- 
den 29) 

**i+yyi+^=Ound  x  +  x^t=sO 
geht. 

Die  Gleichung  von  P^  in  Parallel- Coordinaten  ist  aber 

Pj^==^{D  +  2x^)x  +  {E  +  2y,)y  +  Dx^+Ey^  +  2F^0, 
welche,  damit  sie  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  29)  gehe,  mit  der 
Form  «ar, +yyi  +  <'  +  il(Ä  +  «i)  =  0   identisch  sein  muss  —  wobei  X  ein 
unbestimmter  Parameter  ist  — ,  was  nur  geschehen  kann,  wenn 

E  +  2yt^    y,        ^^  E  +  2yi         ^      y, 

wird. 

Durch  Elimination  von  X  aus  diesen   beiden  Gleichungen  folgt  als 
Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  von  (^j,  ^,): 

e-F 


^H-y*-  2— ^y-/*=o, 


oder  unter  der  Form : 


welche  offenbar  einen  Kreis  darstellt,  dessen  Mittelpunkts-Goordinaten  («i/S) 
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und  dessen  Halbmesser 


•=/^+^i^- 


Nachdem  die  Gleichung  der  Chordale  der  beiden  Kreise  K  und  K^ 

also  deren  Abschnitt  y^  auf  der  Ordinaten- Achse  (der  Chordale  &^  — 1^^=0) 

i^  —  F 

ist,  so  sieht  man,  dass  der  Mittelpunkt  von  j^  =  0  das  Chordal  -  Centrum 
der  Kreise  Kyy  K^^  K^  ist. 

Als  Quadrat  der  Länge  T  der  vom  Punkte  (<r ,  /^  an  iT,  =  0  gelegten 
Tangente  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Coordinaten  (a,  |3)  in  die 
Gleichung  ifj  =  0 

also  ist  der  Halbmesser  von  ifesO  gleich  der  Länge,  der  von  seinem  Mittel- 
punkte (Chordal  Centrum)  an  einen  der  drei  Kreise  gelegten  Tangenten. 

Hiemach  schneidet  JSTssO  die  drei  Kreise  if,  =0,  Af^sa,  Ä'jSsO  unter 
rechten  Winkeln  und  er  wurde  deshalb  von  Plücker  (Anal.-geom.  Ent- 
Wickelungen  Bd.  I,  pag.  56)  als  ,,Orthogonal-Kreis**  der  drei  Kreise 
AT,,  A^g,  K^  bezeichnet.     Daher  der  Satz: 

„Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Po- 
laren in  Bezug  auf  drei  Kreise  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,     ist     der    Orthogonal-Kreis    dieser    drei 
Kreise." 
22.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  Orthogonal «ICreis  durch  die 
sechs  Grenzpunkte  der  drei  Kreise  geht,  dass  also : 

„die  sechs  Grenzpunkte  dreier  Kreise, die  Eckeneines 
dem  Orthogonal-Kreise  eingeschriebenen  Sechsecks 
bilden." 
Schneiden  sich  die  drei  Ejreise  in  sechs  reellen  Punkten,  so  ist  der  Or- 
thogonal-Kreis natürlicherweise  imaginär. 

Lässt  man  zu  den  drei  Kreisen  K^^K^^  K^  noch  einen  vierten  K^ ,  der 
mit  diesen  das  Chordal  -  Centrum  gemein  hat,  hinzutreten,  so  geht  offenbar 
die  Polare  von  M(x^^  y^),  P^  bezüglich  K^  auch  durch  den  (auf  dem  Ortho- 
gonal-Kreise gelegenen)  Schnittpunkt  der  Polaren  P^,  P,,  P,,  was  über- 
haupt für  jede  Anzahl  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlichem  Chordal -Cen- 
trum gilt. 

Durch  diese  Verallgemeinerung  lässt  sich  der  Eingangs  dieses  Artikels 
angeführte  Lehrsatz  ebenfalls  erweitern,  d.  h. : 

„Der  Orthogonal-Kreis  eines  Systems  von  Krei- 
sen (mit  gemeinschaftlichem  Chordal-Centrum)  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Grenzpunkte  derselben." 
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Nach  der  im  Artikel  20)  angeführten  Bemerkung  —  dass  der  Schnitt- 
punkt der  Polaren  eines  Punktes  if,  bezüglich  zweier  Kreise,  auf  einem 
durch  M  und  die  beiden  Grenzpunkte  gehenden  Kreise  und  dem  Punkte  M 
diametral  gegenüber  liegt  —  lässt  sich  bezüglich  des  Orthogonal  -  Kreises 
der  Satz  aufstellen : 

„Bestimmt  man   die  Polaren  P^,  Pj«  ^3  ^id^s  dem 

Kreise  IC   angehörigen    Punktes   M   bezüglich  dreier 

Kreise  JS^j,  iT^,  ATj,  welche  K  zum  Orthogonal-Kreise 

haben,     so    schneiden    sich    diese   Polaren   in   einem 

auf  AT  dem  Punkte  üf  diametral  gegenüberliegenden 

Punkte  if." 

23.  Nach  dem  Bisherigen  sind  wir  nun  auch  im  Stande,  die  Gleichung 

des  Orthogonal  -  Kreises  A!'  der   durch   die   allgemeinen  Gleichungsformen 

ausgedrückten  Kreise 

^1  =  ^  +  y*  +  D,x+  E^y  +  F»  =  0, 
Är2  =  ^  +  y«+V+^.y  +  ^t=0,^3  =  a:*  +  y*  +  i>3a;  +  Ä3y  +  /i=^0 
unter  der  Form 

K^s(*  +  y*  +  Dx  +  Ey  +  F^(> 
darzustellen.     Weil  nämlich  K  jeden  der  drei  Kreise  unter  rechten  Win- 
keln schneidet,  so  muss  offenbar  die  Polare  des  Mittelpunktes  ( —  — -, j 

von  K  bezüglich  des  Kreises  K^  mit  der  Chordale  K—  Ki^=i(^  zusammen- 
fallen. 

—  -— ,  —  — -  j  in  Bezug  auf  Ä'^  =  0  ist  aber : 
T)  D        E  E 

und  die  Chordale 

£  —  ir,=^{D  —  D^)x+{E-^E,)y  +  F—Fi=^0, 
welche  Gleichungen  nur  dann  identisch  werden,  wenn 

'-^ '—2F=-F—F, 

ist 

Verfährt  man  bezüglich  ICf  und  E^  analog,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung der  Grössen  D^  E^  F  die  Gleichungen : 

/>i>,-f  ÄÄ,  —  2/',=/',  DDt  +  EE^'-ZF^F,  DD^  + EB^^2F^=:F, 
aus  welchen : 

B  _  ,  (F.  -  F,)  (E,  -  g.)  -  (f.  -  F,)  (g.  -£,) 
~    (A  -  ^s)(^i  -  Et)—(I>i  -  2>8)(«.  -  £3) 

■        f^(d,e,-i>,e;j+f,{d,e,-d^e^)+f,[d,e,-d,b,) 
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Die  Grössen  (  — "»—  —)  geben  zugleich  die  Coordinaten  desChordal' 

CeDtmms  der  drei  Kreise  JTi ,  1^,,  K^. 

24.  Die  Reciprocität  des  Dreipankt-  und  des  Dreilinien  -  Coordinaten- 
Systems  in  der  geometrischen  Interpretation  analytischer  Formen  ist  be- 
kannt, worauf  auch  im  Laufe  dieser  Abhandlung  mehrfach  hingedeutet 
wurde. 

Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  erlauben  es  nunmehr,  bei  An- 
nahme eines  einzigen  Fundamental-Dreiecks,  die  Beziehungen  der  beztlglich 
beider  Coordinaten  -  Systeme  durch  eine  und  dieselbe  analytische  Form 
dargestellten  Grössen  näher  zu  beleuchten. 

Es  sei  C^CfC^  ein  beliebiges  Dreieck,  aus  dessen  Ecken  als  Mittel- 
punkten Cj,  C^y  Cf  der  Beihe  nach  drei  Kreise  üf^,  iTs,  ÜT,  so  beschrieben 
werden  sollen ,  dass  die  Polaren  i\ ,  -P^ ,  P^  eines  noch  zu  bestimmenden 
Punktes  0  in  Bezug  auf  diese  drei  Kreise  mit  den  Geraden  CfC^^  C^Cf, 
Cx  Ct  -7  kurz  mit  den  Gegenseiten  des  betreffenden  Kreismittelpunktes  — 
zusammenfallen. 

Nachdem  der  Pol  stets  in  der  aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  die 
Polare  gefällten  Senkrechten  liegen  muss,  so  ist  klar,  dass  der  zu  suchende 
Punkt  0  nur  der  Schnittpunkt  der  Höhenlothe  des  Dreiecks  C^CtC^  sein 
kann.  Jetzt  handelt  es  sich  noch  um  die  Bestimmung  der  Halbmesser 
^\yUy  ^%  der  drei  Kreise  ATj,  A^,,  K^, 

Macht  man  hierzu  C^C^  zur  Abscissenaxe  und  C|  zum  Ursprünge  eines 
orthogonalen  Parallel  -  Coordinaten  -  Systems  und  setzt  C|Cs^=a|,  während 
(^«  i^s)  ^^^  Coordinaten  von  C3  sein  mögen,  so  hat  man  als  Gleichung  von 

{C^O  y=— ^  (^-«,),  von  (CjC,)y=^:r  und  von  (C»0)y=^^^x. 
«3 — a,  O3  Pj 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergeben  sich  für  d;s=Oa  als  Coordinaten 

von  0 

84)  Ä:,=a„y,  =  ^(«j  — «3). 

Der  Kreis  IT,  hat  jedenfalls  die  Gleichungsform  Äi=a^+y» — rj*=0, 
welcher  zufolge  und  nach  26) 

als  Polare  von  0  in  Bezug  auf  K^  erscheint.    Diese  Gleichung  kann  jedoch 
mit  jener  von  C^  C^  nur  unter  der  Bedingung 

identisch  werden. 

Bei  analogem  Verfahren  bezüglich  der  Kreise  K^  und  if,  und  der  bei- 
den Geraden  C,  C^ ,  C^  C,  erhält  man 

V=«t'  — «f  «3  und  r,«=(a,*+/3,«)_|ijj«„ 
weiter  als  Gleichungen  der  drei  Kreise 
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(ir,=(:p-«3)«+(y~^,y~K*+/Js*-«.«s)=0. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann ,  ist  der  Punkt  0  zugleich  das 
Chordal  -  Centrum  dieser  drei  Kreise.  Unter  welchen  Bedingungen  wird 
einer  derselben  imaginär? 

Werden  C|,  C^^  C,  als  „Fundamentalpunkte*'  eines  Dreipunkt- 
Coordinaten  -  Systems  angenommen  und  durch  die  Gleichungen 

C,=0,     C,=0,     C3=0 
dargestellt,  ferner  die  diesen  Punkten  gegenüber  liegenden  Geraden  C^C^^ 
C,C|,  C|Cs  als   „Fundamentallinien**  eines  Dreilinien  •  Coordinaten- 
Systems  durch  die  Gleichungen 

i>,=0.     P,==0,     i>3=0 
repräsentirt,  so  können  wir  bei  Annahme  der  drei  Kreise  35)  als  „Funda- 
mentalkreise**, zufolge  des  am  Schlüsse  des  Artikel  18  ausgesprochenen 
Satzes  den  folgenden  aussprechen : 

„Die  Gerade  P^^lP^  +  |i/',+  i/P3=0  ist  die  Polare 
des  Punktes  0  bezüglich  des  aus  dem  Punkte 
C^=XCi+iACf+vC^s=:0    als   Mittelpunkt   beschriebenen 

Kreises  jT^s^XÜ'i -f-jA^t+v-^s^^'  der  mit  den  drei  Krei- 
sen 35)  das  Chordal-Centrum  gemein  hat.** 

Eine  besondere  Eigenschaft  der  Geraden  P^  besteht  darin,  dass  sie 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte  0  (Pol)  und  C^  (Mittelpunkt)  senk- 
recht steht,  wodurch  deren  Construction  bei  gegebenem  Punkte  C^  ohne 
Verzeichnung  der  Kreise  35)  möglich  ist.  Die  Gerade  P^  geht  nämlich 
durch  den  Schnittpunkt  z.  B.  der  beiden  Geraden  P|=30undfiP,  + v^s^^» 
welch  letztere  wieder  durch  C|=0  geht  und  auf  der  Verbindungsgeraden 
von  0  (Pol)  und  fiC^  +  vC^=sO  (Mittelpunkt)  senkrecht  steht.  Hierdurch 
kann  P^  construirt  werden ,  indem  nebst  ihrer  Bichtung  auch  einer  ihrer 
Punkte  bekannt  ist. 

Die  Umkehrung  dieses  Verfahrens  giebt  bei  gegebener  Geraden 
P^:=l  F,  +  f*  Ft  +  V  ^8=0  ebenso  einfach  den  Punkt  C;= A  Cj  +  |i  C,  +  v  ^3=0. 

25.  Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  nachgewiesen,  dass 
die  Gleichung  eines  Kreises  AT,  der  mit  drei  Kreisen  ifi,  L\^  K^  das 
Chordal-Centrum  gemein  hatte,  durch  deren  Gleichungen  ausgedrückt 
werden  konnte.  War  K  nicht  so  gelegen,  so  wurde  die  Zuhilfenahme 
einer  Constanten  nothwendig,  die  aber  durch  die  Einführung  eines  vierten 
Fundamentalkreises  ersetzt  werden  kann,  wie  auch  allgemein 

„zur  Bestimmung  der  Gleichung  einer  Curve  n*®°  Gra 

des — Fundamentalcurven    desselben  Gra- 

2 

des  nothwendig  sind.** 
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Wie  sich  nun  bei  Zugrundelegang  von  vier  „Fundamentalkreisen*^  die 
Untersuchungen  über  die  Kreislinie  gestalten  und  neue  Gesichtspunkte 
eröffnen,  soll  Gegenstand  einer  folgenden  Abhandlung  sein.  In  den  bis- 
herigen Entwickelungen ,  welche  zum  Theil  als  Grundlage  für  diese  Ab- 
handlung dienen  sollen,  waren  wir  mehr  bemüht,  auf  den  innigen  Zn- 
sammenhang des  Dreipunkt-  und  Dreilinien  -  Coordinaten  -  Systems  mit 
dem  bisher  entwickelten  Kreislinien  -  Coordinaten  -  Systeme  hinzuweisen. 


Anhang.     Zu  Artikel  4: 

„Die  Bedingung,  dass  der  Kreis 

A^,=a:'+y*+Z>jr  +  Ey  +  F=0 
mit  den  beiden  Kreisen 

ihre  Chordale  gemein  hat,  ist: 

D'-Di      E  —  E^F—Fi  u 

Zu  Artikel  7: 

Setzt  man  die  Entfernungen  der  Fundamentalpunkte  C,  Ct='C3, 
C,C3=c,,  C3C,=C2,  so  lässt  sich  der  Ausdruck  für  r^  auf  die 
Form 

*  A  +  ^  +  v  (A+^+v)* 

l^ringen.  Welche  Form  nimmt  dieser  Ausdruck  für  den  Fall 
r,  =3rj=r3=0  an,  und  welche  Folgerungen  ergeben  sich  für  r^ 
daraus?     (Siehe  Artikel  15.) 

Zu  Artikel  9: 

8.  Lehrsatz:  „Sindinder Gleichung  a:*+y*+/>a:+^y 
+  F=0  die  Grössen  D  und  E  variabel,  während  F  con- 
stant  bleibt,  so  haben  alle  durch  diese  Gleichung 
dargestellten  Kreise  den  Coordinaten-Ursprung  zum 
Chordal- Centrum." 

4.  Lehrsatz:  „Sind  in  der  im  vorigen  Satze  ange- 
führten Gleichung  die  Grössen  i>,  E  und  F  der  Be- 
dingungs -Gleichung 

a/>  +  6^  +  cF=0 
unterworfen,    worin    a,    6,   c   Constante   bedeuten,   so 
haben  alle  durch  die  Gleichung 

a:* +y«  +  Z>a:  +  ^y  + -P=0 
dargestellten  Kreise  mit  einander  das  Chordal-Cen- 
trum  gemein.'* 
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Substituirt  man  in  der  obigen  Bedingungs  •  Gleichung  statt  2>,  E  und  F 
ihre  Werthe  [siehe  Gleichung  l)]  />=— 2a,  i:=— 2/3,  F=a*  +  /P  — r*,  so 
hat  man  statt  der  obigen  Bedingungs  -  Gleichung : 

a»+iP— 2-a  — 2-/5  — r*  =  0. 

Denkt  man  sich  r  constant,  so  folgt : 

5.  Lehrsatz:  „Der  geometrische  Ort  der  Mittel- 
punkte allerKreise  von  gleichem  Halbmesser,  welche 
einen  und  denselben  Punkt  als  Chordal-Centrum  ge- 
mein haben,  ist  ein  Kreis/* 

6.  Lehrsatz:  „Sind  if|,  K^y  l^^  AT^  vierKreise  mitge- 
meinschaftlichem  Chordal-Centrum,  so  bilden  zwei 
Schnittpunkte  von  zweien  der  vier  Kreise  mit  jenen 
derbeiden  anderen  Kreise  die  Ecken  eines  Kreis- 
vierecks.** 
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Bemerkung  liiniichtlieh  der  Priorität  einiger  Sätse  über  confocale 
Kegeltehnitte«  In  meiner  Abhandlung  „Ueber  lemniscatische  Coordinaten*' 
kommen  einige  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  etc.  vor,  welche  unter- 
dessen von  Herrn  Volpicelli,  wenn  ich  nicht  irre,  im  November  1866 
der  französischen  Academie  vorgelegt  wurden.  Dieselben  lauten  in  der 
Fassung  des  Herrn  Volpicelli: 

Dans  une  serie  de  coniques  homofocales  ä  centrCy  le  lieu  des  points  de  con- 
tact  des  tangenies  paralUles  ä  une  nUme  droite  esi  une  hyperbole  equilaUre;  et 
les  points  de  contact  des  tangenies  perpendiculaires  aus  premiires  sont  sur  la 
mime  hyperbole. 

St  Von  mdne  aus  coniques  des  tangenies  paralleles  ^  sous  des  dtrecOons 
differeniesy  les  foyers  des  hyperholes  iquilaUres  lieux  des  points  de  contact  sont 
sur  une  lemniscate. 

Les  sommets  des  mimes  hyherboles  sont  aussi  sur  une  lemniscate. 

Le  lieu  des  sommets  d'une  serie  dhyperholes  iquilatires  coneeniriques,  qui 
passent  par  une  mime  point,  est  une  lemniscate;  et  le  lieu  des  sommets  des  mimes 
hyperholes  est  aussi  une  lemniscate. 

Auf  die  beiden  letzteren  Sätze  erhebt  auch  Herr  Serret  Anspruch 
{Compt.  rend.  1867  Nr.  5  /Vrr.),  welcher  dieselben  in  seiner  Abhandlung : 
Propriitis  giomeiriques  relatives  aux  fonciions  elliptiques  im  Journal  de  Math, 
t,  VIU  schon  früher  publicirt  und  ausserdem  noch  bemerkt  hat,  dass  „/a 
lemniscaie  lieu  de  foyers  coupe  les  hyperholes  orthogonalement.'^ 

Die  beiden  letzteren  Sätze  sind  demnach  unbestrittenes  Eigeiithum 
des  Herrn  Serret;  die  beiden  ersteren  dagegen  glaube  ich  vor  Herrn 
Volpicelli  für  mich  in  Anspruch  nehmen  zu  dürfen,  da  mein  Manuscript 
bereits  im  Februar  1866  an  die  Redaction  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik   gelangte*)    und  ich   dieselben  ausserdem   schon  im  Januar 


*)  Wird  hiermit  bestätigt.  Schlömiloh. 


Kleinere  Mihtteilungen.  277 


desselben  Jahres  in  einem  öffentlichen  Vortrag  (pro  venia  legendi)  in  Gegen- 
wart der  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Section  der  hiesigen  philo- 
sophischen Facaltät  entwickelt  habe. 

Zürich.  Dr.  E.  LoMMEL. 

Oleiohang  der  magnetisohen  Cnrven.  (Hierzu  Taf.  m,  Fig.  15.)  Wenn 
man  auf  ein  Blatt  Papier,  das  auf  die  Pole  eines  starken  Hufeisenmagnets  ge- 
legt ist,  die  feinsten  Eisenfeilspähne  streut  und  das  Blatt  gelinde  erschüttert, 
so  bilden  sich  sehr  deutlich  die  sogenannten  magnetischen  Curven,  von  Pol  zu 
Pol  in  Bogen  gehend.  Jedes  Eisentheilchen  wird  durch  die  Einwirkung  der 
Pole  selbst  magnetisch  und  nimmt  die  Stellung  an,  bei  welcher  seine  Längen- 
richtung mit  der  Resultante  der  einwirkenden  Kräfte  zusammenfällt.  Die 
magnetischen  Curven  sind  also  „Kraftlinien",  Curven?  deren  Tangenten  mit 
den  Kraftrichtungen  in  den  Berührungspunkten  zusammenfallen.  Sehr 
einfach  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  „Niveaulinien'S  d.  h.  der  Curven, 
deren  Tangenten  senkrecht  stehen  auf  den  Kraftrichtungen  in  den  Be- 
rührungspunkten, denn  für  diese  ist  das  Potential  beider  Pole  oder  die 
Summe  der  Potentiale  der  einzelnen  Pole  constant  und  da  diese  den  Ent- 
fernungen r,  und  r^  des  Eisentheilchens  von  den  Polen  umgekehrt  pro- 
portional sind,  doch  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  hat  man  sogleich : 

1—  i—  ^ 

als  Gleichung  der  Niveaulinien,  wo  c  eine  von  Curve  zu  Curve  sich 
ändernde  Constante  ist.  Die  magnetischen  Curven  ergeben  sich  je^zt  als 
senkrechte  Trajectorien  der  Niveaulinien,  da  nach  dem  Obigen  bei  den 
ersten  die  Tangente  mit  der  Kraftrichtung  zusammenföllt,  bei  den  letzten 
einen  rechten  Winkel  bildet.  Ich  weiss  nicht ,  ob  irgendwo  die  Gleichung 
dieser  Curven  gegeben  ist;  es  würde  mich  wundern,  weil  sie  in  so  einfacher 
Form  sich  geben  und  so  leicht  sich  ableiten  lässt,  dass  sie,  wenn  bekannt, 
in  die  Lehrbücher  übergegangen  wäre. 

Die  bipolaren  Coordinaten,  wobei  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes 
durch  seine  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten,  Brennpunkten,  be- 
stimmt wird ,  geben  besonders  einfache  Gleichungen   für  die  Ellipse  und 

Hyperbel  {ri  + r^sscj,  für  den  Kreis  M  =  c  |,  für  die  Lemniscate  {r,  r^=^(?\ 

und  für  die  obigen  Niveaulinien.  Die  Roberval'sche  Methode,  Tangen- 
ten zu  ziehen,  führt  bei  allen  diesen  Curven  zu  einfachen  Constructionen 
der  Tangenten,  also  auch  der  Normalen,  und  da  jene  Methode  eigentlich 
dieConstruction  einer  Differential  -  Gleichung  der  Curve  ist,  so  wird  die  nach 
dieser  Methode  construirte  Normale  auch  auf  eine  Differential  -  Gleichung 
der  senkrechten  Trajectorie  führen  können. 

Das  zeigt  sich  zunächst  sehr  einfach  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel. 
Sind  F,  und  F^  die  Brennpunkte  und  M  ein  Punkt  der  Hyperbel  und  ver- 
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Ungert  man  die  Brennstrahlen  nm  gleichviel  über  IT  hinaus  nach  IT,  and  If^, 
so  dass  MM^^=dr^  und  MM^=idr^  ist  (gleich,  weil  r^ — rg  =  c  ist),  so 
darf  man  nur  von  F^  und  F^  aus  mit  F^M^  und  F^M^  Kreisbögen  beschrei- 
ben, welche  sieh  in  T  schneiden,  um  den  unendlich  nahe  bei  M  liegenden 
Punkt  T  der  Hyperbel  zu  erhalten.  Die  Kreisbögen  if,  T  und  M^  T  kann 
man  als  unendlich  kleine  auf  F^  J(f|  und  F^M^  senkrechte  Gerade  betrachten. 
Nimmt  man  dagegen  für  MM^  und  MM^  endliche  den  Differentialen  dr^  und 
dr^  proportionale  Längen,  so  ist  der  Schnittpunkt  T  der  Senkrechten  in  M^ 
und  M^  auf  Fi  M^  und  F^  M^  ein  Punkt  der  Tangente  in  M^  weil  wegen  der 
Aehnlichkeit  der  Vierecke  die  Richtung  M  T  beide  Male  dieselbe  ist.  Nun 
ist  klar,  dass  man  die  Normale  statt  der  Tangente  erhält,  wenn  man  ( — dr^) 
an  die  Stelle  von  (dr^  setzt,  weil  die  Halbirungslinie  des  Winkels  (d rj,  rfr,) 
senkrecht  steht  auf  der  des  Winkels  {dr^ ,  — dr^.  Da  nun  die  Differential- 
Gleichung  der  Hyperbel  rfr,  ~  rfr^ssO  ist,  so  ist  die  ihrer  senkrechten  Tra- 
jectorien  dri  +  dr2=0  und  die  Trajectorien  selbst  sind  ri+rj=c,  d.  h.  die 
confocalen  Ellipsen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  für  die  anderen  drei  Curven  die  Dif- 
ferential -  Gleichungen  der  senkrechten  Trajectorien  bestimmen,  aber  diese 
Gleichungen  werden  zu  complicirt,  um  die  Integration  einfach  durchzuführen. 
Mein  College,  Professor  C.  W.  Baur,  fand  den  richtigen  Weg,  indem  er 
von  den  Brennstrahlen  der  gegebenen  Curve  überging  zu  den  Winkeln  der 
Brennstrahlen  mit  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  bei  derTrajectorie, 
davon  ausgehend ,  dass  man  für  den  Kreis  wieder  Kreise ,  für  die  Lemnis- 
cate  gleichseitige  Hyperbeln  erhält,  die  sich  durch  jene  Winkel  sehr  ein- 
fach ausdrücken  lassen;  und  das  Resultat  bei  den  magnetischen  Curven 
war  dem  ganz  entsprechend. 

Der  Brennstrahl  F,<Äf=rj  bilde  mit  der  Richtung  ^,-^1  den  Winkel g)|, 
er  werde  verlängert  um  ^Af,  =  >4  .  rfr^,  wo  A  eine  beliebige  Zahl  ist.  Der 
Brennstrabi  F^M^r^  bilde  mit  der  Richtung /'g^j  den  Winkel  g>^  und 
werde  verlängert  um  MMf  =  A.dr^.  Die  Senkrechten  in  üf,  und  üf,  auf 
MMi  und  MMt  schneiden  sich  in  T,  dann  ist  Jl/T  Tangente  und  MN  senk- 
recht darauf  Normale.  N  werde  so  gewählt,  dass  es  auf  FM^  liegt  und 
von  N  sei  dann  die  Senkrechte  NM^  auf  F^M  gefällt  Alsdann  ist: 
LNFfM=^d(pf  und  LNF^M^zdfp^y  wobei  q>^  und  q>^  die  Winkel  sind, 
welche  die  Brennstrahlen  der  Trajectorie  bestimmen.  Da  aber  die  Vier- 
ecke MM^  TM^  undiVi»/,  MM,  ähnlich  sind,  so  folgt:  MM,  iMM^^NM^iNM^ 
oder   rfr,  :  dr^^^r,  d<pi :  r^  d^?,,  wozu  noch  kommt  r,  5iw «p,  =  r^  si« «pg. 

Für  die  Anwendung  auf  die  drei  übrigen  Curven  schreibe  ich : 

_:  ^=r=d(p, 
Dann  hat  man  für  den  Kreis: 

-~*  =  Cy        dr,  =  c  dr^  ==  -^  dr^ 
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also 


=  —     and     a()p,  ==«9,, 
worans  durch  Integration: 

d.  h.  die  senkrechten  Trajectorien  sind  Kreise  über  F^  Ff  als  Sehne. 
Für  die  Lemniscate  hat  man: 

also:  rfr,  dr^  .      . 

—  = =     und     aqp,  =  — <f«p,, 

worans  dnrch  Integration : 

qp,  +  qp,  =  c, 

d.  h.  die  senkrechten  Trajectorien  der  Lemniscate  sind  gleichseitige  Hyper- 
beln durch  die  zwei  Brennpunkte,  die  bekannte  Erscheinung  der  isochro- 
matischen Curven  bei  zweiaxigen  Krystallen  im  polarisirten  Licht. 

Endlich  hat  man  für  die  oben  erwähnten  Niveaulinien: 

,1  —  1  =  1        ^-?^=o 

woraus  folgt:  rfr,     dr, 

°  —  :  — -  =  :  Tj  r,  =  stn  9, :  5in  g>j, 

r,       r, 

also :  ^ 9t  :  <^ 9t  =  ^'^  9t  •  ^'^  9i     ^^^     ^ 9i  ^'^  9i  =  ^ 9t  ^'^  9t 

und  dnrch  Integration : 

cos  (JP,  —  CO*  92 = c, 
was  die  Gleichung  der  magnetischen  Curven  ist,  sicher  die  einfachste 
und  eleganteste,  die  möglich  ist.    Die  beiliegende  Zeichnung  giebt  die  nach 
dieser  Formel  gezeichneten  Curven  nebst  den  Niveaulinien  und  sie  zeigt 
sogleich  die  nahe  Uebereinstimmung  mit  dem,  was  die  Erfahrung  giebt. 
Stattgart,  29.  März  1867.  Prof.  Dr.  Zeoh. 


Eixiige Bemerkungen  ftber Kometen.  Bericht  desDirector  von Littrow 
über  eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  Brühns  in  Leipzig.  Die  epoche- 
machende Entdeckung  Schiaparelli's  über  den  innigen  Zusammenhang 
von  Kometen  und  Sternschnuppen  wendet  die  Aufmerksamkeit  der  Astro- 
nomen diesem  bisher  wenig  beachteten  Gebiete  zu.  So  lieferte  vor  Kur- 
zem Le  Verrier  eine  treöliche  Arbeit  über  das  Novemberphänomen  und 
dessen  möglichen  Ursprung  in  Uranusstörungen.  So  hat  Dr.  E.  Weiss 
sich  zur  Aufgabe  gemacht,  zu  untersuchen,  ob  nicht,  nachdem  die  Zu- 
sammengehörigkeit des  Augustschwarmes  mit  dem  III.  Kometen  von  1862, 
sowie  der  Novembermeteore  mit  dem  Kometen  1866  I  erwiesen  ist,  auch 
für  andere  periodische  Sternschnuppenerscheinungen  Kometen  bekannt 
sind,  die  der  Erdbahn  an  den  Orten  nahe  kommen,  wo  die  Erde  sich  zur 
Zeit  jener  Erscheinungen  von  Meteoren  befindet.     Er  fand  so : 
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P«riod.Stero<cbnapp«nnil«  KoauUn  Knoten      DUT.  dar  Rad.  Tactor.         OmUnfaxelt. 

i?  S-B  B 

JaDuar         1.-4  1^^^ "  ^  -0.073 

April         4.-11.?  837  a  —0.021? 

April       20.— 24.  18611  V  +0.002                 415  J. 

Mai                  26.?  ••..  •••               

Juli                   27.  1737  11  ü  +0.006 
September        1.? 


October  19.— 26. 


qi«.thr      ift      9J.9     I^^^I         ^  -0.054? 

Septbr.     18.-25.?     {^^^  ^  —0.016 

(l779  Sl  +  0  .  024 

)1730  ü  —0.078 

J1007  ty  +0.056 

fl366  ?J  —0,054 

November       28.         Biela  V  —0.018  6.6     J. 

December  6.-9.         1819 IV      Sl  +  0 .  085  4.8?" 

(Dem  Lanrentinsstrome  scheint  noch  der  Komet  1853 II  anzugehören.} 

Somit  entbehren  wahrscheinlich  auch  von  diesen  weniger  bekannten 
Stemschnnppenepochen  nur  die  beiden,  übrigens  sehr  unsicher  bestimmten 
vom  26.  Mai  und  I.  September  eines  Kometen,  ja  einige  haben  ihrer  sogar 
mehrere.  Die  Benutzung  der  Convergenzpunkte  zur  Ableitung  der  eigent- 
lichen Bahnen  dieser  Meteore  behält  sich  Dr.  Weiss  später  durchzuführen 
vor  und  macht  einstweilen  nur  noch  aufdieeigenthümlicheThatsache  der  auf- 
fallend häufigen  Näherungen  von  Kometenbahnen  unter  einander  aufmerksam. 

Herr  Prof.  Bruhns  nun  hat  der  Sache  wieder  neue  Seiten  dadurch 
abgewonnen ,  dass  er  zunächst  die  bekannte  Theilung  des  Biela'schen  Ko- 
meten mit  dem  Durchgange  dieses  Himmelskörpers  durch  den  Ring  der 
Novembermeteore  in  Verbindung  bringt.  Er  findet  das  sehr  merkwürdige 
Resultat,  dass  der  Komet  um  die  Zeit,  als  man  dessen  Theilung  bemerkte 
(Neujahr  1846),  dem  Ringe  sehr  nahe,  vielleicht  in  demselben  stand.  Vor- 
ausgesetzt, dass  die  von  Dr.  Weiss  aufgestellte  Vermuthung  des  Zusammen- 
hanges eines  anderen  Sternschnuppensch warmes  mit  dem  Kometen  Biela  sich 
bestätigt,  hätten  wir  hier  den  ersten  Fall  zweier  sich  kreuzenden  Meteorringe. 

Prof.  Bruhns  schliesst  weiter,  dass,  da  ein  Durchgang  des  Kometen 
durch  die  Stemschnuppenbahn  40  Tage  vor  dem  Perihel  des  Kometen  statt, 
findet,  möglicherweise  bei  den  Wiederkünften  des  Kometen  in  den  Jahren  1859 
und  1866  noch  mehrfache  Theilungen  des  Kometen  eingetreten  sein  können. 

Herr  Prof.  Bruhns  hat  es  sich  ferner  zur  Aufgabe  gemacht,  einer 
Periode  in  der  Häufigkeit  der  Kometen  nachzuspüren,  und  findet  Andeu- 
tungen eines  überraschenden  Zusammenfallens  dieser  Periode  mit  der  be- 
kannten elQäbrigen  der  Sonnenflecken. 

Endlich  hebt  Prof.  Bruhns  noch  die  sehr  oft  vorkommenden  bekann 
ten  Bahnnähen  zwischen  periodischen  Kometen  und  den  alten  Planeten 
hervor,  und  schliesst  mit  der  Frage,  ob  etwa  sämmtliche  periodische  Ko- 
meten ihre  Bahnen  durch  Einwirkung  von  Planeten  erhalten  haben. 

(Wiener  Akademie.) 


.jX. 
lieber  das  Minimum  oder  Maximum  der  Summe  der  positiven 
und  negativen  Quadrate  der  Abstände  eines  Punktes  von 
drei  Geraden  einer  Ebene. 

Von 

Dr,  Fkanz   Wetzig, 

Oberlehrer  an  der  Realschule  zn  Leipsigf. 


(Hierzu  Tafel  IV,  Figur  1  bis  8.) 


In  einer,  im  „Jonrnal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik* 
Band  62  erschienenen  Abhandlung  habe  ich  die  Eigenschaften  des  Punktes 
untersucht,  in  welchem  die  Summe  beliebiger,  insbesondere  aber  der  zwei- 
ten Potenzen  seiner  Abstände  von  gegebenen  Punkten,  Geraden  oder 
Ebenen  ihr  Minimum  oder  Maximum  erreicht.  Dass  damit  dieser  Gegen* 
stand  noch  keineswegs  erschöpft  sei,  soll  in  einigen  folgenden  Aufsätzen 
und  zunächst  in  diesem  gezeigt  werden,  welcher  specieller  den  Punkt,  ffir 
welchen  die  Quadratsumme  seiner  Abstände  von  drei  Geraden  einer  Ebene 
ihr  Minimum  erreicht,  sowie  mit  Erweiterung  der  ursprünglichen  Aufgabe, 
seine  Beziehung  zu  den  drei  Punkten  betrachtet,  fdr  welche  die  drei 
Aggregate  ihr  Minimum  oder  Maximum  haben,  die  sich  aus  jener  Summe 
ergeben,  wenn  man  je  ein  Glied  derselben  negativ  setzt.  Es  wird^  wie  ich 
glaube ,  daraus  hervorgehen ,  dass  dieser  Punkt  in  seinen  einfachen  Be- 
ziehungen zum  Dreieck  den  übrigen  „merkwürdigen  Punkten*'  des  Drei- 
ecks nicht  nachsteht.  Ich  schicke  die  Entwickelung  einiger  einfachen,  wie 
mir  scheint  aber  noch  nicht  bekannten  Eigenschaften  des  Schwerpunktes 
dreier  Punkte  voraus.  Der  Vollständigkeit  und  veränderter  Form  halber 
wiederhole  ich  die  schon  in  jener  Abhandlung  gegebenen  allgemeinen  Be- 
trachtungen. 

§.1. 
1)  Sind  die  Abstände  des  Punktes  A  von  den  Punkten  S  und  S'  der 
Grösse  und  Sichtung  nach  SA  =  r,  S'A  =  r\  ist  die  Strecke  SS'=i,  und 
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wird  der  Winkel  ASS'  einfach  mit  ri  bezeichnet,  so  ist 

r*=:r^  +  ^—2ft  cos  rU 

Unterscheidet  man  die  Abstände  der  Ecken  Ay  B,  C  eines  Dreiecks  von  den 

Pnnkten  S  und  S'  durch  die  Indices  1,  2,  3,  so  erhält  man  durch  Addition 

der  obenstehenden  mit  den  analogen  Gleichungen 

r,'*  +  r,'*+  r,'*=  r|*  +  r/  +  r,*  +  3(*-— 2/(r,  cosr^  i+r^  cosr^t+r^  cosr^i). 

1)  r^  cos  r,  <  +  r,  cos  r^t  +  r^  -cos  r>  /=0, 

bilden  also  seine  Abstände  der  Grösse  und  Richtung  nach  an  einander  ge- 
setzt ein  geschlossenes  Dreieck ,  so  ist  für  ihn  obige  Summe  o£fenbar  ein 
Minimum  y  da  der  Zuwachs  8  ^  positiv  und  zwar  auf  Kreisen  vom  Mittel- 
punkte S  constant  ist.  Dieser  Punkt  ist  aber,  wie  bekannt^),  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  ABC;  denn  wenn  man  in  Gleichung  l)  ri^=3  ~    setzt, 

erhält  man 

r,  sin  r,  r^  +  r,  sin  r,  r^ =0, 
r,  fi  *f>t  r,  r,  =5  r^  r,  sin  r,  r„ 
ASBA^ASAC, 
eine  bekannte  Eigenschaft  des  Schwerpunktes,  aus  der  sich  auch  sofort 
ergiebt,  dass  SA  die  Seite  BC  in  L  halbirt;  denn  es  ist, 

SBA^^ALB--  SLB, 

SAC  =  ACL^SCL, 

SABiSAC:=LB:CL, 

also  LB=CL.     Ebenso  halbiren  SB  und  SC  die  Seiten  CA  und  AB  in  M 

und  N  (Fig.  l). 

2)  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  das  Aggregat 
-r*  +  r,'  +  r^ 
in  demjenigen  Punkte  T  sein  Minimum  erreicht,  welcher  die  Bedingung 

2)  — rcosr^t  +  r^cosrft+ r^cosr^t=0 

erfüllt,  so  dass  also  '— r^,  r,,  r,  der  Grösse  und  Richtung  nach  an  einander 
gesetzt  ein  Dreieck  bilden.  Demnach  muss  T  der  Durchschnitt  der  durch 
(7  und  ^  zu  ^^  und  AC  gelegten  Parallelen  sein,  wie  auch  sehr  einfach 

aus  Gleichung  2)  folgt ;  denn  indem  man  r^t  =—   setzt,  erhält  man 

Tj  sin  Tj  r,  —  r,  sin  r,  r, =0, 

Ti  r,  sin  r,  r,  +  r,  r,  wt  r,  r,=0, 

ATAB  +  ATBC:=0, 

ATCA  =  ABCA, 

folglich  liegen  T  und  B  auf  einer  Parallelen  zu  CA.     Nimmt  man  hinzu, 

dass  der  Zuwachs  des  obengenannten  Aggretaes  die  Grösse  ^  hat,  so  ergiebt 

sich  das  Resultat  (Fig.  1) : 


*)  s.  L'HuiUer,  de  maximit  ei  miniMtf  $.  68 — 78;  Carnoi^  Geometrie  der  Stel- 
lung Art.  275. 
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In  den  Ecken  J,  ü^  V  des  dem  Dreieck  ABC  mit  paral- 
lelen Seiten  umachriebenen  Dreiecks  erreichen  die 
Aggregate 

-V+r.'+r,',     r,^-r^+r,\     r,'+r^-r,^ 

ihr  Minimum.      Die  Orte  constanten  Zuwachses  sind 

Kreise  mit  den  Mittelpunkten  T,  {7,  F,  und  der  Zuwachs 

selbst  ist  dem  Quadrate  des  K reis halbmessers  gleich. 

Die  Geraden  AT^  BÜ^CV  schneiden  sich  in  5,  und  da 

SL  TL      ^ 

so  liegen  die  Punkte  Äy  5,  Z,  T  etc.  harmonisch. 

Bexeiehnen  £,  £\  S",  Z'"  die  den  Punkten  5, 7,  V,  V  entsprechenden 
Minimalwerthe  der  obengenannten  Aggregate  a,  6,  c  die  den  Ecken  A^  B^  C 
gegentiberliegenden  Dreiecksseiten^  so  findet  sich  leicht 

3)  Das  Dreieck,  welches  die  Abstände  SA^  51?,  SC  an  einander  gesetzt 
bilden,  erh&lt  man,  wenn  man  durch  B  (Fig.  1)  eine  Parallele  vnSC  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  Q  mit  SA  sieht;    dann  sind  SB^  BGy  GS  gleich  und 
gleichgerichtet  mit  5^,  SC,  SA;  L  ist  die  Mitte  von  GS;   eine  Parallele 
durch  S  %\k  AB,  welche  ^C  in  i?  schneidet,  halbirt  BG,  die  GH  ist  parallel 
CA  und  halbirt  SB,  folglich  ist  H  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  SBG^ 
Die  Schwerlinien  (d.  h.  die  Strecken  von  jeder  Ecke   bis  zur  Mitte  der 
gegenüberliegenden  Seite)  des  letzteren  sind  die  Hälften  der  entsprechen* 
den  Seiten  des  Dreiecks  ^^Cund  bilden  mit  einander  Winkel,  welche  die 
Winkel  von  ABC  au  IW  ergänzen,  z.  B.  LCAB  +  LGHS=:\W;  und  die 
Schwerlinien  LA,  MB,  NC  des  Dreiecks  ABC  sind  das  | fache  der  Seiten 
GS,  SBy  BGj  und  ihre  Winkel  ergänzen  die  der  letzteren  zu  180*,  z.  B. 
LBSC  +  LSBG=\9(f.     Ueberträgt  man  diese  Bemerkungen  vom*Dreieck 
BGS  auf  ein   ihm  ähnliches  J)EF  von  paralleler  Lage  (Fig.  2),  dessen 
Schwerlinien  DD\  EET,  FF^  sich  in  0  schneiden,  so  erhält  man  den  Satz: 
Sind  die  Seiten  EF,  FD,  DE  eines  Dreiecks  proportio- 
nal und  gleichgerichtet  den  Schwerpunktsabständen 
SA,  SB,  SC  eines  anderen,  so  sind  die  Schwerpunkts- 
abstände  OD,  0 E,  OF  des  ersteren  proportional  und 
gleichgerichtet  den  Seiten  CB,  AC,  BA  des  letzteren. 
Daher  bilden  entsprechende  Strecken  in  beiden  Dreiecken  mit  einander 
gleiche  Winkel  und  ähnliche  Dreiecke.     Die  Schwerlinien  CN  und  FF* 
zerlegen  einerseits  die  Dreiecke  ASB  und  DEF,  andererseits  die  Dreiecke 
ACB  und  2>0^in  ähnliche  Dreiecke,  nämlich  ASNroFEF\  BSNn^FBF\ 
und  ACN(\>OEF\BCNcKiODF'.  Wenn  man  drei  congruente  Dreiecke^  ßC 

19* 
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nach  den  Schwerlinien  AL,  BM,  CN  in  je  zwei  Dreiecke  zerlegt,  so  kann 
man  die  erhaltenen  sechs  Dreiecke  aaf  die  in  Fig.  3  dargestellte  Weise  in 
eines  zusammensetzen,  dessen  Schwerlinien  die  | fachen  von  den  Seiten 
und  dessen  Seiten  die  Doppelten  der  Schwerlinien  des  ersten  sind. 

§.2. 
Ich  gehe  nun  zum  eigentlichen  Gegenstande  dieses  Aufsatzes  über. 
1)  Stellt  man  die  Regel  auf,  dass  die  senkrechten  AhstKnde  r  und  r 
zweier  Punkte  0  und  0'  einer  Ebene  von  einer  Geraden  in  derselben  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  je  nachdem  die  Punkte  auf 
gleicher  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  liegen,  so  gilt,  wenn  / 
die  Strecke  00'  bezeichnet,  allgemein 

r  =zr  —  tcosrt 
Die  Abstände  r^,  r,,  r,  eines  Punktes  0  von  den  Seiten  CB^^a^  CA=^by 
AB=c  des  Dreiecks  ^^C  sollen  positiv  gerechnet  werden,  wenn  0  inner- 
halb des  Dreiecks  liegt.  Sind  nun  /|,  r\  r\  die  entsprechenden  Abstände 
eines  beliebigen  Punktes  0\  so  erhält  man  mittelst  vorstehender  Gleichung 
als  Quadratsumme  seiner  Abfttande 

r,''+r,'«  +  r,'«  =  (r,»+r,«+r,»)  —  2/(r,  cosr.t  +  r^cosr^i +r^cosr^i) 

+  ^  {cos^r^  t  +  cos^rf  i+cosh-^t). 

Diese  Summe  erreicht  offenbar  ihren  kleinsten  Werth,  wenn  die  Be- 
dingung 

l)  r,  cos r,  i+rf  cosr^ '+^3  cos r, ( =  0 

erfüllt  ist,  wenn  also  die  Abstände  r  der  Grösse  und  Richtung  nach  an 
einander  gesetzt  ein  Dreieck  bilden,  welches  der  Winkelgleichheit  wegen 
dem  gegebenen  ähnlich  ist.  Der  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Mi- 
nimumpunkt 0  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  Fusspunkte  B, E,F  (Fig.S) 
seiner  Abstände,  wie  aus  ihrer  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  l)  in 
§.  1  folgt. 

Um  seine  Lage  zu  bestimmen,   nehme  man  eine  der  Dreiecksseiten, 
etwa  a,  als  Nullinie  und  setze  demnach  in  Gleichung  1) 

r^t=rta=^-^,     r,/=r,fc+6a=|  +  6a,     r\t=rtC+ca:=^^  +  ca, 

so  erhält  man 

r,  «tn  6  ö -f- r,  5i>i  c  a = 0, 
Tf  sin  ab=r^  sin  c  a, 

r,  \r^=^CA\AB^b'.c. 
Die  Abstände  des  Punktes  0  sind  den  zugehörigen  Dreiecks- 
seiten proportional,   r^  xr^\  r^=:a:  b  :  c. 

Schneiden  die  Geraden  AO,  BO^  CO  die  gegenüberliegenden  Seiten 
BC,  CA,  AB'in  den  Punkten  G,  H,  J  (Fig.  4),  so  ist 
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Die  zwei  Abschnitte,  welche  jede  Gerade  von  einer  Eckedes 
Dreiecks  nach  dem  PanktOanfder  gegenüberliegenden  Seite 
bildet,  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  ihnen  anliegen- 
den Seiten.  Wie  die  Schwerlinien  des  Dreiecks  seine  Seiten  in  deren 
Mitten,  d.  i.  in  den  Schwerpunkten  je  zweier  Ecken  schneiden,  so  sind  ähn- 
licherweise (r,  B,  J  diejenigen  Punkte  der  Geraden  a,  &,  r,  in  welchen  die 
Quadratsumme  der  zwei  Abst&nde  von  den  beiden  Übrigen  Geraden  ihr 
Minimum  haben.  Denn  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  wird  gefunden, 
dass  der  Punkt  der  Geraden  AB^  für  welchen  die  Summe  ri'+r,^  Minimum 
sein  soll,  der  Bedingung 

r,  cosriC+r^  C05r,  c=0, 
Tj  smaC'\'r^  sinbc=0, 
r,  ir^rzszBCiCA 
genügen  muss;  dieselbe  wird  aber  durch  den  Punkt  J  erfüllt 
2)  Damit  das  Aggregat 

Minimum  oder  Maximum  sei,  ist  statt  1)  die  Bedingung 
2)  —  Tj  cos rtt+r^  cos r,  /+ Tg  cos Tj ^=0 

erforderlich,  welche  ausdrückt,  dass  —  r„  r,,  r„  d.  h.  r,  in  der  Richtung 
vom  Fnsspunkte  nach  dem  Ausgangspunkt  genommen,  an  einander  gesetzt 
ein  Dreieck  bilden.     Da  der  in  diesem  Falle  sich  ergebende  Zuwachs 

<•( — cos^Fj^  (+cos^r^  t+cos'rf  t) 
positiv  oder  negativ  sein  kann,  so  bedarf  es  einer  besonderen  Untersuchung 
(«•  §•  7),  ob  in  dem  durch  Gleichung  2)  bestimmten  Punkte,  der  P  genannt 
werden  soll,  Minimum  oder  Maximum  eben  genannten  Aggregates  statt- 
findet. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  Gleichung  mit  Gleichung  2)  in  §.  1  lehrt, 
dass,  wenn  unter  r^,  r„  r,  die  Abstände  eines  Punktes  von  den  Fusspunk- 
ten  (JS',  F\  L  in  Fig.  8)  der  Abstände  des  Punktes  P  verstanden  werden 
der  Werth  — '•i*  +  r,'+r,*  im  Punkte  P  sein  Minimum  hat  und  dieser  mit 
jenen  drei  Fusspnnkten  die  Ecken  eines  Parallelogramms  bildet. 

Wenn  man  in  Gleichung 2)  den  Winkel  r^t,  r^t,  r^t  der  Reihe  nach 

den  Werth  -  giebt,  so   erhält   man   auf  dieselbe  Weise,    wie  in  voriger 

Nummer 

r,_£^      !!?—_£?      Li  — 

r^'^'A&     r,^      BC     7^^      CA' 

— ri  \r^\r^=^BC:CÄ:  AB. 

Daher  liegt  P  auf  der  Geraden  AO^  während  BP  und  CP  die  gegenüber* 

liegenden  Dreiecksseiten  CA  und  ^  ^  in  den  Punkt  ^  und  3  (Fig.  4.)  nach 

denselben,  aber  negativen  Verhältnissen  theileu,  als  es  H  und  /  thun, 
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A% {2^y^_d£ 

Mithin  sind  §  zu  C,  iT,  A^  ferner  3  znA,  /,  B^  daher  auch  P  zu  A^  0,  G  die 
vierten  harmonischen  Punkte.  Es  ergieht  sich  auch  leicht,  analog  der 
am  Schlüsse  voriger  Nummer  erwähnten  Kigenschaft  der  Punkte  G^  B,  /, 
dass  ^  und  3  diejenigen  Punkte  der  Geraden  CA  und  AB  sind,  für  welche 
die  DiflFerenzen  r,*  —  rj*  und  r,' — r^*  ihr  Minimum  (oder  Maximum)  haheu. 

Theilt  der  Punkt  ®  die  Seite  BC  naeh  dem  VerhJÜtniss 

£®  =  _ :?®  =  _  fd^X  *) 
©C"       ®C"~      \(7^y' 

und  erreicht  im  Punkte  Q  der  Werth  r^* — V+V»  '™  Punkte  R  der  Werth 
r,'  +  r,' — r,'  sein  Minimum  oder  Maximum,  so  ergieht  sich  in  gleicher 
Weise  wie  P  als  Durchschnitt  von  BQ  und  C3  und  als  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  A,  0,  G,  der  Punkt  Q  als  Durchschnitt  der  Geraden  C3  und  ^® 
und  als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  B,  0,  iT,  endlich  /{  als  Durchschnitt 
von  ^®  und  BQ  und  vierter  harmonischer  Punkt  zu  C,  0,  7.  Hieraus 
folgt: 

DiePunkteP,ö,Ä,in  welchen  dieAggregate— r,*+r,*+r3% 
r,"— 'Tj^  +  rj',    ri*+r^* — r/  ihr   Minimum    oder  Maximum 
erreichen,  sind  die  Ecken  eines  dem  gegeboBen  Drei- 
eck ABC  so   umschriehenen  Dreiecks,   dass  die  Ver- 
bindungslinien   AP,  BQy  CR  der  gegenüberliegenden 
Ecken  sieh  in  dem  Punkte  0  schneiden,  in  welchem 
die  Summe  r|*-|-r,*-|-r,'  ihr  Minimum  hat. 
Um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  sollen  die  Punkte  P,  Q,  R  die 
dem  Punkte  0  (in  Bezug  auf  Dreieck  CBA)  „harmonisch  zugeordneten^' 
heissen.     In  gleicher  Weise  entsprechen  sich  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks  und   die   Eckpunkte  des  ihm  mit  parallelen  Seiten  nmsebnebenen 
Dreiecks  (§.  1),  der  Mittelpunkt  des  von  innen  und  die  Mittelpunkte  der 
von  aussen  die  Dreiecksseiten  berührenden  Kreise.     In   einem  anderem 
Aufsatze   werde  ich  zeigen,    wie  aus  diesem   Gesichtspunkte  Sätze  der 
elementaren  Geometrie  über  die  sogenannte  merkwürdigen  Pnnkte  des 
Dreiecks,  insbesondere  üher  berührende  Kreise,  verallgemeinert  werden. 

3)  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  sehr  leicht,  dass  je  drei  Drei- 
ecke, deren  gemeinschaftlichem  Spitze  einer  der  Punkte 
0,  P,  0^  R  ist  und  die  auf  den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks 
stehen,  sich  wie  die  (positiven  odernegativen)  Quadrate  derselben 


*)  Die  Punkte  @i  £s  3  Hej^en  bekanntlich  in  einer  Geraden;  s.  s.  B.  MÖbins- 
baryceotr.  Caloul  p,  270. 
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verhalten.  Denn  da  allgemein  zwei  Dreiecke,  die  anf  gemeinschaftlicher 
Seite  in  entgegengesetztem  Sinne  stehen,  sich  wie  die  Ahschnitte  ver- 
halten, die  von  derselben  anf  der  Geraden  durch  die  Spitzen  gebildet 
werden,  so  ist  (Fig.  4) 

AOB  \BOC=  ÄH xHC^Tb^  'Jb&, 

AOB  \BOC  \  CO  A^l^  .T&  \  CÄ\ 

Die  Verhältnisse  der  Dreiecke,  deren  Spitzen  P,  0,  R  sind,  nnterscheiden 

sich  nur  durch  die  Vorzeichen ;  für  den  Punkt  P  ist 

APB     A^ (AB^ 

BPC_  B^__  (BC\ 
CPA^^A^      \Ca)'      

APBiBPCiCPA^AB'i'BC'i'-C^. 

§.3. 

1)  Für  das  Folgende  ist  ein  einfacher  Hilfsatz  nöthig. 
Durch  die  Mitte  G  (Fig.ö)  einer  Kreissehne  B'C  werde  eine  beliebige 
Sehne  CB  gezogen,  CB"  und  C'B  schneiden  sich  in  Äj  so  ist 
BG     AABG      AC'G—BC'G 


oder. 

wenn  man 

GC     AAGC     AGB'  +  B'GC 
Zähler  and  Nenner  durch  die  gleichen  Flächen  AC'G  und 

AGB' 

'  theilt. 

1       ^^' 

BG 

•       AC- 

AB      AC 
'AC'ABf' 

AB  AB^ 

'AC'AC' 

BG/ABY^(ABy 


Zieht  man  ferner  A@\\  BfC\  so  sind  C^  (r,  B^  ®  harmonische  Punkte, 
B®_       BG  ^     (^^ 
®C"^       GC'^     \AC)^ 
Ist  L  die  Mitte  von  BC^  so  sind  die  Dreiecke  CAL  und  C'AG  ähnlich, 
denn  sie  stimmen  in  den  Winkeln  ACL  und  AC'G   und  in  dem  Verhält* 
niss  der  diese  einschliessenden  Seiten  ttberein,  nämlich 

CA :  CL=^2  CA :  CB=^2  CA  :  C'B'^ CA  :  CG, 
folglich  Winkel  CAL=^CAG. 

Zieht  man  also  durch  A  eine  Gerade  ^ffiwelche  die  gegenüberliegende 
Dreiecksseite  BC  im  Verhältniss  der  Quadrate  der  anliegenden  Dreiecks* 
Seiten  theilt,  so  ist  G  die  Mitte  der  Strecke  B'C,  welche  in  B'  und  C'  mit 
AC  und  AB  dieselben  Winkel  bildet,  wie  BC  in  C  und  C  mit  AB  und  AC. 
Umgekehrt  folgt:  Legt  man  durch  die  Mitte  L  von  BC  eine  Parallele  zu 
B' C\  so  wird  deren  Strecke  zwischen  A C  und  AB  in  L  nach  dem  Verhält- 
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Qiss  der  Qaadrate  der  anliegenden  Dreiecksseiten  getheilt,  B'C  daher  von 
AL  in  a'  nach  dem  Verhältniss  B'&  :  C'C'=7i9'' :  IC'*.  Die  Gerade  B'C 
und  die  mit  ihr  Parallele  durch  Ä  theilen  BC  harmonisch.  Die  Geraden 
AQ  und  AL  bilden  mit  der  Halbirungslinie  des  Winkels  B AC  nach  beiden 
Seiten  gleiche  Winkel. 

2)  Diese  Bemerkangen  finden  directe  Anwendung  auf  das  gegebene 
Dreieck  ABC  (Fig.  6)   und  sein   Höhendreieck   A'B'C^   d.   h.  dasjenige 
Dreieck,  dessen  Ecken  A\  B\  C'  die  Fusspnnkte  der  von  A^  Bj  C  auf  die 
gegenüberliegenden  Seiten  gefällten  Senkrechten  sind ;  denn,  legt  man  das- 
selbe Dreieck  ABC  zu  Grande,  so  ist  mit  den  Geraden ^'C  und  ^@  in  Fig.  5 
die  Seite  B'C'  des  Höhendreiecks  parallel.   Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes: 
Zieht   man   durch    die   Ecken    A^  B,  C  des  gegebenen 
Dreiecks  Parallele  zuden  gegenüberliegenden  Seiten 
B'C'^    C'A\  A'B'  seines  Höhendreiecks,    so   schneiden 
sich   dieselben  in  den  dem  Punkte  0  harmonisch  zu- 
geordneten   Punkten  Ä,   P^   Q   (§.2,  2).      X)ie  Geraden 
AP^  BQ^  CRj   welche   je   eine  Dreiecksseite  nach  dem 
Verhältniss    der    Quadrate    der    anliegenden   Seiten 
theilen,    halbiren    die    entsprechenden    Seiten    des 
Höhendreiecks   in    den  Punkten  L\  M\  N'^  weshalb  0 
der     Mittelpunkt    des    Kegelschnittes    ist,     welcher 
die  Seiten  von  ABC  in  C\  A\  B'  heTiXhrt.     Die  Geraden 
AL,  BMy  CN,  welche  die   Seiten    des   gegebenen   Drei- 
ecks  halbiren,    also    seine   Schwerlinien,   theilen  je 
eine    Seite    des   Höhendreiecks    im    Verhältniss    der 
Quadrate     der     anliegenden    Seiten    des     durch    das 
Höhendreieck  vom  gegebenen  abgeschnittenen  Drei- 
ecks, z.B.  ^'G':C'C=Tö'*:7c^*,     weshalb     auf    ihnen 
die    Minimumpunkte    0,,    0,,    0,     der    Dreieke    AB'C', 
BC'A',  CA'B'  liegen.     Jede  der  Geraden  AP,  BQ,  CR  von 
einer  Ecke  durch  den  Minimumpunkt  bildet  mit  einer 
derbeidensie  einschliessenden  Dreiecksseiten  den- 
selben Winkel,  wie  die  Schwerlinie  durch  diese  Ecke 
mit  der  anderen,   oder   es  wird  der  Winkel  je  zweier 
Geraden    von    einer    Ecke    nach   Minimumpunkt   und 
Schwerpunkt  von  der  Geraden  nach  dem  Mittelpunkt 
des  eingeschriebenen  Kreises  halbirt. 
In  analoger  Weise  werden  die  Winkel  der  Geraden  von  B  und  C  nach 
den  den  Punkten  0  und  S  harmonisch  zugeordneten  Punkten  P  und  T  (§.!)> 
also    die  Winkel  PBT  xm^  PCT  (Fig.  e)   von    den    Geraden    nach   dem 
Mittelpunkte    des  zugehörigen   äusseren  Berührnngskreises  —  also   nach 
dem,    dem  Mittelpunkte   des  inneren   Berührungskreises  harmonisch    zu- 
geordneten Punkte  —  iu  zwei  gleiche  Theile  getheilt.     Denn  d&  BP  mit 
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J'C  und  CP  mit  A'B\  ferner  BT  mit  ^C  und  CT  mit  AB  parallel  ist,  so 
bilden  BP  mit  der  Verlängerung  von  AB  und  BT  mit  BC  die  Winkel  y, 
CP  mit  der  Verlängerung  von  AC  und  CTmh  CB  die  Winkel  ß. 

3)  Da  die  Winkel  CAL  und  BAG,  sowie  AB'G'  und  i^^G^  einander 
gleich  sind,  seist  L  AG'  B'  ^=sLAGB^  woraus,  wenn  der  Winkel  bei  A  ein 
spitzer  ist,  LLG'L''\r  L  LGL'^^i^^  wenn  dieser  Winkel  stumpf  ist, 
LLG'L'  =^LGL'  folgt.  Daher  liegen  die  Punkte  G^  G\  L^  L'  auf  einem 
Kreise  und  ist  im  ersten  Falle  LLGG'^LLVG\  im  zweiten  LLGG' 
+  LLL'G'=ie(fi.  Da  aber  L  der  Mittelpunkt  des  durch  B,  C,  B\  C'  ge- 
legten Kreises  und  L'  die  Mitte  der  Sehne  B'C'  ist,  so  ist  LLL'G'  und 
daher  auch  LLGG'  ein  rechter.  Also  theilen  die  in  den  Punkten 
6,  J7, /auf  den  Dreiecksseiten  errichteten  Senkrechten  GG\ 
HH\JJ'  die  entsprechenden  Seiten  des  Höhendreiecks  nach 
denselben  Verhältnissen,  als  die  Seiten  des  gegebenen 
Dreiecks. 

Da  die  PunUte  A^  0,  G,  P  harmonisch  liegen,  so  bilden  LA^  LO^  LG^ 
Z/^  einen  harmonischen  Büschel  und  der  Strahl  LO  halbirt  die  mit  LP 
parallele  Dreieckshöhe  AA\  Da  0  der  Durchschnitt  dieses  Strahles  mit 
AG  und  GG'  parallel  mit  ^^'  ist,  so  muss  auch  A'G'  durch  den  Punkt  0 
gehen  und  von  0  in  demselben  Verbältniss  getheilt  werden,  als  AG, 
Wegen  der  Aehnlickeit  der  Dreiecke  ^-ß'C'  und  ABC  muss  AO^  '.O^G' 
=  AO:OG,  daher  00,  mit  GG'  und  AA'  parallel  sein,  folglich  0,  auf  der 
Senkrechten  OB  von  0  auf  BC  im  Abstände  Oi=^0 D  liegen.  Man  hat 
daher  Folgendes: 

Die  drei  Geraden,  welche  die  Mitte  jeder  Dreiecks- 
seite und  dieMitte  der  zugehörigen  Höhe,  sowie  die 
drei,  welche  jede  Ecke  des  Höhendreiecks  und  den 
Durchschnittspunkt  seiner  gegenüberliegenden  Seite 
mit  der  entsprechenden  Schwerlinie  des  geg^ebenen 
Dreiecks  verbinden,  endlich  die  drei  Senkrechten 
von  dem  Minimumpunkte  jedes  der  durch  das  Höhen- 
dreieck vom  gegebenen  abgeschnittenen  Dreiecke 
auf  die  gegenüberliegende  Seite  des  gegebenen  Drei- 
ecks schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte, 
dem  Minimurapunkte  0\  und  zwar  werden  A'G\  B'E\ 
C'J'  in  0  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als 
AG^  BHy  CJ,  während  die  genannten  Senkrechten  sich 
in  0  halbiren. 

Der  Punkt  0  bildet  mit  den  Seiten  des  Höhendreiecks  Dreiecke, 
welche  sich  wie  diejenigen  verhalten,  welche  er  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen  Dreiecks  bildet,  also  wie  die  Quadrate  dieser  Seiten, 

0 B'C'  '.OC A' :  0 A' B' ^0 BC.  OC Ai  0 A B^IbC^  \  05«  :7^, 
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demi  es  ist 

OB'C :  A'B'C'^OQ' :  A'G'^OG  lAG^OBCiABC, 
OB'C'i  OBC=^A'B'C'\  ABC. 

4)  Die  in  yoriger  Nummer  bewiesenen  Beziehungen  finden  ihre  ge- 
meinsame Erklärung  darin,  dass  die  beiden  Punktsysteme  A^  B^ 
Cy  /*....  und  A\  B\  C\  F\..,  in  solcher  Lage  affin*)  sind,  dass 
der  Punkt  0  in  beiden  Systemen  sich  selbst  entspricht.  Fer* 
ner  entspricht  dem  Mittelpunkt  j^  des  umschriebenen  Kreises 
im  ersten  System  der  Höhendurchschnitt  IC'=zW  im  zweiten. 
Denn  da  in  affinen  Figuren  entsprechende  Strecken  durch  entsprechende 
Punkte  in  demselben  Verhältniss  getheilt  werden,  so  liegt  der  dem 
Punkte  A  als  einem  des  zweiten  Systems  entsprechende  Punkt  %  des  ersten 
so  auf  OL,  dass  OL:  L%=:OL' :L'A;  und  da  LL'  Auf  B'C  senkrecht 
steht  und  daher  mit  ^ IT  parallel  ist,  so  bestimmt  sich  X  als  der  Durch- 
schnitt von  OL  mit  AK.  Der  Geraden  ^A  des  ersten  Systems  entspricht 
daher  AA'  des  zweiten  und,  bei  analoger  Bezeichnung,  dem  Durchschnitts- 
punkt IC  der  drei  Geraden  31^,  8^,  6C  der  Durchnittspunkt  JF  von  AA\ 
BB\  CC\  In  den  Seiten  des  Dreiecks  SISS  liegen  die  Ecken  des  Drei- 
ecks CAB  und  theilen  jene  nach  denselben  Verhältnissen,  als  C\  A\  B*  die 
Seiten  des  gegebenen. 

Die  Punkte  P,  Q,  R  des  ersten  Systems  liegen  mit  den 
ihnen  entsprechenden  jP',  iß', /{^  des  zweiten  auf  den  senk- 
rechten  Halbirungslinien  der  Dreiecksseiten  BC,  CA^AB  in 
gleicher  Entfernung  von  denselben  nach  beiden  Seiten. 
Denn  wie  P  zu  A,  0,  G,  so  ist  P'  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A\  0,  G\ 
daher  der  Durchschnitt  von  A'G'  mit  LP\  und  da  ZO  die  Höhe  AA' 
halbirt,  so  halbirt  LO  auch  die  dazu  Parallele  PP\  Die  Seiten  des 
Dreiecks  P'Q'B'  gehen  durch  die  Ecken  des  Höhendreiecks  C'a'B'  und 
werden  von  diesen  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als  Seiten  von 
diesen  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als  die  Seiten  von  PQR  in 
C,  A,  B. 

Dem  umschriebenen  Kreise  ^^C  entspricht  die  die  Seiten  von  P'Q'R' 
in  C\  A\  B'  berührende  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Höhendurchschnitt 
^ist,  in  welchen  sich  auch  die  Geraden  P'L\  Q'M\  R'N'  gemeinschaft- 
lich schneiden.  Da  ferner  in  affinen  Figuren  das  Verhältniss  entsprechen- 
der Flächen  constant  ist,  so  verhält  sich  die  Fläche  dieser  Ellipse  zu  der 
des  umschriebenen  Ki^eises  (und  ebenso  jede  Fläche  des  zweiten  Systems 
zur  entsprechenden  des  ersten),  wie  die  Fläche  des  Höhendreiecks  zur 
Fläche  des  gegebenen,  wofür  man  auch  sagen  kann  ^^),  wie  der  Halbmesser 


*)  lieber  die  Eigenschaften  affiner  Figuren  siehe  Möbius  barjcentrisoher 
Calcal  §•  144,  Magnus,  Aufgaben  und  Lehrsätse  §.  16. 
**)  Siebe  Feuerbach,  das  geradlini[fe  Dreieck  (.  25. 
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desjenigen  Berflhrnngskreises  des  ersteren ,  dessen  Mittelpunkt  W  ist,  zum 
Halbmesser  des  dem  zweiten  amsehriebenen  Kreises. 

5)  Wird  das  Dreieck  y^i^C  zunächst  als  spitzwinklig  vorausgesetzt 
und  bezeichnet  man  seine  Winkel  bei  A^  B^  C  mit  a,  ^,  y,  so  ist  L  PCB 
^LB'A'C'^a,  LPBC=LB'A'C'=^a,  folglich  LPCB—LPBC^a,  ebenso 
LOCA=zLQAC=ß,  LRAB=:  LRBA==y.  Daher  berührt  der  Kreis  CAB 
das  Dreieck  PQR  von  innen  und  P£,  QM^EN  sind  die  senkrechten  Hal- 
birungslinien  der  Seiten  BC^  CA,  AB,  welche  sich  im  Kreismittelpunkte  IC 
schneiden.  Ist  das  Dreieck  bei  A  stumpfwinklig  (Fig.  7),  so  fallen  B' 
und  C'  auf  die  Verlängerungen  von  CA  und  BA  und  die  durch  B  und  C 
zu  A'C  und  A'B'  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Py 
der  mit  A  auf  derselben  Seite  von  BC  liegt.  Da  ferner  LPCB^LB'A'B 
=C'A'C=::LPBC^lS(f—a  ist,  so  sind  PQ  und  QR^  sowie  aus  ähnlichen 
Gründen  QR,  Tangenten  des  Kreises  ABC,  und  zwar  berührt  derselbe  die 
darch  den  Scheitel  des  stumpfen  Winkels  gehende  Dreieeksseite  QR  von 
Aussen.    Hieraus  folgt: 

In  jedem  Dreieck  POR  ist  der  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt  der  Geraden»  welche  seine  Ecken 
mit  den  Berührungspunkten  A^  Bj  C  eines  seiner  be- 
rührenden Kreise  verbinden,  der  Minimumpnnkt  0 
des  Dreiecks  ABC  und  PQR  sind  die  ihm  harmonisch 
zugeordneten  Punkte.  Den  Minimumpunkten  der 
vier  Berührangskreise  des  Dreiecks  P&i{  sind  daher 
die  Ecken  desselben  gemeinschaftlich  harmonisch 
zugeordneten  Punkte*^)« 

§.4. 

1)  Da  L  PCB=za  (Fig.  6)  und  L  QCA^^ßi  so  sind  die  Abschnitte,  in 
welche  der  Punkt  C  die  Seite  PQ  theilt, 

2cosa*  tcosß 

folglich  verhält  sich 

PC :  CQx=za  cosß :  b  co*a=B  C :  C'A, 
und  ebenso 

QA  :  ARc=CA' :  A'B,     RB :  BP=;AB' :  B'C. 


*)  Erst  nach  VoUeadang  dieses  Aufsatzes  lernte  ich  die  reichhaltige  Schrift  ron 
Adams,  „die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  gferadlinigen  Dreiecks'*,  kennen, 
wo  (Lehrsatz  III)  bewiesen  ist,  dass  die  Qeraden  von  den  Ecken  A,  B,  C  eines 
Dreiecks,  nach  denen  P,  Q,  R  desjenigen  Dreiecks,  dessen  Seiten  den  Kreis  ABC 
uiA,B,C  betühren,  die  g^egeaüberliegeaden  Seiten  des  ersten  im  Verhältniss  der 
Quadrate  der  anliegfenden  Seiten  theilen  und  mit  jeder  ron  zwei  anlie|^nden  Seiten 
dieselben  Winkel  bilden,  als  die  Schwerlinien  mit  der  anderen. 
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Die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  theilen  die  Seiten  des 
Dreiecks  PQR  in  denselben  Verhältnissen,  wie  die  Höhen  des 
ersteren  die  zugehörigen  Seiten. 

Die  Seitenlänge  PQ  beträgt 

2  cos  a       2  cos  ß  2cosa  cos  ß 

PQ==> 5' 

2cosacosß 
in  welchem  Ausdrucke  statt  eines  stampfen  Dreieckswinkels  sein  Neben* 
Winkel   zu   setzen  ist.     Durch  MultipHcatlon  dieser  Gleichung   mit  den 
analogen  Werthen  von  QRy  RP  erhält  man 

Das  Product    der  Cosinus  der  Dreieckswinkel   kann  man  folgenderweise 

ausdrücken  ^) :  Bezeichnet  q  den  Halbmesser  desjenigen  Berührungskreises 

des  Höhendreiecks,  dessen  Mittelpunkt,  der  Höhendurchschnitt  W  ist,  also 

im  spitzwinkligen  Dreieck  ABC  den  Halbmesser  des  A'B'C  von  innen, 

iu  einem  bei  A  stumpfwinkligen  Dreieck  den  Halbmesser  des  B'C  von 

aussen   berührenden  Kreises   und   zwar   negativ   genommen,    bezeichnet 

ferner  R  den  Halbmesser  des  Kreises  ABC^  so  ist 

ü 
-^=32  cosa  cosßcosy. 

Da  bekanntlich  der  Halbmesser  des  Kreises  A'B'C  oder,  was  dasselbe  ist, 
des  Kreises  LMN,  \R  beträgt»*),  und  da  die  Dreiecke  A'B'C  und  PQR 
ähnlich  sind,  so  verhält  sich,  wenn  P  den  Halbmesser  des  Kreises  PQR 
bezeichnet, 

folglich  ist  auch 

--  =  4  cos a  cos ß  cosy. 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhält  man 

AB.BC.CA_  R^ 

PQ.QR.RP~2P^' 
oder  in  Worten:   Das    Seitenproduct  eines  Dreiecks  Piß/?  verhält  sich 
zum    Seitenproduct    eines    seiner    Berührungsdreiecke    ABC^    wie    die 
doppelte  Kreisfläche  PQR  zur  Kreisfläche  ABC. 

Uebrigens  folgt  dieser  Satz  aus  der  schon  bekannten  Proportion 
APQR:AABC=2PiR*^*), 

*)  Siehe Feuerh ach,  das  geradlinige  Dreieck  §.  24. 
**)  Siehe  Feuerbach  §.26;   yorzöglich  aber  Steiner,  geometrische  Con- 
struction  p.  49. 

*♦♦)  Siehe  Feuerbach  §.8. 
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wenn  man  die  Beziehung  benatzt,  dass  der  Halbmesser  des  nmscbriebenen 
Kreises  gleich  dem  Seitenproduot  des  Dreiecks,  dividirt  durch  seine 
vierfache  Fläche  ist. 

2)  Weil  GG'  parallel  mit  LP  und  das  Dreieck  ABG  dem  Dreieck 
AB'G'  ähnlich  ist,  so  folgt 

AL  _AG'  _AB'  _ 
ÄP~  AG  ~  AB  — ^^*^' 
AL=:APcosay     BM=BQco8ßy     CN—CRcosy, 
in  welchen  Ausdrücken  statt  eines  stumpfen  Winkels  a,  /?,  y  sein  Neben- 
winkel zu  setzen  ist.     Indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  mul 
tiplizirt,  erhält  man 

AL.BM.CN  ^  Q       iB 

AP.BQ.CB  =  ^^^"  '  '''^  •  '^'^  =  2R  =2P- 

Da  ferner  LO  die  Höhe  AA'  halbirt  und  AA'  mit  LP  parallel  geht,  so  ist 

AO  ^\AA'  ^     csinß      ^bccosa 

2  .  -  iang  a 
2 

Multiplizirt  man  diesen  Werth  mit  den  analogen  Ausdrücken  für  •——    und 

CO 

7-=-,   80  erhält  man 
OB' 

AO.BO.CO  ^  Q        B 

opTöqTor = ^^^«  •  '''^  •  '''y = 2  Ä  =ip- 

Das  Product  der  Abstände  derEcken  des  gegebenen  Drei- 
eck svon  den  Mitten  X, 3f,  i^Tseiner  gegenüberliegenden  Seiton 
verhält  sich  zu  dem  der  Abstände  von  den  gegenüberliegen- 
den Ecken  desDreiecksPO^»  iind  ebenso  das  der  Abstände  des 
Minimumpunktes  0  von  den  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks 
zum  Product  seiner  Abstände  von  den  Punkten  P^  Q^  B  wie  der 
Halbmesser  des  Mittenkreises  LMN  zum  Durchmesser  des 
Kreises  i>OA. 

Aus  ddn  oben  stehenden  Werthe  von  AQiOP  folgt 

AO  bcosa      2b€C0sa  — a*+6*+c* 

AP''a*+bcco8a''a*+b*+(^'^  ö«+6«-fc«   ' 
Hieraus  ergiebt  sich  wegen  AL=APcosa 

AO  ^      2bc 

AO       ^    BO  CO  2abc 


AL  BM  CN     a»  +  6»  +  c« 

a.AO.b.BOxc.  CO==AL  :  BM.CN, 
d.  i.  die  Rechtecke  aus  jeder  Seite    des  Dreiecks   mit  dem  Abstände  des 
Miniroumpunktes  0  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  verhalten  sich  wie 
die  Schwerlinien  des  Dreiecks. 
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Aus  dem  Werthe  von  AOiOP  erhlilt  man  noch 
PA     fecco^tf+q'^g'+d'+f?* 

""  PO'^^O^'^RO'^         2         ' 
PO    QO     RO       ,    ^,     _ 
PA-QB-RC-^'''^' 


§.5. 

Im  Folgenden  sollen  die  Abstände  der  Punkte  0,  P^  Qy  R  von  Seiten 
des  Dreiecks  durch  dessen  Bestandtheile.ausgedrückt  werden. 

1)  Bezeichnen  r| ,  r, ,  r,  die  Abstände  des  Punktes  0  von  den  Seiten 
BC=a,  €A=b^  AB=c,  A|,  h^y  A,  die  parallelen  Höhen,  ^t  die  Fläche 
des  Dreiecks,  so  ist 

2/1=>2ABC=2{0AB  +  0BC+0CA)==cr^  +  art+br^y 
woraus  in  Verbindung  mit 

r^  ir^:  r^=:a  :b  :  c 
folgt         *  _  n*  _       2a /1 

_  6« 26^ 

''•""•  o*  +  6«  +  c«  ~a«  +  6«+  r«' 

— Ä.  c*  _       2c/1 

''•"^  fl«  +  6«  +  c» "~a«+6«  +  c«* 
woraus  sich  als  Minimalsumme  der  Quadrate  der  Abstände  ergiebt: 

V  +  r..  +  r..  =  2;=^,,^. 

Das  Yerhältniss  der  Abstände  2u  den  zugehörigen  Dreiecksseiten  ist  also 
gleich  dem  der  vierfachen  Dreiecksfläche  zur  Quadratsumme  der  Seiten. 
Unterscheidet  man   die    entsprechenden  Abstände    des  Punktes  P  durch 
einen  Strich,  die  von  Q  durch  zwei,  die  von  R  durch  drei  Striche,  so  erhält 
man  die  Abstände  des  Punkte  P  aus  den  Gleichungen 
2-^f  =3  cr\  +  ar\  +  6r',, 
—  r'i :  r,  :  /, c=  a  :  6  :  c , 
und  auf  gleiche  Weise  die  der  Punkte  Q  und  i?;  nämlich 

—  fl«  &•  '•« 


_1  jLf  ^ 

T'-__l^__  5:"_^_!^!_  v"'___i^^ 
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wo  £\  ....  die  Minimal-  besüglich  Maximalwerthe  der  Aggregate 
—  Tj^  +  Tc'*  +  r/', ....  beseicbnen.  Zwischen  den  Grössen  £  besteht  die 
Relation 

und  zwischen  den  vier  Abständen  der  Punkte  0,  P^  Q^  R  von  einer  der 
Dreiecksseiten,  etwa  von  a,  die  jener  analoge 

Die  letztere  Gleichung  gilt  Übrigens  allgemein  fQr  vier  Punkte ,  deren  drei 
dem  vierten  harmonisch  zugeordnet  sind  und  enthält  als  besonderen  Fall, 
in  welchem  von  den  Vorzeichen  der  Abstände  abzusehen  ist,  die  bekannte 
Relation  zwischen  den  Halbmessern  der  Berührungskreise 

11.1.1 

;  =  7  +  7^+7^- 

.     2)  Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Abstände  r  vereinfachen  sich, 

wenn  man  die  Dreiecks winkel  a,  /?,  y  und  den  Winkel  d  einführt,  den  drei 

Gerade  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  bilden  müssen, 

wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  X  schneiden  und  mit  den  Dreiecksseiten 

einen  und  denselben  Winkel  einschliessen  sollen*).     Dieser  Winkel  wird 

durch  die  Gleichung 

V                                                                                a«  +  6*  +  c» 
cot  h=^coia-\'  coiß  +  coty  = 

bestimmt  und  der  Punkt  X  als  gemeinschaftlicher  Dnrchschnittspunkt  dreier 
Kreise  gefunden,  welche  JB^  BC^  CA  zu  Sehnen  und  BCy  CA^  AB  zu 
Tangenten  haben;  dann  ist  LXBC^=  LXCA=LXAB  =  d  und  ausserdem 
A  X'^XC  =  a,  B  X'^X  A  =  ß,  C  X'^XB  =  y.  Berücksichtigt  man  ferner  die 
Beziehungen 

fl«  -L  ^t   I    ^ 

öÄj  =  6Ä,  =  cÄa  =  1A^      cotcc  = — »  •••• 

AA 

80  erhält  man 

2r|   =satangd       2r^  =sbiangi       2r^  =sciang8       Z  ==  A  fang  6^ 

—  2r/  =a  t€Uiga       2r^  =  h  tang  a       2r^  =  c  fang  a       £'  s=  A  ianga^ 

2r,"  =  a  tangßy  — 2r,"  =  h  tang  ß       2r^"  =  c  tang  ß       S"  =  A  tang  /?, 

2 r j'"=  a  tang y       2 r,'"  =  b  tang y ,  —  2 Tg"»  c  tang  y       Z"'=sA  tang  y. 

Aus  diesen  Werthen  folgt,  dass  die  Durchschnittspunkte  von  AX^  BX^  CX 

mit  den  senkrechten  Halbirungslinien  von\^^,  BC^  CA  von  diesen  Seiten 

die  Abstände  r,,  r^,  r,  haben.     Die  Ausdrücke  für  die  Abstände  der  Punkte 

P%  Q%  R  ergeben  sich  nach  §.  3  auch  sofort  aus  der  Figur. 


*)  Die  Eigenschaften  des  Punktes  X  hat  znerst  Grelle  betrachtet:  Ueber 
einige  Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks.  BerKn  1816;  femer  C.F.  A.Jacob  i, 
de  irümg.  rectiL  propieimiibuB,    JJpgiae  1825. 
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3)  Aus  den  yorstebenden  Gleichungen  lassen  sich  noch  einige  einfache 
Beziehungen  ableiten. 

Multiplicirt  man  die  drei  Abstände  der  Punkte  P,  Q^  R  von  je  einer 
Dreiecksseite  mit  einander,  so  ergiebt  sich,  dass  diese  Producte  sich  wie 
die  dritten  Potenzen  der  Dreiecksseiten,  oder,  dass  die  aus  diesen  Ab- 
ständen gebildeten  Parallelepipeda  sich  wie  die  Würfel  der  Dreiecksseiten 
verhalten, 

r,  Tj  r,     :  r,  r,  r,     :  r,  r,  r,  =  a» :  b*  :  c*. 

Setzt  man  ferner  in  die  trigonometrische  Relation 

lang  a  +  iongß  -j'  tangy=i  fang u .  tangß .  tangy 
die  Werthe 

tanga  = »     iangß^—^y    iangy^=z — 2— 

ein,  so  erhält  man 

-  4r,'r,"r/"  =  o«  (-  r/  +  r,"  +  r,'"), 

welche  Gleichung  ohne  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  Abstände 

für  das  spitzwinklige  Dreieck  lautet 

4r,  rj  r,    =a»(r,  +r,    +r,    ), 

für  ein  bei  A  stumpfwinkliges 

4r,'r,"r,"' =  «•(»•.'- rr-r"'). 

Es  ist  also  im  spitzwinkligen  Dreieck  das  vierfache  Parallelepiped  aus  den 

drei  Abständen  der  Punkte  P^  Q^  R  von   einer  Dreiecksseite  gleich  dem 

Parallelepiped  über  dem  Quadrat  dieser  Seite  mit  einer  Höhe  gleich  der 

Summe  jener  Abstände.  ^ 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Relation 

4r,  r,  r,    =r,  6c +  r,  ca-^rti    ab 

auslegen,  die  man  erhält,  wenn  man 

2r/              ^              2r,"                             2r^"' 
tanga^=i ,     iaugß  = --,.    (afigy=: 

einsetzt. 

Führt  man  in  das  Prbduct 

tanga  iangß  tangy 

die  Werthe  ein 

c  b 

2J^=^bcsina.     R= — : — = — r-Tit     o^'iR  cosa  cosß  cosy, 
'  2siny        2sinß       ^  ^        J^ 

so  erhält  man 

/l 

longa  .  tangß  .  langy  =  —55, 

wo    das    Doppelte    des   Products  qR  gleich   ist  dem  Producte  je  zweier 
Höhenabschnitte, 

2qR  =  AW.  fFA'=zBW.  WB'^CW .  WC\ 
der  Potenz  des  Punktes  W  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise,  deren  Durch- 
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messer   die    Seiten    des    Dreiecks   sind*)*    Femer   drückt   der  Quotient 

—  den  Umfang  des  Höbendreiecks  ti  =  w<'J9'+  B'C -{-CA'  aus,  jedoch 

mit  der  Einschränkung,  dass,  wenn  a  ein  stumpfer  Winkel,  die  Seite  B'C 
negativ  zu  nehmen  ist**).     Man  hat  daher 

iang  a  +  tang  ß  +  iangy  ^=  longa  .  iangß  .  langy=^ — -  =  — , 

^R       2^ 

und  erhält  man  hieraus,  ohne  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  Ab- 
stände, für  das  spitzwinklige  Dreieck  die  Relationen : 

r,'+r/'+r,'":n  =  zf:2^Ä  =  ii:4^, 

deren  erstere  für  das  stumpfwinklige  Dreieck  lautet: 


§.6. 

Das  Folgende  handelt  von  den  Dreiecken,  deren  Ecken  die  Fnss- 
punkte  der  Abstände  r  sind. 

i)  Sind  OD,  OEy  OF  (Fig.  8)  die  Abstände  des  Punktes  0  von  den 
Seiten  BC,  CA,  AB,  so  ist  nach  §.  2,  1  0  der  Schwerpunkt  von  D,  E,  F  und 
seine  Abstände  von  den  Ecken  des  Dreiecks  DEF  sind  den  Seiten  des 
Dreiecks  BCA  proportional  und  stehen  auf  ihnen  senkrecht.  Hieraus 
folgt  aber  nach  §.  1,  3,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  DEF  sich  wie 
die  Schwerlinien  des  Dreiecks  ABC  verhalten  und  auf  den- 
selben senkrecht  stehen, 

EF:FD:DE=^AL:BM:CN\ 
EFBteht  auf  AL,  FD  t^nf  BM,  DE  auf  CN  senkrecht,  und  die  Winkel  des 
Dreiecks   DEF  sind   den   Winkeln   gleich,    welche   die    entsprechenden 
Schwerlinien  mit  einander  bilden. 

Bezeichnet  T  wie'  früher  den  Durchschnittspunkt  der  Parallelen  durch 
B  und  C  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten,  so  sind  die  Dreiecke  FO  E  und 
^^r  ähnlich,  weil  sie  in  den  Winkeln  übereinstimmen  und  die  dieselben 
umschliessenden  Seiten  proportional  sind;  folglich  ist 


4^ 


EF        EF 
TA  ~  2AL 

AB       e      ^ 

EF         FD 
AL~  BM~ 

DE      ,       , 

flt^^+c** 


*)  Siehe  Fe  n  erb  ach  §.85;  yergl.  Baltzer,  £lement..Plan.  §.  14,  7. 
**)  Feuerbach  §.  19. 
Zeilschrift  f.  MalliemnUk  a.  Physik.  Xll,  4.  20 
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Die  Seiten  des  Dreiecks  Z>^i^  verhalten  sich  also  zu  den  Bchwerlinien  des 
Dreiecks  ABC^  wie  €ie  vierfache  Fläche  des  letzteren  zur  Qaadratsnmme 
seiner  Seiten.     Das  Flächeni^erhältniss  beider  Dreiecke  ist 


FOE       IDEF   ■  .        ,^ 


4J* 


wofür  man  auch  schreiben  kann 

|/>jE:/':  ^f  =  r,« +  r,«  + r,«  :  0«  + 6«  + c*. 

Es  verhält  sich  also  das  Dreieck  DEF  zum  gegebenen  wie  die  drei-> 
fache  Quadratsumme  der  Abstände  des  Punktes  0  zur  Quadratsumme  der 
Seiten  des  Dreiecks  ABC, 

2)  Sind  PD'  oder  PL^  da  der  Fusspnnkt  D'  mit  L  zusammenfällt, 
ferner  PE\  PF'  die  Abstände  des  Punktes  P  von  den  Seiten  BC,  CA,  AB, 
so  bilden  nach  §.  2,  2  /? 'i>  =  iL />,  PE\  PF'  der  Grösse  und  Richtung  nach 
an  einander  gesetzt  ein  geschlossenes  Dreieck  LPE\  das  Viereck  PE'LF' 
ist  also  ein  Parallelogramm.  Die  beiden  congruenten  Dreiecke  F'PE'  und 
E'LF'  sind  aus  denselben  Gründen  wie  FOE  dem  Dreieck  ABT  ähnlich, 
woraus  folgt 

E'F'       E'F'       PE'       r'       , 

E'F'  4^ 

=r=  lang  a  = 


AL  "^  -,a«  +  6*  +  c* 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Abstände  der  Punkte  Q  und  R  erhält  man 
F'D"  ^  4J 

B"'E"'  4J 

Das  Flächen verhältniss  des  Dreiecks  LE*F'  zum  gegebenen  ist 
.  LE'F       LE'F'      ,        ,  4A^ 

—T  =   ABT  ^i^''''^«^  (ZT^qr^^Te»).' 
wofür  man  auch  schreiben  kann  (§.  3, 1) 

LE'F' :  z^  =  r/*+r/«  +  r;« :  a'  +  ft*+  c«, 
zu  welcher  Beziehung  die  in  voriger  Nummer  entwickelte  ganz  analog  ist. 
Es  folgt  hieraus,   dass.  das  Verhältniss  jedes  der  Fusspunktdreiecke  zur 
Quadratsumme  der  zugehörigen  Abstände  dasselbe  ist,  nämlich 
\BEF  _  LE'F  _  MF^B"  _  ND'*'E"'  _  /l 

£       ~^       £'  £^  £^'  a  +  b*+(^' 


§.7. 

Endlich  soll  noch  die  Grösse  des  Zuwachses  betrachtet  werden, 
welchen  die  Quadrataurame  der  AbsUiade  eines  Punktes  von  den  Dreiecks- 
seiten erfiihrt,  wenn  derselbe  sich  vom  Minimumpunkte  0  oder  von  einem 
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seiner  lageordntten  Punkte  entfernt.     £0  bedarf  dazu  der  £nt Wickelung 
einiger  Hilfsätse. 

1)  Der  Abftand  des  Mittelpunktes  K  des  umschriebenen  Kreises  vom 
Höbendurcbsobnitt  W  bestimmt  sieb  aus  dem  Dreieck  KA  W^  uämlieb 

F^=»  Z?  +  Zf*  —  IAK.AW.  cosKA  W, 

yro  AK=R,  ferner  im  spits winkligen  Dreieck 

AB         c  cosft         _-  i  w^  A  -fw,      n 

AWz=z^, —  = — ; — =z2Rco8a,     LKAWr=ß^y^ 
smy  8tny  ' 

dagegen  in  einem  bei  A  stumpfwinkligen  Dreieck 

AW=z^2Rcosa  und   L  ICAW==lSffi  +  {ß  —  y) 
zu  setzen  ist.     In  beiden  Fällen  erhält  man 

ir^  =  Ä*  +  AIP  cos* a  —  4  Ä*  co*a  cos {ß  —  y) 

=3  Ä«  {1  —  4  cosa  [cos  {ß  +  y)  +  cos  (ß  —  y)]{ 
=  Ä*  (l  —  8  CO«  a  cos  ß  cosy). 
Zieht  man  femer  in  dem  Kreise  ABC  die  Sehne  BD  senkrecht  zu  AB, 
so  steht  auch  CD  auf  ^4  C  senkrecht ,  das  Dreieck  j9C/>  hat  die  Winkel 
CDB  =  ld(f—€c,  DBC=<^  —  ß,  BCD=zWf—y,  der  Mittelpunkt 
seines  umschriebenen  Kreises  ist  ebenfalls  iT,  sein  Höbendarchschnitt  aber 
der  Durchschnitt  T  der  durch  B  und  C  zu  den  gegenüberliegenden  Drei- 
ecksseiten ^C  und  AB  gelegten  Parallelen.  Setzt  man  diese  Werthe  in 
die  obenstehende  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

Ä^  =ff(i  +  Scosa  sinß  siny\ 
und  analog  ist 

Yü*  =  Ä*  (1  +  8  5tVi a  cosß  siny), 

YV*  =  Ä*  (l  +8  sin  a  sinß  cosy\ 

durch  Addition  dieser  vier  Gleichungen  *)  erhält  man 

Die  Quadratsumme  der  Abstände  des  Mittelpunktes  des 
uBSchriebenenKreises  vomHöhendurehschnitt  und  denEcken 
des  parallel  umschriebenen  Dreiecks  ist  gleich  dem  drei- 
fachen Quadrate  des  Kreisdurchmessers  und  daher  auch 
gleich  der  Quadratsumme  der  Abstände  desselben  Punktes 
von  den  Mittelpunkten  der  vier  berührenden  Kreise;  denn 
letztere  hat  auch  den  Werth  12  Ä***). 

2)  Bezeichnet  c*  den  Zuwachs  der  Quadratsumme  der  Abstände  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0,  so  ist  (§.  2,  1) 

-  s=  cos^r^t  +  co^r^t  +  cos^r^i. 


*)  Von  diesen  vier  Gleichungen  ist  die  erste  «clion  Feuerbach  §.  53  in  der 
Form   ifSr*=Ä*--4eÄ  gegeben. 
**)  BiebeFenerbachf.  50. 

20* 
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Da  dieser  Ausdruck  eine  stets  positive  Grösse  ist,  so  ist  0  MinimniDpunkt, 

und  der  Ort  constanter   Zunahme   sind  Ellipsen,   deren  Mittelpunkt  0  ist 

und  welche  die  Dreiecksseiten  in  ihren  Minimumpunkten  6,  iT,  /  berfihren 

(siehe  §.  6  meines  Aufsatzes  im  Journal  für  reine  Mathematik).     Nimmt 

man  eine  der  Seiten,  etwa  a  im  Sinne  AB^  als  Nulllinie  und  als  positive 

Drehung  die  von  r,  nach  r,,  setzt  man  aisssu^  so  ist 

r^t^r^a  +  a/  =  90°+ti, 

r,<  =  r,6  +  ba  +  ai=:9(fi  +  (lQ(f  +  Y)  +  u, 

raf  =  r,c  +  ca  +  a/  =  90»+ (I8(y —/5)  +  ti, 

-  =  sin*  u  +  5m*  (u  —  /5)  +  sin*  (u  +  y) 

c=  sin*  M  (1  +  co^ß  +  cos^y)  +  cos^u  {sin*ß  +  sin*y) 

+  sin  u  cos  u  (sin  2  y — sin  2  ß). 

Diesen  Ausdruck  bringt  man  auf  die  Form 

c* 

•T-=^A  cos*u  +  B  sin*u^ 

wenn  man  die  Nulllinie  um  einen  der  beiden  durch  die  Gleichung 

sin2ß  —  sin2y 

iang  2  »  =  — ■ ^  . — 

l  +  cos2ß+cos2y 

bestimmten  Winkel  q>  dreht,  und  man  erhält  durch  eine  kleine  hier  zu  über- 
gehende Zwischenrechnung  für  A  und  B  die  Werthe  « 

2A  =  Z  +  j/i  — Bcosacosß  cos^y 

2B  =  Z—'/i  —  Hcosacosßcosy. 

Da  nun  nach  voriger  Nummer 

KW=  R]/l  —  %  cos  et  cosßcosyy 
so  erhält  man  die  einfache  Gleichung 

3H — ^  cos2u\. 

Dieselbe  drückt  also  den  Zuwachs  der  Quadratsumme  der  Abstände  eines 
Punktes  aus,  der  sich  vom  Minimumpunkt  0  um  die  Strecke  i  entfernt  hat, 
welche  mit  einer  der  beiden  Axenrichtungen  der  concentrischen  ähnlichen 
Ellipsen  constanter  Zunahme  den  Winkel  u  bildet.  Das  Axenverhältniss 
dieser  Ellipsen  hat  den  Werth 


/: 


ZR  +  KfV' 


3)  Bezeichnet  c*  die  Zunahme  des  Aggregates  — r/^+r^'^+r^'*  für 

einen  Punkt,  der  sich  von  P  um  die  Strecke  i  unter  dem  Winkel  al  =  u 

entfernt  hat,  so  ist  (§.  2,  2)    .    - 

c* 

-5-  =  —  cos^rt't+  cos^r^'  i  +  cos* r^' t  =  —  cos*ri  t  +  co^r^t-^co^r^t 

=  sin* u  (cos* ß  —  sin* y)  +  cos* u  (sin* ß  +  sin* y)  +  sin u  cos u (sin 2y^sin2ß), 
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Diesen  Ausdruck  bringt  man  auf  die  Form 

wenn  man  die  Nulllinie  um  einen  der  beiden  durch  die. Gleichung 

5m  2  y  —  sin2ß 

tang  2  op  = — ?—  ^ 

1 — cos2y — cos2ß 

bestimmten  Winkel  q>  dreht.     Es  ergiebt  sich 

j^T 

2^'=l  +]^i+8co*a5t;i/3  5fViy  =  l  +  -— -> 

R 

2-^'  =  1  — /l  +  8  C05a  sin ßsiny=i —  • 

Ist  a  ein  stumpfer  Winkel,  so  sind  A'  und  B'  beide  positiv;  ist  a  spitz 
so  ist  A'  positiv,  B'  negativ.  Liegt  also  der  Pankt  P  einem  stumpfen 
Dreieckswinkel  gegenftberi  so  ist  er  Minimumpunkt  und  der  Ort  constanter 
Zunahme  sind  Ellipsen;  liegt  er  einem  spitzen  Dreieckswinkel  gegenüber, 
so  sind  zwei  Hyperbeln  von  gemeinschaftlichen  Asymptoten  der  Ort  con- 
stanten  positiven  oder  negativen  Zuwachses;  für  jeden  Punkt  der  Asymp- 
toten selbst  hat  das  Aggregat  — '•i'+^'i'+V  dieselbe  Grösse  wie  in  P. 

Setzt  man  die  Werthe  von  A'  und  B'  ein,  so  erhält  man 

(KT  \ 

1  +-^C08  2uL 

und  analog  ist  für  die  Punkte  Q  und  R 

2c'^  =  i^fl  +  ^cos2u) 

2e'"«=/»(l  +  ^to6-2A 


XL 

Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der  Oamma- 

fiinctionen. 

Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Husum. 


Das  Integral 

rAx^'^-^  +  Bx^^''^+Cx^*'^+ +pa*+j{       ^  rudx 

ist  bereits  in  einer  früheren  Mittheilang  (Zeitschr.  VI,  pag.  308)  für  den 
speciellen  Fall 

OD  00 

dx  rdx 

von  Enneper  berechnet.  Derselbe  bezeichnet  die  Berechnung  des 
allgemeinen  Falles  mit  Recht  als  ein  ziemlich  complicirtes  Problem.  Ich 
werde  nun  im  Folgenden  zeigen,  wie  man  sogar  das  allgemeine  Integral 


J  x^ 


(Ux''+  Bx^-^  +  Ca^-^+ +JCx'  +  rx  +  Z 

[x^^+ax^(*''^>  +  baf(''-^^+...+px^  +  r]'^  ^' 

worin  r  eine  beliebige  positive  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ~^l}U,m  nnd 

n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  auf  eine  sehr  einfache  Art,  blos  durch 

Auflösung  von  ^^ oderti+1  linearen  Gleichungen  bestimmen  kann 

Den  Beweis  dieses  schönen  Theorems,  zu  welchem  ich  auf  synthetischem 
Wege  gelangt  bin,  Überlasse  ich  anderen  Fachmännern. 
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Bestimmnng  des  Integrali 


Wir  setzen  voraas,  es  sei 

1)  jF»— aa?*-^  +l5d:»-*— ya:"-5  + +  nx  +  q=:0 

die  Gleicbung  der  positiven  Quadratwurzeln  von 

2  a)  x^^  —  aa?^*  -^  +6  x^*  ""*  —  cx^^-'^+ . .  •  •  T  P^  i  '"=  0, 
oder  von 

..   .  +  (»'— 2.0.^)  a?*i  ^•  =  0. 

Es  ist  also 

a  =  aro+a:,  +  ar,  +  .... 

wobei  Xo^i^f**  ^^^  wesentlich  reelle  positive  Grössen  betrachtet  werden. 
Es  wird  alsdann  die  Function 

fär  alle  möglichen  reellen  Werthe  von  x  positiv  bleiben  und  wenn  nun  der 
Differentialqnotient  för  kein  reelles  x  innerhalb  der  Grenzen  Null  und  Un* 
endlich  selbst  unendlich  wird  oder  sein  Divisor  verschwindet,  so  ist  das 
Integral  endlich  und  zwar  eine  rationale  algebraische  Function  der 
Coefficienten  a,  ß^y ,...  der  Gleichung  l).  Dagegen  ist  das  allgemeine 
Integral 

8)  r^a^"-^+  Bx^*-^+  Cx'^"^  +  ....  +  />^         ^  ^^ 

./  J?2«+ö-c2«-2^ft^ii-4+ J^p^^/ 

0 

eine,  wenn  auch  endliche,  jedoch  transcendente  und  zwar  logarith- 
mische Function  der  Coefficienten  a,/3,}^....  Ausdrücke  des  algebraischen 
Integrals  in  Functionen  von  a,  /?,  y  ....  sind  beispielsweise: 

y*dx    ^n  tt  ix^dx  ^ji  1 

Ein  logarithmisches  Integral  ist 

/^  ^'^  ^  ^^^  ^^  —  ''^^  ^« 

a^  +  ax*  +  b      a^o  +  ^i  '        ^o  —  ^i 


=     ,-L_,../J"/.+A/^^=^i. 


Fflr  die  allgemeinen  Integrale  habe  ich  nun  mittelst  vieler  mttbeToller 
Inductionen  folgende  Ausdrücke  gefunden: 
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0  r^= 


2>{-(l?-»o)Po+(p^-«v)/>,-....+  (Oe-».l)P./^_,j 


2>.S, 


p*. 


X»»]         2*  {-{i(f-no)P,+{(iQ-nv)P^-....±  (Op-;.l)  />./,_,; 

~2'     S,    • 
je  nachdem  n  von  der  Form  iq  oder  4  9' +  3  ist, 
00 


i»*-l 


)^o+(«**-»»')i',-....  +  (l.^-««)A./^_y^| 


'2--S, 


je  nachdem  n  von  der  Form  4^+1  oder  4 ^  +  3  ist     Obige  Integrale  gelten 
für  Ar^Vf     Sämmtliche  aber  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 


Ö) 


.x2«+  aa:2  n-2^  ^^211  -  4_f.  , 


enthaltenen  Partialintegrale  /|n— 2>  «^211—4)  ••••  «^^i  Jo  lassen  sich  durch 
Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen  berechnen.  Setzt  man  nämlich  der 
Kürze  wegen 

so  bilde  man  folgende  Gleichungen: 

a/2«-2-y/iii-4  +  «/aii-«— '^•^2«-8+ 


n 

""2 

/zn-J— i5«/2n  — 4+  ^/2«-6 — f /211-8  + =0 

a/z  11-4  —  7/2 11-6+  €^211-8  — =0 

•^2«  — 4-/5^2  11-6  +  0  /2«-8— =0 

0)  «/lii-6— y/211-8  + =0 

—  —  iJ^  +  nJi  =0 

.. ..  + v/ß— o/^  +  ^J,  =0 

. .  ..  +  f4/^— J/^  +  jr/,  =0 

+  v*^t  —  o^^t  +  ^^^o       =^^' 

Wenn  n    beträchtlich  gross  ist,    so    wird  das  vonEnneper  angewandte 
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Verfahren  der  directen  Bestiramang  eine  reine  Unmöglichkeit.  Ich  habe 
dasselbe  bis  zu  n  =  8  durchgeführt.  £  n  n  e  p  e  r  findet  mittelst  einer  scharf- 
sinnigen aber  schwierigen  Operation  das  Integral 

/dx  n  ^ß  -^  Y 

wozu  es  nnr  der  Auflösung  der  vier  linearen  Gleichungen 

aj^'-yj^  =0 

Ji-ßJt  +  iJo^O 
nach  der  Grösse  /«  bedarf.     Da  nun  aber  a,  /},/....  die  Coefficienten  der 

Gleichung  der  Quadratwurzeln  vou  [x^^]  =:0  sind,  so  ist  die  Verwandlung 
der  Integrale  in  Functionen  von  a,  6,  c ....  noch  von  der  Bestimmung  von 
a  abhängig.  Es  lässt  sich  also  das  Integral  nur  in  endlichen  und  all- 
gemeinen Functionen  von  a,  6,  c ....  ausdrucken,  so  lange  die  Gleichung 

a:^"— flx2«-2  ^  5^.2 ii-4_  ca:««-«  +  . . . .  ip  pa:«+ r=0 
nicht   den  achten  Grad   übersteigt.     Deshalb  ist  es  einfacher,  von  der 
Gleichung 

'auszugehen  und  die  Function  [x^*]  abzuleiten.  Uebrigens  lassen  sich  die 
Wurzeln  XgXfXf,.,,  immer  durch  eine  der  Nftherungsmethoden  finden. 
Für  den  Fall  n  =  4  ist  die  Gleichung  in  a 

c«  —  4a  o*  +  (6a*— 86  +  48/5)  «*—  (4a.»—  16a6  +  64c  +  32  }/d)  a* 
+  («•  — 46  +  8/5)«  =  0, 
also  eigentlich  vom  16*^"  Grade.     Sie  reducirt  sich  aber  auf  eine  biquadra- 
tische und  unter  gewissen  Voraussetzungen  auf  eine  quadratische  z.  B.  für 
a'd — c'ssO,  wenn  also  die  Function  [x^]  reciprok  ist.     Sie  geht  alsdann 
Über  in 

.         /   -./c\    •   »   ö* — 4a6  +  8c 

««-2  (a  +  4^£)  «.  + ^ =0. 

Unter  derselben  Voraussetzung  lässt  sich  das  l^olynom  [af]  in  zwei 
trinomische  Factoren  a:*+  (p' — 2)  x^  +  n  und  a^  +  (w* — 2)  a:'  +  n  «er- 
legen.    Setzt  man  einstweilen  it==l,  so  erhält  man  das  Integral 

OD 

J  W  +  («'*  —  2)  x*+  1]  [ar*+  (w»— 2)  o;'  +  1]      2  '  vw(v+w) 
giltig  für  V  und  n^  >  0.     Setzt  man  wc=v,  so  geht  dasselbe  über  in 

2r» 

0    "      •  ^  '       •    •• 

Vorstehender  Ausdruck  ist  unter  den  acht  verschiedenen  Werthen ,  welche 


11)       r    ^^        - 

J[ar*  +  (t;«-2)a:«-fl]«       2*     2 
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die  GleicbüDg  in  a  liefert,  der  einzig  giltige  nnd  habe  ich  die  Richtigkeit 
desselben  für  mindestens  acht  beliebige  Zahlenwerthe  von  v  mit  Hilfe  der 
Cotesischen  Näherangsformeln  bestätigt  gefanden.  Differensirt  man  die 
Gleichung  11)  nach  v^  so  erhält  man  noch 

y^s  r x^'^dx  _  1.3. 5... .(2m— 1)    i;»-f(2w+l) 

^['^*+(«'*-2)a;'+l]«+2--     (m+i)l2'"+i     '     t;»'«+3     ' 

Die  Berechnung  des  allgemeinen  Integrals  8),  nämlich 

geschieht  nach  Enn  ep er  dadurch,  dass  man  das  Polynom  [:»**]  in  Bi- 
nomialfactoren  zerlegt  und  den  Differentialquotienten  in  n  Partialbrüche. 
Bezeichnen  wir  also  mit  x*yX^*^x^ ....  die  ;t  Wurzeln  derGleichang  2a),  so 
setzen  wir 

ix^  +  x,')  {pf  +  x^)  (x«  +  .V)....(ar«+a;«-i«)      x^+x^^  "^  x^+x,^ 

und  berechnen  ü^  Ui  (/,  u.  s.  w.     Wegen  des  bestimmten  Integrals 

J  X*+Xq*~  2'  x^ 

lässt  sich  alsdann  die  Summe  der  partiellen  Integrale  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  x^^Xi^Xf'*  ausdrücken.  Da  die  Bestimmung 
des  allgemeinen  Integrals  sich  also  auf  die  Summirung  gewisser  sym- 
metrischer Functionen  reducirt,  diese  aber  für  das  allgemeine  Problem  sehr 
complicirt  sind,  so  habe  ich  durch  Berechnung  der  Integrale  niederer 
Ordnnng  von  unten  auf  durch  Indnction  zu  den  höheren  fortzuschreiten 
gesucht  und  durch  Zahlenrechnungen  bis  zum  12^*°  Grade  inclusive  con- 
trolirt.  Durch  Ableitung  verschiedener  Theoreme  aus  dieser  Reihe 
specieller  Integralformeln  ist  es  mir  schliesslich  gelungen,  nicht  nnr  das 
allgemeine  Integral  zu  entdecken ,  sondern  in  dem  snb  9)  angeführten 
Systeme  linearer  Gleichungen  das  Verfahren  aufzufinden ,  wie  diese  sym- 
metrischen Functionen  summirt  werden  können. 

Zunächst  will  ich  die  von  mir  nach  Enneper's  Methode  direct  be- 
rechneten Integrale  hier  vorführen.  Aus  denselben  wird  nämlich  theils 
entnommen  werden  können,  welche  Anordnung  derCoefficienten  a,  ß^  y.... 
hergestellt  werden  mnsste,  um  auf  das  System  0)  zu  gerathen,  theils  wird 
aus  ihnen  der  Sinn  der  Integrale  4),  5),  6),  7)  klar.  Das  allgemeine  Integral 
ist  nämlich 


Von  Dr.  Ludwig  Matthiessem.  307 


14)      /'l^^f-^: ^±^ 

Diese  Suminenforinel  lässt   Rieh   auch  in  Determinanten  auädrttcken 
(vergl.  diese  Zeitschrift  X,  pag.  505). 


11) 


111) 


IV) 


2  *  aB]' 


/*  dx      ^n     1 
a:*+a        2  '  et 

J*_       dx  _n     J n       ß^ 

x^+äx^+b  ~  2  '/3a"  ^  '  jJ  •  ^o' 

OD 

('a^dX    ^  7C       l    TT      ^0 

r  dx  n  a  7t       Cq 

J x*+ax*+bx*  +  r  ~  T  '  ^(«jg^T^  ~  2  '  j^„ 

/j-«aa:_  jt         J _n    B^ 

rx*dx »         ß      n     B, 

y^_Ä  aß—Y «        .0, 

[x»] ~  2  •  a  (— «»d+B/Jy  —  y«) ~"  2  •  a  .  £, 

=  T  •  «[-(«a-y^)c.+(o.a-y.i)c,] '  ^'•="'  ^'==''' 


__»    c. 


L*']  —  2  *(-«««  +  «/Jy-y')      2  •  E, 

rx^dx TT    y ^  jr  C, 

OD 

*j:*^a: n  ßy  —  6a  n  Cf 


OD 


V)   /^f^ ÜL — <t{ui — t)  +  y{ttß—y) »      1^ 


\        ^*    _ _^» 


7-  .[-(/».-ay)V+(l..-d«-)ÄI '  ''•=''''-'"  '''='''-' 
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f^dx       n 

r'^dx       n 

iy  —  |J«        »     Dt 
•        F,             2-  F.' 

•^i 

5«        «     /3(ay- 

-/Je)  — «(«d— t)       « 

[*' 

']   -  2  • 

^.                         »■ 

« - 

-(«/J-y)[(«^- 

y)a-oJ]  +  (ad-0[(«jS 

VI)    rg^  ^«-(i«/?-y)[(«^-y)a-«a  +  (ad-0[(Bi?-y)|?-(«a-OJ 


»      /"»        w  /■. 


0 


2'  f.c,      a  •  J[-(y?-td)£'o+(«i:-t«£^i-(o. £-£.!)£;] 

£,  =  — «  («f-,)+  f  («|S-y) 

£,=_y  («t_,)+t(«a_«)  =  +  «(yj— ta)_a(Of— ,.!) 

/OD 
x*dx «    —  «(«?)  +  g(«/^  —  y) £5    ^ 

y^^^^fr    — y(«a  +  g(aa  — 0     ^r    «  (y  fj-^ --_e  (Of--€  l)  _  «    £;, 
ao 

/Vgj  _«     — y(y{: — f <)+f (cf{:— f I?)  _<t    ^ 
J    [*«]   -2-  C.  -2-G.' 

=  ?  i8[-y(y^f<)+t(«^»ffl-^[-y(«0+t(«<-0]+^[-«(«»+t(«p-y)] 

n    £4 

~    2-  C.' 
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VII)     . 

^«  -[(ad-t)-y/,(«i?-y)]li;(«^-y)+»(«M-y(«g-n)l+«'[(«H)-'/«(«'M]' 
2-  i».[-(»n-W^.+  (|J'j-{:r)^.-0-i»-{;«)^.] 

_»       <?o    «    Co 

-lf,.H~  2  •  ,  [-(dij-t*)  /•,+OJij-ty)  F,-(li,-fa)  F.]' 

F,=  -(«|J-y)  [(aß-y)8-(at-t,)]+{ad-t)  [^„ß-y)ß-(ai-t)l 

Fi=  -  («^-y)  [(«'/J-y){;-(«d-0]+(«£-i,)  [(«/»-/)/»-(««-«)], 


/ 


Eine   Haoptschwierigkeit  des   ProblemB   bestand  anfangs  für   mich 
darin,  das  Product  der  Wurzelsammen 

So=(^o+Xt)  (^o+^t)  (^o+^i)  ....  (ar««2+ar,«i), 
welches  der  gemeinschaftliche  Divisor  aller  Integrale  derselben  Ordnung 
ist,  zu  finden  und  demselben  eine  Form  zu  geben,  die   eine  symbolische 
Bezeichnung  zulässt.     Als  solche  eignet  sich  am  besten  die  Gleichung 

15)        5.  =  — ({p  —  t;ro)/>o+(f*^  —  «v)/>,-.(Ar^  — «;)/>,+...• 
Sie  ist  immer  möglich  und  bietet  zugleich  die  Werthe  von  Pk^\  dar.     Das 
Product  5«  der  Wurzelsummen  der  Gleichung 

x^  — ax^-^+ßx^-^—YX^-^ +....  + nx  +  Q=:0 
kann  ausser  der  von  £  n  n  e  p  e  r  angewandten  Methode  noch  auf  mehrere  andere 
Arten  gefunden  werden.  Erstlich  also  dadurch,  dass  man  das  System  9) 
nach  /q  /(  . . . .  auflöst  und  von  zwei  Werthen  derselben  den  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sucht.  Noch  einfacher  aber  ist  folgendes  Verfahren.  Man 
eliminire  x  aus  den  beiden  Gleichungen 

.  a:"  — «jr*— *  +  ßx""^ — ya:"— *  ....  'jpnx  +  Q=0 

^  x''  +  ax''-^+ßx''-^+jx^-^....  +  nx+Q=0. 

f 
Die  Endgleichung  auf  Null   und  eine  ganze  Form  gebracht,  ist  dem 

Producte  5^,  gleich,  wenn  jene  vom  — ~ ^ten  Grade  ist  in  Bezug  auf  a, 

Ist  sie  von  höherem  Grade,  was  gewöhnlich  der  Fall  ist,  so  lässt  sie  sich 
stets  durch  Absonderung  überflüssiger  Factoren  auf  den  gedachten  Grad 
reduciren*).  Wie  einfach  dies  Verfahren  im  Vergleich  zu  dem  von 
Enneper  angewandten  ist,  möge  ein  Beispiel  beweisen.     Sei  n=4. 


*)  Lacroixy  £Um.  tfa/gibre  I,  No,  102,  193. 
Bret,  Journ.  de  Vieolepolyt  Cah.  XV, 
Lef^burtf  Corresp,  mw  ticole  polyL  vol.  11,  No.  3. 
Euter,  Introd,  in  analyMm  inftnilorum* 
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Aus 

x^ —  ajp*4-/Jjr* —  yx4-^  =  0 
ar*  +  ax^+  ßjc^  +  y^+i  =  0 
folgen  durch  Addition  und  Subtraction  ' 

cc*+  /3x«+  6  =  0,     ax*+  y  =  0. 
Die  Endgleichung  ist  also 


©■-^ö) 


+  «  =  0, 


folglich 

—  aM+«/Jy  —  y«=r  (arg  +  Xj)  {x^+  a-,)  (aro+^«)  (^i  +^ (a^i  +  a:,)  (ä-,+x.). 
Wir  fügen  bei  dieser  Gelegenheit  hinzu,  dass  man  auf  eine  ähnliche 
Art  die  Oleichung  der  Wurzelsumme  ^gS^g-f^ii  nämlich 

5'-  —  As''-  *  +  Bs^'^  —  C8^-^+  ....—M,+  N  =  0, 
_.: «(n-1) 


1.2  ' 

aus  den  beiden  Gleichungen 

(;r-%)"—«(^-V.)"-'  +  ^(^-V.)— '-....  +^(^— Vf)±^=0 

die  Grösse  x  zu  eliminiren.  Die  Endgleichung  in  s  ist  die  gesuchte. 
Dies  Problem  kann  zur  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  verwendet 
werden.     Für  die  biquadratische 

x*^aa^  +  ßa^  —  yx  +  6  =  0 
findet  man  die  bicubische  Kesolvente 

'•        ^         4  8  ^  16 

a'y+q/r— 4aJ  a^d  —  aßy+f 

32  '  64  ~    • 

welche  entweder  durch  die  Annahme  a=0  oder  Dach  Job  durch  Zerlegung 
in  drei  trinomische  Factoren  auf  den  dritten  Grad  gebracht  wird*). 

Aus  den   sub  I  bis  VII  berechneten  Integralformeln  lassen  sich  nun 
folgende  wichtige  Theoreme  unschwer  erkennen: 

Theorem  I.     Sind  x^  x^x^ ..,,  Xn^i  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 
a:»— ax«-^  +  /Ja:«-2  — ya:«-^»+ ....  +nx  ±q  =  0, 
so  ist  nach  14)  und  2b) 


*)  Lacroix^  Compl.  des  Elim.  italgebre.     Paris  1804.     No.  49. 

ßlomstrandt   de  melhodis  praecipuis  aequ.  soltUioneB  itweniauU,  Lwndoe  1847. 

pag.  20. 
ßcblesicke,  Aaflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades.    Gran.  Archiv, 

XVI,  1851. 
«Tob,  Beiträge  sur  Auflösung  der  Gleichungen«    Dresden  1804.    Progr« 
Mattbiessen,  L.,  Die  algebraischen  Methoden  derAnflösiing  der  litteralen 

Gleichungen.    Husum  und  Leipiig  1860.     No.  49* 


Von  Dr.  Ludwig  Matthibssbn.  V^      ^^ 


/'^^ a^^aa: 

Zur  Ergttnxong  dieses  Theorems  fügen  wir  hinen  mit  Hinweis  auf  3) 


19)  £ 


=/ 


a:*'»  +  («*-2|3)ic2'— 2^....+  (^— 20^)0:»  +  ^  » 
sowie  mit  Hinweis  auf  Band  X  dieser  Zeitschrift  png.  504 

für  unendlich  wachsende  o:  und  2Ar^2n — 2. 

Theorem  II.  Der  Divisor  S^  sftmmtlicher  Integrale  derselben  Ord- 
nung ist  gleich  dem  Producte  der  Wnrzelsummen  der  Gleichung  1). 

Theorem  III.  Der  Dividend  R^^  des  Integrales  J^  hat  denselben 
Typus,  wie  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  —  {oa  —  qti)  des  Productes 
von  den  Wurzelsummen  der  Gleichung 

x^-^^  —  a,  a:"+j3,  a:"->  — y,  «"~^  +  ....  +  P»  xJf^d^^O 
dividirt  durch  das  Absolutglied  g. 

Theorem  IV.  Die  Form  der  allgemeinen  Integrale  J«  und  J2ic  if^t 
in  den  sub  4),  5),  6)  und  7)  aufgestellten  Gleichungen  enthalten. 

Theorem  V.  Dieintegrale  /^,/t....^ti«-2  werden  durch  Auflösung 
der  sub  0)  angeführten  n  linearen  Gleichungen  berechnet. 

Theorem  VI.  Dividirt  man  15)  durch  Sq  und  multiplicirt  mit  —,  so 
folgt  hieraus: 

22)  a/2«-2 — y -^2  «-4  + »•^211 -6 — ....+»/»=    — , 

je  nachdem  n  von  der  Form  4q  oder  Aq-^iist;   hingegen 

23)  —  (^^  — Äo)/,+  (fi^  — »v)y^— ....  +  (Ip  — ««)/n-2=~, 

n 

ZA)  a^2»-2— y/2«-2+e/2fi-6  —  ....  +p/;i-2=  ~, 

je  nachdem  n  von  der  Form  Aq  +  l  oder  4^+3  ist. 
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/c 


Theorem  VII.     Das  allgemeine  Integral 

bestimmt  man  dadurch,  dass  man  in  dem  System  9)  statt  der  Coeföcienten 
a^  ß^  y  ,,,,  der  Functionsreihe  die  Coefficienten  ihrer  m^^^  Potenz  einsetzt, 
also  für  m  =  2 

2a,     a*+2|3,     2aß+2y,     ßi+2ay+2d,     2|3y+2o«+2£  u.  s.  w. 

§2. 
Folgerungen  filr  die  Theorie  der  Functionen  r{a)  und  B{a,  b). 

Ans  den  obigen  Sätzen  ergeben  sich  eine  Menge  schöner  Eigenschaf- 
ten der  Gamma-  und  Betafunctionen.     Setzt  mana:o=j?,=^f=5....=X|,— i, 
so  nehmen   die  Integrale  18)  und  19)   die  Form   von  Betafunctionen  an. . 
Nach  Binet^s  Bezeichnung  ist  diese  Function 

»        ^m) »  Pß) 

wo  I\a)  das  Euler 'sehe  Integral  erster  Gattung  oder  die  Gammafunction 
bezeichnet.     Da  nun 


25)  rx»-idx_r(k).iX''-k) 


0 


26)  /Lfü^f_  = 


(jc'+x,*)"       2 /1[n)  «,='"-"' 


ist,  80  werden  die  logaritbmischen  Functionen  algebraisch,  also 

„V         r.^ a-.»*-«.logi.a<a:„ B(k,n-k) 

"^        ^"^^  (.V-x.«)  («.•-;r.«)....(ar.'-x._.') "  2  .  x^'-  " 

Aus  dem  System  9)  ergeben  sich  nun  unter  derselben  Voraussetzung 
Xg=a?,=a:,=,...=a:«— i  die  Gleichungen 

«=(:)"•'  /j=(;)v.  y=(;)x..u.s.w. 

nach  der  üblichen  Bezeichnungsweise  derBinomialcoefficienten.  Multiplicirt 
man  in  dem  Systeme  9)  die  zweite  Gleichung  mit  a*o,  die  dritte  mit  x^  etc., 
so  erhält  man  folgendes  System: 

(;;)x.y,._,-(;)..v,»_,+(;)x.'/,.-s- .=f 

29)  (jjx,y,«_,-^j)*,V,»-4+(j)x,' /,„_,- =  0 

U.  S.  W.    U.  S.  W. 


Von  Dr.  Ludwig  Matthiessen.  313 

Da  nun  weiter 

'""^      J  (_x'+x*)»~       2r{n)x,  ix,        ' 

_  rZi—*  dx  _  r(%) .  rCn-'/O  ^i?('/., »-%) 

*"~*      ^   (*»+a:.')-~       2,r(n)x*  2x* 

U.  8.  W., 

80  erhält  man  folgende  Beziehungen  für  die  Betafnnctionen 

30)  (;)  l?(%,»-%)-(3)/?{%,'»-%)+(j)  »(%,«-%)-..  ..^n, 

31)  (;)5(%, «-'Ä)-©  i?(%,«-V.)  +  (j)  ^{%,n-%)-  . . .  .  =  0 
allgemein : 

»)(")H?--?)-(3)K"+''»-f-')  +  -=»' 

worin  m  eine  ungerade  Zahl   bezeichnet,   welche  grösser  als  die  Ein 
heit  ist. 

Dar(%)  =  /5i,     r(%)  =  %^i,    überhaupt 

/m  \      (m  — 2)(in — 4)  (m— 6)  ....H.l 

2    * 
so  erhält  man  noch 

35)  i,(;)r(«-%)-i0 r(«-%)+y  (;)  r(«-7.)-....=o. 

WOZU  die  allgemeinen  Formeln  sich  leicht  aus  32)  und  33)  ergeben. 
Da  weiter 

•^•■y  (a:«+.V)"~      2Xo2«-3  x,^--^' 

80  folgern  auch  noch  aus  21)  bis  24)  mehrere  andere  Formeln,  z.  B.: 

3«)  -[föö-OÖ]^C/.,.-V.) 


Zeitschliri  f.  i\1atheinalik  u.  Physik,  XII,  4.  21 
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§.3. 

OD 

Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  IJLz^.        , 

Obgleich  das  Integral  allgemeinster  Form  das  in  §.  1  betrachtete  als 
speciellen  Fall  in  sich  schliesst/so  soll  dasselbe  hier  namentlich  deshalb 
besonders  abgehandelt  werden,  weil  meine  Bestimmung  desselben  aich 
einzig  und  «Hein  auf  das  frühere  gründet  und  roeistentheils  ans  den  in 
§,  2  für  die  Betafunctionen  entwickelten  Formeln  durch  Analogie  hergeleitet 
ist.     Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Integral 

37)  r'jx^  +  Ba:^-^  +  Cx^-''  +  .,.,  +  Xx'  +  rx+Z 

worin  r  noch  eine  positive  ganze  Zahl  >1  bedeuten  soll.  Der  Fall  [a:'*"]'" 
wird  dann  nach  Theorem  VII,  §.  1  behandelt.  Wir  nehmen  also  jetzt  an, 
es  sei 

a:*-»— aa:^('—i)+ fta:^  <»-')— caf  («-3)+....  :|:pa:'-  +  r=0 
die    Gleichung    der   r**"   Potenzen    der    Wurzeln    a:^^,  a:^ . . . .  a:„_t     der 
Gleichung 

Sind  diese  n  Wurzeln  sämmtlich  reell  und  positiv,  so  bleibt  der  Divisor 
[a''"]  für  alle  Wertho  von  x  innerhalb  der  Grenzen  0  und  cx>  von  Null  ver- 
schieden und  das  Integral  hat  einen  angebbaren  Werth. 
Das  Integral 

OD 

^  J  x^'^-f-  flar'-<"-')-i- J^px^  +  r 

ist  so  lange  eine  bestimmbare  algebraische  Function  des  Coefficienton 
«,  /3,  y  . . . . ,  als  r  kein  Factor  von  2  k  ist.  Dieser  Satz  gründet  sich  auf  das 
Inte^rral 


3ö)  J^q:^^r-  =  — 7ir_V*-' 

0  "  r.stn 

r 

welches  zu  den  Eni  er' sehen  Integralen  erster  Gattung  gehört.  (Vergl. 
Instit.  calcuL  inlegr.  §.  355.  Petrop  1708—1794.)  Ist  r  ein  Factor  von  2Ar, 
so  wird  das  Integral  eine  transcendente  und  zwar  logarithmische  Function ; 
das  Integral  39)  nimmt  alsdann  den  Werth  oo  an.  Die  Berechnung  des 
allgemeinen  Integrals  37)  hängt  von  der  Auflösung  von  (r — \)n  linearen 
Gleichungen  ab  und  es  ist  merkwürdig,  dass  alle  transcendenten  Integrale 
durch  die  Natur  des  Gesetzes,  wonach  die  Gleichungen  des  Systems  ge- 
bildet werden ,  von  selbst  ausgeschlossen  werden.  Setzt  man  nämlich  der 
Kürze  wegen  wiederum 
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so  bilde  man  folgendes  System  von  Gleichungen: 

T  '      ^  O    T  •     ^^     I  r  •     ^^ 

ayr«-2  ^^ pJrnS  Stfl |-y /rii-4  Stn .... 

r  r  r 

....  +|LC  Jrn^T^iStn  ^ ^—   +    .  . . .  =  — 

r  '  r 

/rn-J  *«W aJrn^^Stn 1- P /r  fi~4  5m .... 

r  r  r 

. . . .  +  A  Jrn^r^i  Stn        ^ L   . . . .  =  0 

r  ' 

Jrn^ZStn CK  i/rfi-4  ««« h  ••  •  • 

r  r 

40)  ....  +  ÄJr»^r-2«m^Äl^   +    ....=0 

r  r 
=0 

=  0 

(r  +  i)7t 

aJm-r—iSm^ ^ ....  =0 

r 

Jrn^r^iStn- =0 

=0. 

Das  Integral   Jm^r  ist  offenbar  ein  logarithmisches  und  fallt,  wie   man 

rn  • 

sieht ,  durch  den  Coefficienten  sin  —  =0  aus  den  Beihen  aus.     Durch  das 

r 

in  dem  System  40)  herrschende  Gesetz  wird  auch  die  Bildung  dos  Systems  9) 

klar.     Denn  es  ist 

er /j  11-2  —  y'^2>i-4  +  «/2n-6  —  ij/zn— 8"« 

T  .    ^         /IT  .    2;r  .       _  3;r       ,  -  .   47E 

^«7211-2««  -  —  /5/2n-3««  Y  +  y«/2n-4««  — —  Ö^„-55««  — 

+  «7211-65«"—--.... 

worin  /2,-.3,  72«». 5  u.  s.  w.  logarithmische  Integrale  sind. 

Setzt  man  in  40)  r  =  QO,  nachdem  man  durch  —  dividirt  hat,  so  geht 


r 


das  System  wegen  I4m  sin   —  :  —  s=  m   über  in 

r       r 


21» 
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41)  Jrn-2— 2a-^r»-3+3i3Jr„_4— ....  =  0 

=  0. 

Zur  Erläuterung  des  Bildungsgesetzes  von  40)  bemerke  icb,  dass  die 
(r +  2)**,  (2r+3)**,  (3r4-4)'®  Reihe  jedesmal  wieder  mit  dem  Coefficienten  « 
beginnt.  Dasselbe  ist  auch  in  9)  der  Fall,  wenn  man  nachträglich  die 
logarithmischen  Integrale  einschaltet. 

Mittelst  der  aus  40)  berechneten  Integrale  lässt  sich   nun  'auch  das 
Product 

wovon  das  Product  Sq  ein  specieller  Fall  ist,  leicht  bestimmen.  Der  Aus- 
druck Sr-2  ist  nämlich  der  gemeinschaftliche  Divisor  sämmtlicher  Integrale. 
Beispielsweise  ist  für  r==3  und  w  =  3 

3  5J«  — 
3 

43)  •^6-/5^  + y-^8  =  o 

J^-^aJ^  +yJ,—0 


folglich 


(a»^—  ß)  ß  —  €ty      _       7r_       (««  —  /3)  /3  —  ay 


3  3 


3m- 


)">« 


/3=  IT'F»  "^4 


|J 


3  ^n  —      '  3  ^m  — 

3  3 

Jr=f{loga,ß,Y)\         •^4  =  —^-^^^^' 

3  .m  ^        ^^ 
3 


•'7 •  7;  • 

J 


3^w  — 


Es  ist  also 

Sf=(Xo'+x,x,+x,'){Xo'+XoX,+x,')  {x,'+x,x,+x,')  =(a*-/3)  i3'-«»y. 
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§•4. 
Folgernngen  ftür  die  Fnnotionen  r(a)  und  B(a,b). 

Setzt  man  wiederum  Xo  =  x,  =0:2  =  ....  =  x„«.i,  so  nimmt  das  Inte- 
gral J«  wiederum  die  Form  von  Betafunctionea  an.  Das  Euler'sche 
Integral  -<» 


(1  +  0:)-+*=    rCa+6)     =^^"'') 


'-^  dx    _  r(a)  .  nb) 
fa;)*+*~    r(c 

lässt  folgende  Verallgemeinerungen  zu : 


44)  f    ^'"'»^     ^      n<^)^  nb)      ^B{a,b) 


45)  ^  «r-^-taa: 


+*        r.  r{a+b)  .Xo^^-''' 

Dividirt  man  die  Gleicbung  des  Systems  40)  durch  >-  ,  schafft  in  der  ersten 

r 

Gleichung  die  1  nach  links  und  beachtet,  dass 

SO  erhält  man  folgende  Beziehungen  fUr  die  Betafunctionen : 


.Ar--7) 


(f.-i) 

^V(7.'-7)     m'(7.'-7)^ 

(f"-r) 


46)  "•"wTTirTzij"'**"" 


B 


U.S.W. 


w»(l,>-i) 


,=0 


+....=0 
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Beispielsweise  folgt  ans  der  ersten  Gleichung  für  n  =  4,  r  =  3 
^  8.5.2  7.4.1  1.5.2       ^ 

die  Glieder  mit  dem  Divisor  B  (0,  1)  fallen  sämmtlich  weg. 

Für  r  =  Qo   erhält    man    eine    bekannte   Eigenschaft    der    Binomial- 
coefficienten,  nämlich 

(;)-(;)+(;). ...+(„^)±(:)=«. 


§.5. 

Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  J  f"T>i' 

0     l^a;*»  J 

Das  Integral   ist  ebenso  leicht  zu  berechnen,   wenn  r  eine  rationale 
Bruchform  —  hat.     Man  braucht  nur  zu  substituiren 


1 


a:«'  =  y,     x  =  y»   und   dx  —  wy'^-'^dy. 

00 

Das  Integral  ist  so  auf  das  Integral  /    ^^^     zurückgeführt.     Da  nun  die 
untere  und  obere  Grenze  der  bestimmbaren  Integrale 


J  [y-'^r    •'•'«"-^-^  Ist? 

bilden,  so  sind 

J30«  QO 

P    *  — w>  m    vnm  — w  — t 

J[-"]      J  [«-]" 

0  0 

,die  Grenzen  der  bestimmbaren  Integrale  für  gebrochene  r.  Hieraus  geht 
nun  hervor,  dass  Integrale  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Art  für 
alle  reellen  ganzen   oder  gebrochenen    positiven  oder  negativen  Werthe 

00 

von  r  sich  berechnen  lassen,  so  lange  in  dem  Integrale  /  ^"^^  die  Be- 
dingang  w  +  l<r/im   erfüllt  bleibt.     So  z.B.    durch    Substitution    von 
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Das  System  48)  ist  nun  gültig   für  positiv«  und  negative  gebrochene 
Werthe  von  r,     Z.  B.  die  erste  Gleichung  giebt  für 

i_  3     J^CA)  •  n%)     +  3      JXV.)-r(V.)         ^       r(V.) .  r(V.) 


r(3)  /'(%)  r(%)       r(3)  r(%)  r(-%)      r(3)  n«/,)  r(-v,) 

=i-y.%;V.-%.%.v.=o, 

„=3,     r=% 

.    ^     r(%).r(v.)  r(V.).r(V.)  ■    _      r("/.).r(-v.) 

r(3)  ix%)  r(  - '/.)  "^  na)  r(%)  r(-  y.)       r(3)  ifv.)  r(-  %) 
=1+'/..'/..%  +  %.%.%  -  •/,.•/..•/. =0, 

M=3,     r=-% 

n   .  ,  J^(-v»)n"/»)    ,  ^   n-v,)r('V3)      .   n-2)n5) 

^  r(3)  /X-Va)  i'(Vs)      A3)  r(-%)  AVs)      r{z)  r{--i)  r(3) 

=  l-'/,.%Vs  +  %-73-Va  -  %.V,.'/,  =0, 

2)  %.V8.V3-%.%'/3  +  %-7s.y,  -  %.7,"/3  =  0, 

3)  V,.7,-V3-%-7,.%  +V,.73.'V3-%-73  73=0, 

4)  %-7,.%-  %.73.7,  +  %  %-%-%.%-%  =  o 

a.  8.  w. 
Ist  überhaupt  r  = ,    so  ist  gemäss  46) 


=  0, 


47) 


/n\     V  ^"/_M  J^ LZ+       f")_A 1-J=0 


u.  s.  w. 
Für  w  =  Vj  also  r  =  —  1 


/,A      r(«)         fn\r(n  +  l)      (n\r(n  +  -l) (n\    r(>«)    _ 

\V    /(i)      \i;""r(2)   ^V2;"r(3)  V'/r(«+l)-"' 

\oy    r(2)       Vv    i(3)   "^VV    r(4)  VV/Xw+a)"" 
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allgemein 

MiJ"Y^''+'''>     f'»Y("+'-+^) ,  fnyjn  +  r+Z)  Cn\  r{2n+r) 

""^Wnr+l)     VI/    y(r+2)    "^V'V    r(r+3) Wr(;i-r+l)-"' 

oder  auch  wegen  r(«  +  r)=(«  +r—  1)!  als  Facultät  geschrieben 

^„Yn+r  —  iy.      fnY>'+r)]      /n\(n+r+ 1)1  fn\(2n+r+l)l_^ 

eine  Gleichung,  welche  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  Binomial- 
coefficienten  darstellt. 

Aus  48)     folgt   noch   durch  Einsetzung  der   Gammafunction   für    die 
Binomialcoefficienten 
...       1         J1W__      i        nn  +  i)  1_    nn  +  2) 1_    r(n+3) 

^  r  (!)•  •  r(n+i)     r(2)« '    r(/i)   "^  r  (3)»  *  r(n-.i)     r(4)* '  r(ii-2) 

+  ....=0, 

oder  auch  durch  Einsetzung  des  Binomialcoefficienten  für  die  Gamma* 
functionen,  nachdem  man  durch  r(n)  dividirt  hat,  folgende  Beziehung 
zwischen  den  Binomialcoefficienten  und  figurirten  Zahlen: 

ocr)-(")  c)  +0("f  )-{3)er)+  ...=o 
»)  (".)  (?)  -ö("tv(;)cr)-öctv....=o 

0("t')-Ö("r)+(O("tVG)CtV.  .=» 

U.  8.   W. 

Diesen  Reihen  lassen  sich  auch  rückwärts  fortsetzen,  wie  folgt : 

-0("r)+C)  (■;)  -(OCf) +■•■•=» 
(;)("r)-G)  (:)  +ö(''t')-(oetv-.- 

(s)  (0  -(;)("t')+ö("tVöm +••■=« 


U.   8.   W. 

Durch  Addition  aller  dieser: 


")0("t')-(;)("t;i')+ö("t;r)-(:)et;t') 

+  ...    =0. 
Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  neue  Reihen  durch  Addition  aller 
vorhergehenden   entstehen.      Ebenso  lassen  sich  die  Systeme  46),  47),  48) 
rückwärts  fortsetzen;  z.  B.  47) 
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55)  +....==0 


+  ....=0. 
Durch  Addition  erhält  man 

^       Zw  w  n  j. '" 

V  V  V 


XIT, 
Bestimmung  der  symmetrischen  Function 

der  Wurzeln  einer  Gleichung  vom^'^''  Orade. 

I        Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Husum. 


Wenn  oTq  x,  a:, . . . .  ir,^~i  die  m  Wurzeln  der  Gleichung 

bezeichnen ,  so  lassen  sich  folgende  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
durch  Auflösung  von  (w  —  1)  m linearen  Gleichungen  berechnen: 


^0  —  ^1        ^0""^2        ^0—^3  ^l"-^3        ^1—^3  a:,«-2  — ^m-1 

o-o+Xj      Xo  +  oTj     oTo+arj  a^i+oc^      ^1+^3  x„_2+fC— 1 

....(a:«-.2"+^m-i''), 

ferner    durch    Auflösung   von    {n+  r —  2)    m    linearen    Gleichungen    die 
Function 


4) 


go"  + Ji"  V+Xt^        j:,»  +  a:-,»  aJi^  +  jT,»        jr„^^  +  jr^_,n 


Die  Bestimmung  der  Functionen  2),  3)   und  4)   lässt  sich  offenbar   auf  die 
von  1)  reduciren.     So  ist  z.  B. 
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v^o  -pa:,  ;  —        ,         ,         ^         „  . 

•*'0  •»'1  •*'0  •*'!         •*'0        •*'l 

Die  von  mir  angewandte  Methode,  die  Function  1)  zu  bestimmen 
durch  die  Coefficienten  a, /3,  y  ...  der  Gleichung  [af]  =  0  besteht  darin, 
das  System  5)  in  XI  nach  y  aufzulösen.     Wenn  alsdann 

R 

der  auf  die  kleinste  Benennung  gebrachte  Wnrzelwerth  ist,  so  ist  die  ge- 
suchte Function  1)  gleich  S. 

Bezeichnen  wir  die  Hanptgrössen  des  Systems  mit 

^nm-2)      ynm  —  ly      ^nm— 4  •  •  •  •  ^ai      Vty      tfxy      f/o 

und  setzen  jede  n^^  dieser  Grössen  gleich  Null,  also 

ymm-n^t  =y«m-2»i-l=  ....  =  ^2«  -  1  =  ^11— 1  =Ö, 
80  ist 

ay«w-2— /5yiim-8  +  yynw-4— +  lynm^n      +  vy»m-»-2  +  •  • .  .=  1 

yiim-2— «yiim-3  +  /5y««._4  — +xy„«-„       +  |Äy„„_«_2  +  • . .  .=0 

yiiin-.3— «yii»i-4  + ±.«y»m-«    +^yiim-«-2  +  .  ..=o 

y«m-4  — ayni»-6+ +  xy,«,-«-2  +  .  • .  .=0 

=0 

ay««-«-2— /3y»w-«— 2+...  =0 

y««_n— 2— ay»iii-«-3+ . . .  .=0 

y««-«-3+....=0 

=0. 

Bestimmt  man  aus  diesen  (n—i)m  Gleichungen  ynm^2  und  ^»«—39 
wobei 

yROT— 2 —  "^>      l^fim~3 —    c 

sein  wird,  so  ist  der  gemeinschaftliche  Divisor  S  die  gesuchte  Function. 
Zur  grösseren  Deutlichkeit  nehmen  wir  beispielsweise  »  =  5,  m=3.  Die 
Functi<9nsreihe  ist 

o:'—  acx^+ßx  —  y  =  0, 
also 

«  =  ^0  +  ^1  +  ^81     /5  =  ^0^1  +  ^o^t +  *^i  ^2»     y  +  ^0^1  ^1- 


Gesucht  wird  die  symmetrische  Function 

=  ^(«, /3,  y). 


X^ — J?l       jr^j — j?,       X, — 0?, 

Hierzu  dienen  folgende  zwölf  Gleichungen : 
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— «yi8+/5yit"-yy,i="-i 
yia— ayit+/3yu— yy,o=o 

yio        —ßy^  +  rvi^^ 
"^ys  +  ßyT-yye^^ 

y?  — «ye  +  /5y5  =0 
%— «ys  +yy8=o 
ys  — /5y8  +  yy2=ö 
—  «y8  +  /^y2-yyi=o 
ys  — «y2  +  /5yi— yyo=o. 

Berechnet  man  hieraus  y,,  und  y,,,  so  findet  man 

U.  8.  W. 

Die  Function  F{a,  ß,  y)  lässt  sich  noch  auf  einem  anderen  Wege  be- 
stimmen, nämlich  mittelst  der  Discri  min  ante  der  Gleichung  dem»«" 
Potenzen  der  Wurzeln  der  Functionsreihe. 

Nach  Brioschi  erhält  man  die  Discriminante  einer  homogenen 
Gleichung  zweier  Variabein,  indem  man  die  beiden  partiellen  Differential- 
quotienten gleich  Null  setzt  und  die  Variabein  eliminirt.  Setzt  man  also, 
um  sie  homogen  zu  machen,  in  der  Gleichung 

s    a:«-.aa:"»-i+jSa:*'-2_y^-8+__qp^a:+^=0=F(a:) 

V»  statt  j?,  multiplicirt  sie  mit  «"•  und  sucht  die  partiellen  Differential- 
quotienten, so  erhält  man 

r^^(y,  Ol 

— y  (m— 3)y~-'*2«+ . . . .  =0 

rdFCy,  2)-] 

[-— gJT— J=--«y~-'*+2/?y-'-2z-.3yy~--»z«+....==:0. 

Die  Endgleichung  ist  die  Discriminante  D.  Diese  hat  aber  eine  merk- 
würdige Beziehung  zu  der  Gleichung  der quadrirten Differenzen, 
indem  sie  proportional  ist  dem  Absolutgliede  derselben. 
Es  ist  also 

Verwandelt  man  nun  die  Functionsreihe  F(s)  in  eine  andere,  deren 
Wurzeln  die  «*«»  Potenzen  derselben  Wurzeln  sind ,  so  kann  man  auch  die 
Discriminante  Jm  erhalten  als 
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^^ ^i  (V-^i")*  (V-^'t")'  (^o"--^r)*. . . .  (^m-2"-a:«_t«/. 

Dividirt  man  beide  GleicbuDgen,  so  erhält  man  ofiPenbar  das  interessante 
Ergebniss 


y 


j/^=F{cc,ß,Y....). 


Da  nun  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  dass  /"(a,  ß,  y)  stets  eine  rationale 

Form  hat,  so  ergiebt  sich  hieraus  noch  das 

Theorem:  Die  Discriminante  einer  algebraischen 
Function  steht  zu  der  Discriminante  einer  Function, 
deren  Wurzeln  die  w*®°  Potenzen  der  Wurzeln  der 
ursprünglichen  Function  sind,  immer  im  quadra- 
tischen Verhältniss. 

Hieraus  folgt  noch 

^«"-^'"  .f^lzi3l  .  V-^'"  ../"_-_^-_*"^'"=  7/^  rrational). 


XIU. 

XTeber  die  räumliche  Projeetion  (Beliei^erspective), 
insbesondere  diejenige  der  EngeL 

Von 

Rafael  Morstadt, 

Assistent  der  descriptlven  Geometrie  am  Polytechniknm  zu  Prug. 


(Hierzu  Tafel  V,  Figur  9  bis  13.) 


Der  Verfasser  hat  vor  mehreren  Jahren  nach  den  Principien  der 
räumlichen  Darstellungsmethode  Modelle  einfacher  geometrischer  Körper- 
formen, sowie  ein  grösseres  architectonisches  Relief  verfertigt. 

Da  sich  binnen  Kurzem  diese  Arbeiten  an  mehreren  Lehranstalten 
beifälliger  Aufnahme  erfreuten  und  mehrfach  die  Mittheilung  der  den 
Modellen  zu  Grunde  liegenden  Constructionen  gewünscht  wurde,  sowie 
deshalb ,  dass  die  Methode  der  Eeliefprojection  als  die  allgemeinste  Dar- 
stellungsmethode überhaupt  in  den  Lehrbüchern  über  darstellende 
Geometrie  bisher  keinen  Platz  fand ,  bereitete  der  Verfasser  eine  Abhand- 
lung zum  Drucke  vor,  in  welcher  diese  Methode  entwickelt  und  speciell 
die  den  Keliefmodellen  als  Grundlage  dienenden  Constructionen  mit  Be- 
merkungen über  die  Modellirung  selbst  begleitet,  erläutert  werden. 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  zum  Theil  dieser  Abhandlung  entnommen, 
insbesondere  in  denjenigen  Parthien,  für  welche  die  Bildlichkeit  hervor- 
ragend wichtig  ist. 

Jedoch  sollen  gegenwärtig  die  Beziehungen  der  Elementarformen  in 
projectivischen  Räumen  im  Allgemeinen  in  gedrängter  Kürze  dargestellt 
und  hierdurch  auf  die  folgenden  Constructionen,  welche  sich  auf  Flächen 
zweiten  Grades  und  insbesondere  die  Kugel  beziehen,  vorbereitet  werden. 
Die  neugeometrischen  Beziehungen,  namentlich  die  der  Involution  von 
räumlich  collinearen  Systemen,  welche  bedeutender  Erweiterungen  fähig. 
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von  besonderem  wissenschaftlichen  Interesse  sind,  entlehnt  der  Verfasser 
grossentheils  den  Vorlesungen  des  Herrn  Professor  Dr.  Fiedler  über 
darstellende  und  neuere  Geometrie  und  kann  nicht  umhin,  dies  zu 
erwähnen. 


1)  Wenn  man  von  einem  festen  Centrum  Strahlen  nach  den  Punkten 
einer  Raumform  gezogen  denkt  und  in  diesen  zu  jedem  Originalpunkte 
den  ihm  entsprechenden  nach  einem  bestimmten  Gesetze  ableitet,  so  erhält 
man  ein  neues  Gebilde,  von  welchem  man  sagt:  es  sei  mit  dem  Originale 
in  centraler  Lage. 

Die  Art  des  Ableitungsgesetzes  bedingt  zwei  wesentlich  verschiedene 
Formen  des  neuen  Gebildes,  je  nachdem  den  einzelnen  Punkten  eines 
Strahles  als  Originalen  ein  und  derselbe  Punkt,  oder  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Punkten  entspricht  oder  je  nachdem  zu  jedem  Punkte  eines 
Strahles  ein  anderer  Punkt  desselben  Strahles  als  entsprechender  gehört. 

Im  ersteren  Falle  ist  das  £rgebniss  der  Ableitung  die  centrale 
Projection  der  gegebenen  Raumform  auf  einer  ebenen  oder  krummen 
Fläche,  in  letzterem  wieder  ein  räumliches  Gebilde,  ein  Modell  im  weiteren 
Sinne.  Die  gewöhnliche  Modellirmethode,  welche  die  Herstellung  eines 
der  Origiualform  ähnlichen  Gebildes  zum  Zwecke  hat,  ergiebt  sich  in  der 
That  als  ein  Spccialfall  der  allgemeinen  räumlichen  Centralcollineation. 

2)  Die  räumliche  Darstellung  von  Raumgrössen  setzt  den  Begriff 
zweier  unendlichen  Räume,  welche  sich  durchdringen,  voraus. 

Diese  beiden  Räume  stehen  vorläufig  in  der  Beziehung  zu  einander, 
dass  auf  jedem  Strahle,  der  dem  projicirenden  Bündel  angehört,  Original- 
punkt und  Ableitung  liegen ;  es  tritt  aber  sofort  vollständige  Bestimmtheit 
der  Beziehungen  beider  Räume  ein,  sobald  das  Ableitungsgesetz  fest- 
gestellt wird. 

Es  muss  sich  auf  folgende  Bedingungen  gründen:  Jedem  Punkte  des 
einen  Raumes  soll  ein  Punkt  des  anderen  Raumes,  jeder  Geraden  wieder 
eine  Gerade  und  jeder  Ebene  wieder  eine  Ebene  entsprechen.  Dies  wird 
erreicht  durch  die  Annahme  eines  Systems  von  zwei  parallelen  Ebenen, 
deren  eine  sich  selbst  entspricht,  d.  h.  Original  und  Ableitung  zugleich  re- 
präsentirt,  während  die  andere  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Original- 
raumes als  Ableitung  zukommt. 

Die  erstere  soll  Collineationsebene,  die  letztere  Fluchtebene  heissen 
und  beziehungsweise  durch  «S  und  F  bezeichnet  werden.  Dass  sie  parallel 
sein  n^üssen,  folgt  daraus,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  ihre  Schnittlinie, 
als  der  Collineationsebene  angehörend,  sich  selbst  und  als  Gerade  der 
Fluchtebene  einer  unendlich  fernen  Geraden  gleichzeitig  entsprechen 
müsste,  dies  steht  aber  mit  den  festgesetzten  Bedingungen  im  Wider- 
spruche. 
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Bezüglich  der  Lage  des  Centrums  gegen  die  Collineations-  und  Flacht- 
ebene  tritt  bei  der  allgemeinen  Entwickelang  der  KaomcoUineation  nnr 
insoweit  eine  Beschränkung  ein,  als  dasselbe  nicht  in  letzterer  liegen 
darf.  Durch  Feststellung  der  drei  Grundfactoren:  Centrum,  Collineations- 
und  Fluchtebene  ist  die  projectivische  Beziehung  beider  Bäume  vollkommen 
bestimmt.  Legt  man  durch  das  Centrum  irgend  eine  Ebene ,  so  schneidet 
dieselbe  die  Ebenen  des  Systems  in  parallelen  Geraden,  welche  mit  dem 
Centrum  ein  ebenes  collineares  System  bestimmen,  in  welchem  die  Schnitt- 
linie mit  der  CoUineationsebene  die  Spur,  die  Schnittlinie  mit  der  Flucht- 
ebene  die  Fluchtlinie  liefern. 

3)  Die  Strahlen,  welche  durch  das  Centrum  nach  den  einzelnen 
Punkten  einer  Geraden  von  beliebiger  Richtung  gezogen  werden,  bilden 
ihre  projicirende  Ebene  und  diese  enthält  die  Ableitung  der  Geraden. 

Man  findet  letztere  einfach  dadurch ,  dass  man  die  Ableitung  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  gegebenen  Geraden  als  Schnittpunkt  ihres 
Parallelstrahles  in  der  Fluchtebene  bestimmt  und  den  so  erhaltenen 
Fluchtpunkt  mit  dem  Durchgangspunkte  in  der  CoUineationsebene  ver- 
bindet. 

Das  projicirende  Büschel  der  Originalgeraden  schneidet  die  Ableitung 
in  einer  Punktereihe,  welche  mit  der  Reihe  der  Originalpunkte  projec- 
tivisch  und  gleichzeitig  in  perspectivischer  Lage  ist. 

Bestimmen  die  Originalpunkte  gleiche  Strecken  auf  der  Geraden,  so 
bilden  je  drei  aufeinanderfolgende  Ableitungen  mit  dem  Fluchtpunkte 
vier  harmonische  Punkte. 

Durch  die  Darstellung  der  Geraden  ist  auch  die  eines  einzelnen  Punktes 
gesichert;  denn  man  hat  darch  denselben  nur  irgend  eine  die  Collineations» 
ebene  schneidende  Gerade  zu  legen  und  deren  Ableitung  mittelst  des 
projicirenden  Strahles  zu  durchschneiden.  Hiervon  wird  Gebrauch  ge- 
macht ,  wenn  es  sich  um  die  Ableitung  einer  zur  CoUineationsebene  paral- 
lelen Geraden  handelt,  weil  für  diesen  Fall  die  Benutzung  von  Flucht- 
und  Durchgangspunkt  nicht  angeht.  Offenbar  ist  die  Ableitung  jetzt  dem 
Originale  parallel.  Denkt  man  die  in  Fig.  9  dargestellte  Gerade  un- 
begrenzt und  von  einem  Punkte  a  vollständig  durchlaufen,  ferner  zur 
jedesmaligen  Lage  des  beweglichen  Punktes  die  entsprechende  in  der  Ab- 
leitung bestimmt,  so  ergeben  sich  folgende  nützliche  Relationen: 

a)  Der  Durchgangspunkt  d  der  Geraden  in  der  CoUineationsebene 
entspricht  sich  selbst ; 

b)  dem  unendlich  fernen  Punkte  u  entspricht  der  Fluchtpunkt  f\ 

c)  demjenigen  Punkte  a,  welcher  bezüglich  des  Centrums  jenseits 
der  CoUineationsebene  von  dieser  eben  so  weit  absteht,  als  das 
Centrum  von  der  Flnchtebene,  entspricht  der  Halbimngspunkt  a 
der  Strecke  fd\ 

d)  dem  Punkte  d,   der  mit  a  den  gleichen  Abstand,    aber  im  ent- 
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gegengesetztem  Sinne  von  der  CoUineationsebene  hat,  entspricht 
deV  anendlich  ferne  Punkt  der  abgeleiteten  Geraden,  weil  für  d 
der  projicirende  Strahl  zur  letzteren  parallel  läuft. 
Es  finden  demnach  zwischen  den  Strecken  der  beiden  Geraden  6  undC?' 

folgende  Beziehungen  statt: 

Der  unbegrenzten  Strecke  du  entspricht  die  begrenzte  df, 
der  begrenzten  Strecke  dd  die  unbegrenzte  dö' 

und 

der  unbegrenzten  du  entspricht  die  unbegrenzte  fu. 

Wenn  man  durch  die  Punkte  8  und  a  Ebenen  parallel  zur  Col- 
lineationsebene  legt,  so  kommt  jedem  Punkte  der  ersteren  Ebene  die 
nnter  d  angeführte  Eigenschaft  zu,  ihre  Ableitung  liegt  also  im  Unend- 
lichen und  aus  analogen  Gründen  fällt  die  Ableitung  der  anderen  Ebene 
in  die  Mitte  zwischen  Collineations-  und  Fluchtebene. 

Jene  beiden  Ebenen  mögen  als  erste  und  zweite  Parallebene  (P^  und  Pf) 
bezeichnet  werden. 

Weil  nun  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Originalranmes  die  Flucht- 
ebene und  der  als  Original  betrachteten  ersten  Parallelebene  die  unendlich 
ferne  Ebene  des  abgeleiteten  Baumes  entsprechen,  werden  die  Flucht- 
und  erste  Parallelebene  auch  zweckmässig  als  Gegenebenen  des  Systems 
bezeichnet. 

Da  einer  Schaar  von  parallelen  Geraden  ein  und  derselbe  Fluchtpunkt 
zukommt,  so  entspricht  ihr  als  Ableitung  ein  Strahlenbündel  und  insbeson- 
dere eine  Parallelenschaar,  wenn  jene  der  CoUineationsebene  parallel 
ist.  Einem  Strahlenbttndel  entspricht  stets  wieder  ein  solches,  wenn  sein 
Scheitel  der  ersten  Parallelebene  nicht  angehört,  im  anderen  Falle  aber 
eine  Parallelenschaar.  Ein  jeder  Strahl  des  projicirenden  Strahlenbündels 
entspricht  sich  selbst,  seine  einzelnen  Punkte  aber  fallen  mit  ihren  ent- 
sprechenden nicht  zusammen ;  die  einzige  Ausnahme  hiervon  bilden  Gen 
trum  und  Durchgangspunkt  in  der  CoUineationsebene. 

Diese  beiden  Punkte  liefern  die  Doppelpunkte  der  in  dem  Strahle 
vereinigten  projectivischen  Reihen  der  Originalpunkte  und  deren  Ab- 
leitungen. 

Es  liegt  nun  die  Frage  sehr  nahe,  ob  die  beiden  projectivischen  Reihen 
in  einem  Strahle  nicht  involu torisch  werden,  können  und  unter  welchen 
Voraussetzungen  dies  geschehe. 

Die  Frage  entscheidet  sich  dahin,  dass  dieser  Fall  eintritt,  wenn  die 
Flnchtebene  in  die  Mitte  zwischen  Centrum  und  CoUineationsebene  gelegt 
wird;  denn  alsdann  findet  ein  Zusammenfallen  der  Gegenebenen  des 
Systems  statt  und  infolge  dessen  eine  Vereinigung  der  den  unendlich 
fernen  Punkten  beider  Reihen  entsprechenden  Punkte. . 

Fig.  10  zeigt  diese  Beziehung  an  einem  Strahle.  Dem  Punkte  a,  als 
Punkt  der  Originalreihe,   entspricht  a'  als  Ableitung;  ebensowohl  aber 
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entspricht  dem  Punkte  a,  als  zur  abgeleiteten  Reihe  gehörend,  der  Punkt  a 
als  Original,  woraus  die  Vertauschbarkeit  der  entsprechenden  Elemente 
beider  Reihen  klar  hervortritt. 

Centrum  und  Durchgangspunkt  des  betrachteten  Strahles  in  der 
Collineationsebone  bilden  die  Doppelpunkte  und  der  Schnittpunkt  in  der 
Fluchtebene  das  Centrum  der  Involution. 

Man  überzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  bei  der  in  Fig.  10  getroffenen 
Anordnung  des  Systems  auch  Original  und  Ableitung  jeder  beliebig  ge- 
legenen Geraden  diese  Vertauschbarkeit  besitzen,  wie  dies  an  der  Ge- 
raden G  ersichtlich  ist,  dass  man  also  auch  Elemente  des  einen  Raumes  mit 
solchen  des  anderen  Raumes  zu  neuen  Formen  combiniren  könne,  um  in 
den  entsprechenden  Elementen  die  Bestimmungsstücke  der  zugehörigen 
Formen  zu  erhalten, 

4)  Eine  gegebene  Ebene  E  (Fig.  11)  schneide  die  Collineationsebene 
in  der  Geraden  E*  (Spur). 

Wenn  man  in  E  eine  Schaar  paralleler  Geraden  gezogen  denkt,  so 
entspricht  diesen  ein  Strahlenbüschel  mit  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte 
jener  Schaar  als  Scheitel  und  wiederholt  man  dasselbe  für  andere  Parallelen- 
schaaren,  so  ergiebt  sich  als  Ort  sämmtlicher  Flachtpunkto  eine  zur 
Spur  E*  parallele  Gerade  E^  (Fluchtlinie).  Sie  ist  offenbar  die  Schnitt- 
linie der  Fluchtebene  mit  der  durch  C  gehenden,  zur  gegebenen  parallelen 
Ebene.  Indem  nun  die  Ableitung  jeder  in  E  gezogenen  Geraden  die 
Spur  und  Fluchtlinie  schneiden  muss ,  bildet  die  Ebene  E'  der  parallelen 
Geraden  E^  und  Ef  die  Ableitung  von  E. 

Die  betrachtete  Ebene  wird  durch  das  System  der  vier  Ebenen 
S^F^Px  und  Pi  in Parallelstteifen  getheilt,  welche  ganz  analoge  Beziehungen 
zu  ihren  Ableitungen  zeigen,  wie  solche  für  die  Strecken  auf  einer  Geraden 
'erörtert  wurden. 

Von  besonderen  Lagen  einer  Ebene  sei  derjenigen  erwähnt,  wo  sie 
der  Collineationsebene  parallel  ist.  In  diesem  Falle  wird  die  Bestimmung 
der  Ableitung  durch  Spur  und  Fluchtlinie  unmöglich;  gleichwohl  aber 
kann  dieselbe  durch  Angabe  eines  einzigen  Punktes  der  abgeleiteten  Ebene 
erfolgen,  da  letztere  dem  Originale  parallel  läuft. 

Für  die  Ableitungen  von  Ebenensystemen  hat  man  unmittelbar 
folgende  Merkmale : 

Einer  zur  Collineationsebene  parallelen  Ebenenschaar  entspricht 
wieder  eine  solche;  einer  Schaar  von  parallelen  Ebenen  aber 
überhaupt  ein  Ebenenbüschel  mit  der  gemeinschaftlichen  Flucht- 
linie als  Scheitelkante;  endlich  einem  Ebenenbüschel,  dessen 
Scheitelkante  der  ersten  Parallelebene  angehört,  eine  Schaar 
paralleler  Ebenen. 
In  der  Figur  sind  von  joder  dieser  Schaaren  drei  Ebenen  dar- 
gestellt. 
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5)  Die  Ableitnng  einer  ebenen  Figur  ergiebt  sich  als  Querschnitt 
ihres  projicirenden  Kegels  durch  die  Ableitung  ihrer  Ebene. 

Offenbar  besitzen  die  ursprüngliche  und  neue  Figur  nebst  der  Eigen- 
schaft, dass  ihre  entsprechenden  Punkte  auf  Strahlen  eines  Büschels  liegen, 
auch  noch  die,  dass  sich  entsprechende  Gerade  auf  einer  festen  Axe 
schneiden. 

Bringt  man  die  Originalehen e  und  ihre  Ableitnng  durch  Drehung  uro 
ihre  Schnittlinie  in  eine  und  dieselbe  Ebene,  so  werden  die  obigen  Be- 
ziehungen zwischen  den  in  ihnen  liegenden  Figuren  nicht  gestört,  man 
erhält  homologe  oder  collineare  Figuren  in  einerlei  Ebene. 

Dieser  Fall  tritt  auch  unmittelbar  ein,  wenn  die  Originalebene  durch 
das  Centrum  geht. 

Wäre  als  Originalfigur  z.  B.  ein  Parallelogramm  gegeben,  so  ent- 
spricht diesem  ein  Vierseit,  dessen  Gegenseiten  in  der  Fluchtlinie  der 
zugehörigen  Ebene  zusammentreffen  und  umgekehrt  wird  einem  beliebigen 
Vierseit  als  collineare  Figur  ein  Parallelogramm  entsprechen,  wenn  die 
Schnittpunkte  seiner  Gegenseiten  der  ersten  Parallelebene  angehören. 
Die  collineare  Figur  einer  Curve  stimmt  bezüglich  ihres  Grades  sowohl, 
als  ihrer  Ordnung  mit  dem  Originale  überein;  den  Tangenten  am  Original 
entsprechen  Tangenten  in  den  zugehörigen  Punkten  der  Ableitung. 

Als  CoUinearverwandte  des  Kreises  ergeben  sich  alle  Kegelschnitte. 
Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  eine  oder  die  andere  Gattung  auf- 
tritt, sind  nachstehende: 

Liegt  die  Ebene  des  Originalkreises  parallel  der  Collineations- 
ebene,  so  wird  die  collineare  Figur  stets  wieder  ein  Kreis. 
Gleichwohl  kann  aber  auch  bei  schräger  Lage  der  Kreisebene  die 
Ableitung  als  Kreis  erscheinen,  nämlich  dann,  wenn  die  ab- 
geleitete Ebene  den  projicirenden  Kegel  des  Originalkreises  anti- 
parallel schneidet.  Wenn  der  Originalkreis  die  erste  Parallel- 
ebene berührt,  so  wird  eine  der  Mantellinien  des  projicirenden 
Kegels  und  zwar  die  nach  dem  Berührungspunkte  gehende  der 
Schnittebene  parallel,  die  Ableitung  wird  eine  Parabel.  Durch- 
schneidet endlich  der  Originalkreis  die  erste  Parallclebene ,  so 
muss  seine  Ableitung  eine  Hyperbel  werden,  weil  dann  die 
beiden  nach  den  Schnittpunkten  laufenden  Mantellinien  des 
projicirenden  Kegels  der  Schnittebene  parallel  werden.  Wäre 
in  den  angeführten  Fällen  das  Centrnm  in  der  Kreisebene  selbst 
gelegen,  so  änderte  dies  Nichts  an  den  Merkmalen  Über  die 
Gattung  des  entstehenden  Kegelschnittes. 

6)  Eine  räumliche  Curve  wird  im  abgeleiteten  Systeme  wieder  durch 
eine  solche  von  derselben  Ordnung  und  Classe  repräsentirt. 

Die  gleichzeitige  Betrachtung  der  entwickelbaren  Fläche  einer  Raum- 
cnrve  lehrt,  dass  den  Tangenten  in  den  einzelnen  Punkten  der  Original- 
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carve  die  Tangenten  in  den  zugehörigen  Punkten  der  Ableitung  ent- 
sprechen, ferner  dass  die  abgeleitete  Fläche  die  Fluchtebene  in  einer 
Curve  durchschneidet,  welche  direct  construirt  werden  kann  als  Quer- 
schnitt des  aus  dem  Centrum  beschriebenen  Fluchtkegels  der  Original- 
fläche  mit  dieser  Ebene. 

Selbstverständlich  hat  die  abgeleitete  Fläche  mit  dem  Original  einerlei 
Spur  in  der  CoUineationsebene.  • 

Eine  Kegelfläche  wird  im  abgeleiteten  Systeme  im  Allgemeinen  wieder 
durch  eine  Kegelfläche  vertreten ,  für  deren  Bestimmung  nebst  der  Ab- 
leitung des  Scheitels  die  Fluchtlinie ,  Spur,  oder  die  Ableitung  einer  Leit- 
linie des  Originals  benatzt  werden  können. 

Die  Ableitung  einer  Kegelfläche  nimmt  jedesmal  dann  eine  cylin- 
drische  Gestalt  an,  wenn  der  Scheitel  des  Originals  in  der  ersten  Parallel- 
ebene liegt  und  enthält  der  nach  ihm  gehende  Strahl  die  Richtung  der 
Mantellinien  des  Cjlinders. 

Einer  Cjlinderfläche  in  allgemeiner  Lage  entspricht  eine  Kegelfläche 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkte  der  Mantellinien  als  Scheitel 
und  für  den  besonderen  Fall,  wo  letztere  der  CoUineationsebene  parallel 
sind,  wieder  eine  Cylinderfläche. 

7)  Eine  windschiefe  Begelfläcbe  muss  nothwendigerweise  durch  eine 
Fläche  derselben  Gattung  im  abgeleiteten  Systeme  vertreten  werden; 
denn  ihre  Ableitung  ist  ofl'enbar  zunächst  eine  Regelfläche,  weil  Geraden 
wieder  Gerade  als  Ableitungen  entsprechen.  Die  neu  erhaltene  Fläche 
muss  aber  auch  windschief  sein;  denn  würden  sich  aufeinanderfolgende 
Lagen  ihrer  Erzeugenden  schneiden,  so  führte  dies  auf  den  Widerspruch, 
dass  zwei  verschiedeneu  Punkten  des  Öriginalsystems  ein  und  derselbe 
Punkt  im  abgeleiteten  Systeme  entspräche. 

Durch  die  Ableitungen  der  drei  Bestimmungsstücke  der  Originalfläche 
ist  auch  die  neue  Fläche  bestimmt,  überdies  liefert  die  Schnittlinie  des 
Fluchtkegels  der  Fläche  mit  der  Fluchtebene  des  Systems  ein  viertes 
Bestimmungselement  und  hierdurch  Genauigkeitsproben  für  die  Con- 
struction. 

Wenn  die  ursprüngliche  Fläche  eine  Richtebene  besitzt,  so  degenerirt 
ihr  Flnchtkegel  in  die  durch  das  Centrum  gehende  zur  Richtebene  parallele 
Ebene,  die  Fluchtlinie  der  Fläche  wird  daher  eine  Gerade. 

Die  Anwendung  des  eben  Gesagten  auf  die  Conoide  zweiten  Grades 
führt  sofort  zu  folgenden  Resultaten : 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  habe  als  Leitlinien  die  Geraden  Jlf,,  M^ 
und  als  Richtebene /?,  welche  der  CoUineationsebene  nicht  parallel  sei.  Als- 
dann entsprechen  den  beiden  Leitlinien  zwei  windschiefe  Gerade  M\  M\ 
und  der  Stellung  der  Richtebene,  als  der  dritten  unendlich  fernen  Leit- 
linie des  Paraboloids,  die  Fluchtlinie  R^  im  abgeleiteten  System. 
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Offenbar  wird  nun  eine  Gerade,  welche  sich  als  Transversale  längs 
den  drei  sich  paarweise  krenzenden  Leitlinien  ^'|  ^^i?/*  fortbewegt,  in 
jeder  ihrer  Lagen  einer  Mantellinie  des  Paraboloids  entsprechen  und  daher 
als  Ableitung  des  letzteren  ein  einfaches  Hyperboloid  erzengen.  Weil 
dieses  aber  die  Flnchtebene  in  der  Geraden  Anschneidet,  muss  noch  eine 
zweite  seiner  Mantellinien  derselben  Ebene  angehören  und  man  erkennt 
als  solche  die  Fluchtlinie  der  Bichtebene  der  zweiten  Schaar  von  Mantel- 
linien des  Paraboloids. 

Die  beiden  Fluchtlinien  vertreten  die  unendlich  fernen  Mantel! inien 
des  Paraboloids  und  ihr  Schnittpunkt  erscheint  als  Repräsentant  des  Be- 
rührungspunktes dieser  Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  eine  der  Bichtebenen  der  Collineations- 
ebene  parallel  ist,  giebt  die  Ableitung  wieder  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  eine  Schaar  von  Mantellinien  der  Collineatiousebene  parallel  läuft, 
während  die  andere  Schaar  die  Fluchtebene  in  einer  Geraden ,  der  Flucht- 
linie der  zweiten  Bichtebene,  durchschneidet. 

Wenn  als  Leitlinien  eines  einfachen  Hyperboloids  die  Geraden  Z|  Z,  Z, 
gegeben  sind,  welchen  die  Geraden  L\L\L\  entsprechen,  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  klar,  dass  letztere  die  neuentstehende  Fläche  bestimmen 
und  dass  diese  im  Allgemeinen  wieder  ein  Hyperboloid  sein  werde.  Die 
durch  das  Centrum  parallel  zu  denMantellinien  des  gegebenen  Hyperboloids 
gelegten  Strahlen  bilden  den  Fluchtkegel  der  Fläche  und  bestimmen  in 
der  Ebene  F  einen  Kegelschnitt  als  Fluchtlinie  des  Hyperboloids  und 
seines  Asymptotenkegels  zugleich,  die  Ableitungen  der  beiden  letzteren 
Flächen  werden  sich  in  jenem  Kegelschnitte  berühren  müssen,  weil  das 
Gleiche  bezüglich  ihrer  Originale  und  der  unendlich  fernen  Ebene  gilt« 

Specialisirt  man  die  Lage  des  einfachen  Hyperboloids  in  Beziehung 
auf  die  Ebenen  des  Systems ,  indem  man  eine  der  Leitgeraden ,  etwa  Z,  in 
die  erste  Parallelebene  verlegt,  so  folgt,  da  L\  jetzt  ins  Unendliche  fällt, 
d.  h.  zu  einer  Stellung  wird,  dass  die  Ableitung  ein  hyperbolisches  Parabo- 
loid sein  werde,  dessen  zweite  im  Unendlichen  liegende  Mantellinie  der- 
jenigen Mantellinie  des  Hyperboloids  entspricht,  in  welcher  dieses  noch 
von  der  ersten  Parallelebene  geschnitten  wird. 

Die  Erzeugung  der  Begelflächen  zweiten  Grades  aus  projecti vischen 
Ebeneubüscheln  überträgt  sich,  da  durch  die  Ableitung  die  Projectivität 
nicht  gestört  wird,  vollständig  in  das  neue  System. 

8)  Die  abgeleiteten  Gestalten  von  Umdrehnngsflächen  lassen  sich 
durch  die  Ableitungen  ihrer  Parallelkreise,  Meridiane  oder  auch  von 
Parallelschnitten  zur  Collineationsebene  allgemein  charakterisiren«  Die 
Mittel,  deren  sich  die  darstellende  Geometrie  bei  Behandlung  von 
Problemen  über  Umdrehungsflächen  zu  bedienen  pflegt,  finden  auch  bei 
Operationen  mit  räumlich  collinearen  Systemen  ihre  Anwendnng.  So 
z.  B.  übertragen  sich  Berührungsebenen,  berührende  Kegel-  und  Cylinder- 
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flächen  in  gleicher  Eigenschaft  ans  dem  ursprünglichen  in  das  neue  System 
und  zwar  entsprechen  sich  ihre  bezüglichen  Berührungselemente  als  Origi- 
nal und  Ableitung.  Aus  der  grossen  Menge  von  Umdrehungsflächen  mag 
die  Kugel  als  einfachster  Kepräsentant  hervorgehoben  und  an  ihre  einige 
bemerkenswerthe  Constructionen  gezeigt  werden. 

Denkt  man  die  Kugelfläche,  deren  Collinearverwandte  bestimmt 
werden  soll,  durch  eine  Ebenenschaar  geschnitten,  so  erhält  man  als  Ab- 
leitungen der  entstandenen  kreisförmigen  Schnitte  ein  System  von  Kegel- 
schnitten, welches  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  muss;  denn 
offenbar  kann  jede  beliebig  geführte  schneidende  Ebene  die  neuerzeugte 
Fläche  nur  in  einer  Linie  zweiten  Qrades,  als  der  Collinearverwandten 
desjenigen  Kreises  schneiden ,  welchen  das  der  betrachteten  Schnittebene 
entsprechende  Original  mit  der  Kugel  erzengt. 

Derjenigen  Schaar  von  Kreisen  der  Kugel ,  welche  der  Collineations- 
ebene  parallel  sind,  entspricht  auf  der  abgeleiteten  Fläche  wieder  eine 
zur  Collineationsebene  parallele  Schaar  von  Kreisen,  ausserdem  aber 
existirt  im  Allgemeinen  noch  ein  zweites  System  vott  Schnittebenen  der 
Kugel,  welchem  in  der  Ableitung  Kreise  entspringen.  Es  gehören  zu 
letzterem  System  nämlich  solche  Ebenen,  deren  Ableitungen  die  Eigen- 
schaft besitzen ,  dass  sie  mit  den  projicirenden  Kegelfiächen  der  in  jeneu 
gelegenen  Kreise  antiparalleie  Schuitte  hervorbringen.  Wenn  man  aus 
jeder  dieser  beiden  Schaaren  von  Ebenen  diejenigen  betrachtet,  welche 
die  Kugelfiäche  in  Kreisen  von  unendlich  kleinen  Halbmessern  schneiden, 
so  übergehen  ihre  Ableitungen  in  Berührungsebenen  der  neuen  Fläche 
und  zwar  in  Ebenen  von  kreisförmiger  Berührung. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  deren  von  jeder  Schaar  zwei,  sie  bestimmen 
die  vier  Kreispunkte  der  Fläche  zweiten  Grades.  Die  Existenz  der 
Kreispunkte,  sowie  der  Umstand,  dass  die  abgeleitete  Fläche  einer  Kugel 
nnmöglich  gerade  Linien  enthalten  kann,  da  sonst  ein  Gleiches  am  Original 
stattfinden  müsste,  weisen  darauf  hin,  dass  alle  Flächen  zweiten  Grades, 
die  Kegelfiächen  ausgenommen,  als  Ableitungen  der  Kugel  gewonnen 
werden  können. 

Bezüglich  der  Gattung  der  abgeleiteten  Fläche  lässt  sich  im  Vorhinein 
Folgendes  feststellen: 

Wenn  die  gegebene  Kugelfiäche  mit  der  ersten  Parallelebene  keinen 
Punkt  gemein  hat,  ist  ihre  Ableitung,  da  sie  keine  unendlich  fernen  Punkte 
besitzen  kann,  stets  ein  EUipsoid ;  insbesondere  gestaltet  sie  sich  zu  einem 
dreiaxigen  oder  Rotationsellipsoid,  wenn  der  Kugelmittelpunkt  beziehungs- 
weise ausserhalb  oder  in  die  Normale  vom  Centrum  zur  Collineations- 
ebene fällt. 

Berührt  die  gegebene  Kugelfiäche  die  erste  Parallelebene,  so  werden 
(He  Ableitungen  aller  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Ejreise 
Parabeln,  die  neue  Fläche  wird  ein  elliptisches  oder  Rotationsparaboloid 
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und  schneidet  endlich  die  Kugelfläche  die  erste  Parallelebene,  so  erscheint 
als  Ableitung  ein  getheiltes  dreiaxiges  oder  Rotationshyperboloid. 

Unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  CoUineationsebeue  die  Polarebene 
des  Centrums  in  Bezug  auf  die  Kugel  sei  und  die  Fluchtebene  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  liege  (vergl.Art  3  und  Fig.  10),  entspricht  die  Kugel 
sich  selbst  in  der  Weise ,  dass  die  zu  beiden  Seiten  der  Collineationsebene 
gelegenen  Theile  wechselseitig  Original  und  Ableitung  darstellen,  sie  ent- 
sprechen sich  involutorisch. 

9)  Es  sei  das  System  der  festen  Ebenen  S  und  F  (Fig.  12)  mit  dem 
Centrum  C  in  solcher  Lage,  dass  S  zwischen  Fnnd  fliege;  überdies  seien 
diese  Ebenen  normal  zur  Zeichnungsebene  und  das  Centrum  (7,  sowie  der 
Mittelpunkt  m  der  darzustellenden  Kugel  in  ihr  gelegen,  Voraussetzungen, 
welchen  stets  durch  eine  einfache  Transformation  gentigt  werden  kann. 

Beschreibt  man  aus  m  den  grössten  Kreis ,  in  welchem  die  Kugel  die 
Ebene  der  Zeichnung  durchschneidet,  so  ergiebt  sich  nach  der  vorher- 
gehenden Nummer,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Ableitung  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  sein  werde. 

lieber  die  Lage  seiner  Axen  gegen  die  Ebene  S  giebt  folgende  Be- 
trachtung Aufschluss: 

Die  Zeichnungsebene,  als  Symmetrieebene  der  Kugel  sowohl,  als  des 
Ellipsoids ,  bildet  jedenfalls  die  Ebene  eines  Hauptschnittes ;  ihre  normale 
Lage  aber  gegen  die  zur  Collineationsebene  parallele  Schaar  von  Kreis- 
schnitten des  Ellipsoids  char akter isirt  sie  vollends  als  Ebene  der  grossen 
und  kleinen  Axe  des  letzteren  und  demgemäss  ist  die  mittler«  Axe  der 
Collineationsebene  parallel« 

Der  zu  S  normale  Durchmesser  der  Kugel  liefert  in  der  Ableitung 
einen  Durchmesser  des  Hauptschnittes,  welcher  den  zu  S  parallelen  Sehnen 
conjugirt  ist. 

Man  verlängere  ab,  bis  S  in  d  getroffen  wird,  ziehe  Cf\\aby  verbinde  d 
mit  f  und  bemerke  darin  die  Punkte  a  b'  mittelst  der  projicirenden  Strah- 
len aC  und  bC, 

Der  zu  a*b'  conjugirte  Durchmesser  des  Hauptschnittes  ergiebt  sich 
entweder  dadurch,  dass  mau  zum  Halbirungspunkte  o'  der  Strecke  ab'  den 
entsprechenden  Punkt  o  aufsucht  und  die  in  letzterem  zu  ab  normale 
Sehne  yA  nach  g'hW\gh)  projicirt,  oder,  indem  man  gh  als  Polare  des 
Schnittpunktes  t  von  ab  mit  der  ersten  Parallelebene  Pi  bestimmt  nndg' h' 
daraus  ableitet*).  Aus  den  beiden  conjugirten  Durchmessern  Hessen 
sich  nun  sofort  die  Axen  des  Hauptschnittes  finden,  sie  würden  nach  dem 
Obigen  zugleich  die  grosse  und  kleine  Axe  des  Ellipsoids  liefern  und  da 


*)  Da  taob  yier  harmonische  Punkte  sind  und/'  ins  Unendliche  fällt,  muss 
ao  -=.0  Ü  werden. 
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g  K  einen  der  grössten  Kreise  des  Ellipsoids  darstellt,  ist  die  mittlere  Axe 
bereits  ihrer  Kichtang  und  Grösse  nach  bekannt.  Man  bemerkt,  dass  aV 
das  eine  Paar  von  Kreispunkten  des  Ellipsoids  ist. 

Um  die  zweite  Schaar  von  Kreisschnitteu  des  Ellipsoids  zu  ermitteln, 
construire  man  die  Polarebene  @  des  Centrums  in  Beziehung  auf  die 
Kugel,  lege  in  die  Mitte  zwischen  @  und  C  eine  Ebene  §  und  bestimme 
ihre  Schnittlinie  T  mit  der  ersten  Paralielebene  Pf. 

Alsdann  entsprechen  allen  Kreisen  auf  der  Kugel,  deren  Ebenen 
jene  Schnittlinie  enthalten,  abermals  Kreise  in  der  Ableitung;  den  beiden 
Berührungspunkten  aber  von  Ebenen  dieses  Büschels  entspricht  das  zweite 
Paar  von  Kreispunkten  des  Ellipsoids. 

Diese  Construction  findet  in  Nachstehendem  ihre  Begründung: 

Fig.  13  zeigt  das  System  der  Ebenen  5,  /*,  P^  mit  dem  Centrum  und 
Kugelmittelpunkte  in  derselben  gegenseitigen  Lage,  wie  in  Fig.  12. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  eine  ^ur  Zeichnungsebene  normale  Schnitt- 
ebene E  der  Kugel  so  zu  legen,  dass  ihre  Ableitung  E'  den  projicirenden 
Kegel  des  sich  ergebenden  Schnittkreises  vtv  antiparallel  schneidet,  d.h .  dass 
<  Cvtv  ^=iCw  V  werde.  Besässe  die  Ebene  E  in  der  That  diese  Eigen- 
schaft, so  wäre  auch  sofort  die  ganze  Schaar  der  Kreisschnittebenen  des 
Ellipsoids  bekannt;  denn  weil  dieselbe  E'  parallel  sein  muss,  so  wäre  sie 
die  Ableitung  des  Ebenenbüschels,  welchem  Tals  Scheitelkante  zukommt. 
(Vergl.  Nr.  4.) 

Denkt  man  die  Ebene  E  durch  Drehung  um  T  in  die  Grenzlage  Ei 
gebracht,  in  welcher  sie  die  Kugel  in  dem  unendlich  kleinen  Kreise  p 
schneidet,  so  zieht  sich  der  zugehörige  projicirende  Kegel  in  den  Strahl 
pC  zusammen,  gleichwohl  muss  auch  dieser  noch  die  Eigenschaft  des 
antiparallelen  Schnittes  an  sich  tragen,  d.h.  ^CpE^*  muss  5=3<C/?'-£/ 
sein.     Da  aber  £^pp  Ey'^pCT,  so  folgt  pr=  CT. 

Gleiches  gilt  auch  für  die  zweite  Grenzlage  der  Ebene  E.  Hierdurch 
wird  aber  das  Problem  der  Kreisschnitte  der  projicirenden  Kegel  auf  das 
einfachere  reducirt:  an  den  Kreis  vpw  eine  Tangente  so  zu  legen,  dass 
das  Dreieck  Cp  7  gleichschenkelig  und  zwar  TC=  Tp  werde. 

Diese  Aufgabe  findet  in  folgender  Construction  ihre  directe  Lösung: 

Man  lege  an  den  Kreis  eine  Tangente  j£„  verbinde  ihren  Berührungs- 
punkt pj  mit  C,  mache  <^zpiC=  zCp^  und  bemerke  2|  als  Schnittpunkt 
von  %  und  dem  neuerhaltenen  Schenkel  Cz.  Wiederholt  man  dasselbe 
für  andere  Tangenten  des  Kreises,  namentlich  für  die  durch  C  gehenden, 
für  welche  z  in  die  Mitte  zwischen  p  und  C  fällt,  so  findet  man  als  Ort  des 
Punktes  z  eine  gerade  Linie.  Denn  fast  man  die  Figur  als  centralprojec- 
tivische  Construction  auf,  in  welcher  je  ein,  aus  einem  Punkte  der  Polare  @ 
an  den  Kreis  gehendes  Tangentenpaar  Original  und  Bild  einer  Kreis- 
tangeute dariitellt,  so  erhalten  die  Geraden  Cp,  welche  offenbar  den  Tan- 
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gentenpaaren  parallel  sind,  die  Bedeutung  von  Flachtstrablen  und  müssen 
als  solche  mit  den  eugebörigen  Bildern  der  Tangenten  in  Punkten  einer 
Geraden,  der  Fluchtlinie  (Gegenaxe)  des  central  -  collinearen  Systems,  zu- 
sammentreffen. 

Sie  ist  offenbar  der  Polare  des  Punktes  C  in  Bezug  auf  den  Kreis 
parallel  und  hälftet  den  Abstand  von  Pol  und  Polare. 

Unterlegt  man  den  Linien  der  Figur  ihre  eigentliche  Bedeutung  als 
Spuren  von  Normalebenen  zur  Ebene , der  Zeichnung,  so  erkennt  man  in 
den  Geraden  @  und  §  die  Collineations-  und  Fluchtebene  eines  involu- 
torischen  Systems  (Nr.  8  Schlussbemerkung)  und  lässt  sich  demgemäss  die 
Gerade  T  als  Schnittlinie  der  beiden  ersten  Parallelebenen  des  involuto- 
rischen  und  ursprünglichen  Systems  definiren. 

Die  Construction  Fig.  12  giebt  nun  in  p  und  g  diejenigen  Punkte  der 
Kugel,  welchen  das  zweite  Paar  von  Kreispunkten  des  EUipsoids  ent- 
spricht und  in  der  Ebene  To  den  Kreis  rs  als  Original  des  zweiten  gröss- 
ten  Kreisschnittes. 

Man  kennt  jetzt  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser  des  Haupt- 
schnittes ,  welche  gegen  die  Axen  desselben  symmetrisch  liegen  und  kann 
nun  letztere  höchst  bequem  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  ermitteln.  Dem 
Umstände,  dass  die  Scheitelkante  T  des  Ebenenbttschels,  welchem  in  der 
Ableitung  die  zweite  Schaar  von  Kreisschnitten  des  EUipsoids  entspricht, 
als  die  Durchschnittslinie  der  ersten  Parallelebenen  des  ursprünglichen 
und  involutorischen  Systems  hervorgeht,  entspringt  die  Eigenthümlichkeit, 
dass  man  das  ursprüngliche  System  SF  gegen  das  festgedachte  Centrum 
verschieben,  den  Abstand  der  Ebenen  S  und  F  von  einander  oder  vom 
Centrum  vergrössern  oder  verkleinern  könne,  ohne  dass  die  Ebenen  des 
neuen  Büschels  aufhörten,  ihre  zugehörigen  projicirenden  Kegelflächen  in 
Kreisen  zu  schneiden. 

Specialisirt  man  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Systems  S  F  gegen 
@  %  und  setzt  die  Ebenen  beider  Systeme  parallel  voraus ,  so  hat  dies  zur 
Folge,  dass  jetzt  die  Schnittlinie  T  im  Unendlichen  liegt  und  daher  die 
beiden  Schaaren  von  Kreisschnitten  übereinfallen.  Die  vom  Centrum  nach 
dem  Kugelmittelpunkte  geführte  Gerade  wird  zur  Axe  der  nun  entstehenden 
Umdrehungsfiäche. 

Die  Darstellung  des  elliptischen  Paraboloids  und  getheilten  Hyperbo- 
loids als  Ableitungen  der  Kugel  wird  durch  ganz  analoge  Operationen 
erledigt. 

10)  Wenn  man  Centmm,  Collineations-  und  Fluchtebene  in  der  an- 
geführten Beihenfolge  anordnet  und  die  abgeleiteten  Gestalten  von  Ob- 
jecten,  die  in  Bezug  auf  das  Centrum  jenseits  der  Collineationsebene 
situirt  sind,  wirklich  körperlich  vorhanden  denkt,  so  müssen  diese  Formen 
einem  im   Centrum  befindlichen  Auge  den  Eindruck   der  Originale  ge- 
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währen,  da  die  projicireuden  Strahlenkegel  beiden  Gruppen  von  Raum- 
gebilden  gemeinschaftlich  sind. 

In  diesem  Sinne  bildet  die  Methode  der  ränmlichen  Darstellung  die 
allgemeinste  Modellirmethode;  sie  ersetzt  die  Originalformen  durch  solche 
von  geringeren  Dimensionen  und  findet  als  Darstellung  en  relief  in  den 
bildenden  Künsten  praktische  Yerwerthnng. 

Bei  der  Darstellung  eines  Reliefs  aber  treten  sofort  Beschränkungen 
in  der  Wahl  des  Projectionssystems,  auf,  durch  welche  die  früher  befolgte 
Methode  des  unmittelbaren  Projicirens  ihre  Brauchbarkeit  verliert;  denn 
der  Maassstab  der  Darstellang  und  die  Distanz  werden  fast  ausnahmslos 
eine  solche  Grösse  besitzen,  dass  die  Bestimmungselemente  des  Reliefs 
ausserhalb  der  zu  Gebote  stehenden  Zeichnungsfläche  fallen. 

Am  zweckdienlichsten  für  die  wirkliche  Ausführung  eines  Reliefs 
erscheinen  wohl  in  den  meisten  Fällen  seine  orthogonalen  Projectionen 
auf  die  Collineationsebene  und  auf  eine  das  Centrum  enthaltende  Normal- 
ebene zu  letzterer,  welche,  der  natürlichen  Lage  des  Systems  im  Räume 
entsprechend,  als  horizontal  vorausgesetzt  werden  darf. 

Es  lehrt  nun  eine  einfache  Betrachtung,  dass  die  erstere  Projection 
erhalten  wird,  indem  man  das  perspectivische  Bild  des  Originals  auf  der 
Collineationsebene  (Bildebene)  für  denjenigen  Punkt  alsProjectionscentrum 
construirt,  in  welchem  die  durch  das  ursprüngliche  Centrum  gehende 
Tafelnormale  die  erste  Parallelebene  des  räumlichen  Systems  trifft. 

Die  andere  Projection  erscheint  als  collineare  Figur  der  Orthogonal- 
projection  des  Objectes  auf  der  betrachteten  Ebene. 

Lässt  man  die  Collineationsebene  und  die  zu  ihr  normale  zweite  Projee- 
tionsebene  mit  der  Aufriss-  und  Grundrissebene  einer  Orthogonalprojection 
zusammenfallen,  so  hat  man,  um  die  Projectionen  des  Reliefs  irgend  eines 
Objectes  zu  erhalten,  nur  zwei  perspectivische  Bilder  unter  obigen  Voraus- 
setzungen zu  construiren,  wobei  man  nicht  unterlassen  wird,  durch  zweck- 
mässige Benützung  des  einen  derselben  Vereinfachungen  bei  der  Con- 
struction  des  anderen  zu  erzielen  und  sich  der  in  der  Perspectivlehre  ent- 
wickelten Constructionsbehelfe  im  ausgedehntesten  Maasse  zu  bedienen. 

Anhang. 

Schliesslich  mögen  noch  einige  im  Vorhergehenden  begründete  Be- 
merkungen über  die  Beleuchtungsverhältnisse  folgen,  sofern  sie  die  Selbst- 
und  Schlagschatten  an  einem  Relief  betreffen. 

a)  Wenn  ein  Relief  durch  parallel  einfallende  Lichtstrahlen ,  also 
Sonnenlicht ,  beleuchtet  wird ,  so  entprechen  die  erscheinenden  Schatten- 
grenzen im  Allgemeinen  einer  Centralbeleuchtung  des  Originals ,  wobei  die 
Lichtquelle  der  ersten  Parallelebene  angehört  (Nr.  8).  Nur  in  dem  be- 
sonderen Falle,    wo    die    Lichtstrahlen   der   Collineationsebene   parallel 
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einfallen,    stimmen  Kelief  und  Original  bezüglich    der  Schattengrenenz 
überein. 

b)  Umgekehrt  setzt  die  Belenchtung  des  Reliefs  aus  einem  Punkte  der 
Fluchtebene  Parallelbeleuchtung  des  Originals  voraus. 

c)  Jeder  anderen  Centralbeleuchtung  des  Reliefs  entspricht  wieder 
Centralbeleuchtung  im  Original,  aber  für  eine  andere  Lichtquelle.  Ein 
Zusammenfallen  der  leuchtenden  Punkte,  also  Uebereinstimmung  der  Be- 
leuchtung im  Relief  und  Original  tritt  dann  ein,  wenn  der  leuchtende 
Punkt  in  der  Collineationsebene  liegt. 

Welche  von  diesen  natürlichen  und  künstlichen  Beleuchtungsarten 
realisirbar  sei ,  ist  der  Beschaffenheit  eines  Reliefs ,  als  eines  körperlichen 
Gebildes,  unschwer  zu  entnehmen. 


XIIL 

üeber  einen  besonderen  Fall  anomaler  Fläohenneigong 

an  Apatit. 

Von 

Director  A.  Püegold  in  Aussig. 


(Hierzu  Tafel  IV,  Figur  14.) 


Nachdem  die  yom Herrn  Professor  Brei th aap t  vor  bereits  länger  als 
dreissig  Jahren  nachgewiesenen  Anomalien  der  Flächenneigung  an 
tetragonalen  und  hexagonalen  (resp.  rhomboedrischen)  Krystall formen 
neuerdings  nicht  blos  um  neue  Beispiele  dieser  Art  vermehrt,  sondern  über- 
dies auch  noch  durch  die  Beobachtung  der  gleichzeitig  mit  ihnen  auf- 
tretenden Modificationen  der  optischen  Eigenschaften  bestätigt  und  zu 
allgemeiner  physikalischer  Bedeutung  erhoben  wurden ,  musste  sich  auch 
das  Interesse  an  den  Krystal laxen,  als  Argumenten  des  optischen 
Charakters  der  Krystalle,  erhöhen.  Ich  unterzog  daher  den  £inflass, 
welchen  eine  Aenderung  der  relativen  Grösse  und  Lage  der  Krystallaxen 
auf  die  Neigung  der  Krjstatlflächen  zunächst  im  tetragonalen  und  hexa- 
gonalen Systeme  ausübt,  einer  systematischen  Untersuchung,  deren  Er- 
gebnisse ich  seiner  Zeit  zu  veröfifentlichen  hoffe,  aus  denen  ich  hier  jedoch 
vorläufig  einen  besonderen  Fall  hervorheben  möchte,  welcher  sich  bei  An- 
wendung der  gefundenen  allgemeinen  Formel  auf  gemessene  Neigungs- 
winkel des  Apatit  ergeben  hat. 

Nach  Herrn  Professor  Breithaupt  (Handb.  d.  Mineralogie  II,  277) 
zeigen  am  alpinen  Apatit  {PoUachiies  galacticus)  die  Flächen  der 
primären  Pyramide  P  dreierlei  Neigungen  gegen  die  Hauptaxe,  nämlich: 

ein  neben  einander  liegendes  Flächenpaar  ( <^=+T  )  vorn  je  =40° 45',  ein 
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neben  einander  liegendes  Flächenpaar  lß= —  -i)   hinten  je=  40^  4l'   und 

endlich  ein  domatisch  einander  gegenüber  liegendes  Flächenpaar  (/)  je 
=^  40°  49",  entsprechend  dem  auf  Taf.  IV,  Fig.  14  ersichtlichen  Ornndriss, 
und  daher  denn  bei  unverändert  rechtwinkliger  Stellung  der  Hauptaxe 
zur  Ebene  der  Nebenaxen  der  Pyramide  P  halbe  Mittelkeile 

an  Flächen  a  =  40^  15', 

an  Flächen /J  =  40*  19' 

an  Flächen  y  =  40'  11'. 

Diese  Verschiedenheiten  der  Neigung  der  Pjramidenflächen  wider- 
sprechen einer  oder  mehreren  der  normalen  Bedingungen  der  Axen  des 
hexagonalen  Systems,  d,  i.  Gleichheit  der  sechs  horizontalen  Halbaxen, 
jede  mit  den  ihr  benachbarten  den  Winkel  von  60^  bildend  und  rechtwinklig 
zur  Hauptaxe.  Die  immerhin  symmetrische  Anordnung  der  gleichen  und 
ungleichen  Mittelkeile  aber  deutet  auf  die  entsprechende  Symmetrie  in  den 
Anomalien  jener  Axenbedingungen.  Da  inzwischen  trotz  alledem  am 
Apatit  die  Symmetriegesetze  des  hexagonalen  Systems  in  voller  Wirk- 
samkeit bleiben,  so  liegt  schliesslich  nahe  und  erscheint  am  natürlichsten, 
nach  wie  vor  von  der  normalen  Lage  und  Grösse  hexagonalcr  Axen  aus- 
gehend, die  beobachteten  Winkel  Verschiedenheiten  als  Anomalien  von  den 
normalen  Bedingungen  abzuleiten. 

Wird  angenommen,  dass  in  einem  beliebigen  Sextanten,,  z.  B.  Sextant  I 

eines  hexagonalen  Krystalles  das  Verhältniss  v=-  der  Nebenaxen  b  zur 

Hauptaxe  a  sich  an  der  Nebenaxe  zwischen  Sextanten  I  und  VI  um  dv 
ändere  und  zugleich  der  Winkel  dieser  nämlichen  Nebenaxe  mit  der 
Hauptaxe  um  d  F^  von  90®  abweiche ;  dass  ferner  an  der  Nebenaxe  zwischen 
Sextanten  I  und  II  sich  das  Axenverhfiltniss  v  um  3t^i  ändere  und  dieser 
letzteren  Nebenaxe  Winkel  mit  der  Hauptaxe  um  3  T  von  90®  abweiche; 
dass  endlich  der  Winkel  der  beiden  genannten  Nebenaxen  in  Sextant  I 
um  d^Tvon  00®  abweiche,  so  muss  infolge  dieser  Anomalien  der  nor- 
malen Vorbedingungen  der  halbe  Mittelkeil  ^a  der  Pyramidenfläche  in 
genanntem  Sextanten  I  sich  ebenfalls  ändern,  und  zwar  um 

welche  allgemeine  Formel  selbstverständlich  nicht  blos  für  Sextant  I  gültig 
ist,  sondern  auf  jeden  anderen  Sextanten,  in  dem  eine  entsprechende 
Aenderung  vor  sich  geht,  übertragen  werden  kann. 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,  dass  mit  Berücksichtigung  der  Lage  der 
veränderlichen  Stücke  zu  den  übrigen  Sextanten  sich  infolge  der  an- 
gegebenen Veränderlichkeit  der  Flächenelemente  in  Sextant  I  sich  die 
aechs  halben  Mittelkeile  der  Pyramide  folgenderroaassen  ergeben: 
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in  Sextant  I  =la,  =  Ja  — ^^ — ^^ — -^ — ^-^ JJlM—1 -L U^ 

•*  3r*  +  4 

inKSextantII=4a,=i«-'^ '-^-^ ^^7^^^ ^^ 

,n  Sextant  111=  J  «3=  4«-« Yv^4^ ' 

inSoxtantIV=^a,=  Ja  + ~^J-rfl -' 

in  Sextant V  =  Jtt5=ia -  ^ V«  .  .  " ' 


m 


SextantVI=».,=i«-?^^"^-+'^"^^-^f(^^-^-^^-I 


Die  am  Apatit  nachgewiesene  Vertlieilung  gleich  und  ungleich  ge- 
neigter Flächen  würde  sich  demnach  darstellen  als'^a|  =  ^cft)  i<'4=i<^5  9 
»  0^=^«^  und  verschiedene  Vorgänge  sind  möglich,  durch  welche  diese 
besonderen  Fälle  sich  aus  vorstehenden  Formeln,  zunächst  ohne  Rücksicht 
auf  das  Maass  der  wirklich  beobachteten  Winkelunterschiede  ableiten 
können. 

I.  Wird  die  relative  Lage  der  Axen  als  unverändert,  d.h.  dV=df'\=dü 
=0  vorausgesetzt,  ferner  dv^=dv^  und  auch  ausserdem  noch  gleichzeitig  die 
nämliche  Aenderung  df>  des  Axenverhältnisses  der  dritten  Halbaxe 
zwischen  Sextanten  II  und  III  angenommen,  so  mnss  offenbar  werden 

VI 

4«d=4«5=i«»  normal. 
Dem  Ansprüche  der  Flächenvertheilung  würde  hierdurch  also 
genügt;  zugleich  indessen  macht  sich  auch  die  Voraussetzung  nothwendig, 
dass  die  domatischen  Mittelkeile  1X3  und  a^  {y  Breith.)  das  arithmetiiiche 
Mittel  aus  den  vorderen  («^=«2,  a  Breith.)  und  hinteren  (or^=aj,  /3 Breith.) 
seien,  d.  h.  a3=«fc=l(ai +  aj.  Da  die  beobachteten  Fälle  aber  durch- 
aus nicht  dieser  Voraussetzung  entsprechen,  so  ist,  bis  nicht  bestätigende 
thatsächliche  Beobachtungen  vorliegen,  auch  die  hier  angenommene  Ab- 
leitung der  Anomalien  unzulässig.  Eine  kurze  Betrachtung  genügt, 
um  einzusehen ,  dass  demnach  überhaupt  die  Ableitung  der  beobachteten 
Anomalien  aus  vorstehenden  Formeln  ohne  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Axen,  d.  h.  ohne  Abweichung  ihrer  gegenseitigen  Winkel  von 
der  normalen  Grösse  unmöglich  ist. 

II.  Um  jedoch  jede  überflüssige  Alteration  der  normalen  Bedingungen 
zu  vermeiden,  werde  die  rechtwinklige  Stellung  der  Hauptaxe   zur 
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Ebene  der  Nebenaxen  auch  ferner  als  unv  er  an  der  lieb,  mitbin  dV 
=^  r,  =  0  und  nur  eine  Abweicbung  3  ü^  der  gegenseitigen  Winkel  der 
Nebenaxen  von  60^  vorausgesetzt.  Diese  Abweichung  du  finde  im  Sex- 
tant III,  selbstverständlich  mithin  auch  gleicher  Weise  in  Sextant  VI  statt; 

ausserdem  sei  das  normale  Axcnverbältniss  v  =  —   einer   der   gegen  jene 

Sextanten  III  und  VI  symmetrisch  liegenden  Halbaxen,  also  z.  B.  der 
Halbaxe  zwischen  Sextant  I  und  IT  um  dv  verändert,  während  alle  übrigen 
Halbaxen  unverändert  bleiben;  aber  selbstverständlich  die  Winkel- 
änderung d  U  sich  nicht  auf  die  Sextanten  III  und  VI  beschränken  kann, 
sondern  auch  auf  die  Winkel  der  übrigen  Sextanten  einwirken  muss  — :  so 
muss,  entsprechend  der  Hauptformel ,  offenbar  werden  halber  Mittelkeil 

in  Sextant  I    =4«,  =^a  — _    ^      — — -; 

in  Sextant  II  =  1  a^^  i  «^ ; 

rar 

in  SextantIII  =  ia3=iß  +  ^« X^^; 

in  Se3;tantIV=io.=ia i-r-; 

*  3r+4 

in  Sextant  V  =  J  «5=  i  a^ ; 

in  Sextant  VT  =  ia^=i  «3, 
also  was  die  Vertheilung  der  gleichen  und  ungleichen  Keile  anbelangt, 
der  am  Apatit  beobachteten  durchaus  entsprechend;  eine  nähere  Prüfung 
erst  kann  ergeben ,  ob  auch  die  numerischen  Ergebnisse  der  Formeln  mit 
der  Beobachtung  stimmen. 

Ganz  allgemein  muss  sein,  da  Winkeländerung  5  CT  immer  nur  sehr 
klein   ist:    halber  normaler  Mittelkeil  =ia==i  (ia3  +  2  .  iaj,  =^  arith- 
metisches Mittel  der  drei  halben  Mittelkeile  in  Sextanten  III,  IV,  V. 
Normales  Axenverhältniss  v  =  }^3  .  cnUtng  i  «, 
Abweichung  des    Axenwinkels  von  (H)**  in  Sextanten  III  und  VI 

sin  a 
Verhältniss  der  Axenänderung  zur  normalen  Axe 
_dv  _  2 

l  +  iyitangdU  +  {2-^y3(„„gdU).j/-"?^-l 

^     tang^  i «       * 

Winkel  des  Prisma:  zwischen  Sextanten  I  und  11  =  2.  k\ 

zwischen  Sextanten  II  und  III,  sowie  zwischen  I  und  VI  =  180^— Ar; 

cotangk==\.  -  {2}/z+tangdlJ)+\}/i—\tangdV\ 

zwischen  Sextanten  III  und  IV,  sowie  zwischen  V  und  \l=^\2(f—\dU\ 
endlich  zwischen  Sextanten  IV  und  Y^V2X}P+\dU. 
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dv 


Wird  Hülfswinkel  *=6(y»,  d.h. co/a  ngk=\}/i,  iangdü^2}/^. 


V — dv 

80  fallen  die  drei  Prismenwinkel  zwischen  Sextanten  I  und  II,  zwischen 
II  und  III,  und  zwischen  I  und  VI  jeder  normal  =  120^  aus. 

Handelt  es  sich  nun  darum ,  die  gemessenen  Winkelwerthe  in  diese 
Gleichungen  einzuführen,  so  ergiebt  sich  sogleich  der  Zweifel,  welches 
der  beiden  Flächenpaaro,  ob  das  vordere  (a  Flächen  Breith.)  oder  ob 
das  hintere  (/3  Flächen  Breith.)  als  in  den  Sextanten  I  und  II  und 
welches  von  ihnen  in  den  Sextanten  IV  und  V  liegend  anzunehmen  sei, 
eine  Alternative,  welche  nicht  zu  umgehen  ist,  und  welche  mithin  für  jede 
de.r  vorstehenden  Gleichungen  zweierlei  Auflösungen  ergiebt,  von 
denen  dann  diejenigen  als  die  wahrscheinlich  richtigen  zu  gelten  haben, 
aus  deren  Gesammtheit  die  mindere  Störung  der  Normalverhältnisse  folgt, 
wofür  namentlich  die  Winkel  des  Prisma  maassgebend  sein  dürften. 
Ueber  die  Lage  der  domatischen  (y)  Flächen  in  den  Sextanten  III  und  VI 
kann  nie  ein  Zweifel  stattfinden. 

Erste  Auflösung,  .für  a  Flächen  in  Sextanten  I  und  II,  ß  Flächen 
in  IV  und  V,  mithin  ^  «j  =  4 «,=40'*  15';  i«4=|cr5=40°  19'  und  ^«^=^^0^ 
=  40«  11'. 

Demnach : 

Normaler  Mittelkeil  =4  «=40°  löj';  cotow^=  1,180319; 

/aw^  =  0,847229;    ^«=0,986413; 
Normales  Axenverhältniss  =|^.(;oto«^ia= 1,36292; 
Abweichung  des  Centriwinkels  von  00°  in  Sextanten  III  und  VI 
=  a  tr  =  —  3/  27" ;    tang  =  —  0,0108942, 


/'^tv-2=>'«'^''«''*=«'^»«^' 


— 1=0,0051,  d.  h.  Verlänee- 

r  =0,990566  +  2,006290.0,4981  '        '   u.  ".  t  c      »    ^^ 

r  u  n  g  der  Halbaxe   zwischen  Sextanten  I  und  II 

um  0,0051  ihrer  ursprünglichen  Länge, 

colang  ^=0,0051  (1,15470  —  0,00363)  +  0,57735  +  0,00363  =  0,68695 

Ar  =  59°  35' 10" 

und  prismatischer  Winkel : 

zwischen  Sextanten  I  und  11=  119°  10' 20", 

zwischen  Sextanten  II  und  UI,  =3  zwischen  Sextanten  I  und  VI 

=  120°  24' 50", 

zwischen  Sextanten  III  und  IV,  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=120°  9' 22", 

zwischen  Sextanten  IV  und  V  =  119^41'  17". 

Zweite  Auflösung,  für  /3 Flächen  in  Sextanten  I  und  11,  a Flächen 

in  IV   und  V,     mithin    1«,  =  ^«^  =  40^  19',     Ja^=  lag  =  40°  15'     und 

l«3  =  i«6  =  40°ll'. 
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Normaler  Mittelkeil  =  4  a =40°  13|' ;    r.olang  =  1 ,1821772, 
fang  =  0,8458070,    sin  er = sin  &fi  27  J'=  0,9861573  ; 

normales  Axeuverhältniss  =  i;=  |  }/z.  coiang  ^ a  =  1,36506; 

Abweichung  des  Centriwinkels  der  Axen  you  60^  in  Sextanten 
III  und  Yl=:dU~  — 18'  38";    faw^  =— 0,0053822, 


j/^^^i  =  j/ö^iEmi  =  0.5 

—  1=  — 0,0047,     d.    h.    Ver- 


dv  2 


e        0,99534  +  2,003107  . 0,5063 

kürzung  der  Halbaxe  zwischen  den    Sextanten! 
und  II  {ß  Flächen  Breith.)  um  0,0047  ihrer  ursprüng- 
lichen Länge, 
cotang  Ar=:— 0,0047  (1,15470— 0,00179)+0,57735+0,00l79=0,57372, 
Ä:  =  60*9'42"; 
Winkel  des  Prisma: 
zwischen  Sextanten  I  und  11—120®  19'  24"; 
zwischen  Sextanten  II  und  III  =  zwischen  Sextanten  I  und  IV 

=  119^50' 18"; 
zwischen  Sextanten  III  und  IV  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=  120*4' 15"; 
zwischen  Sextanten  IV  und  V  =  119°50' 4l". 
Werden  die  Ergebnisse  der  beiden  Auflösungen  nun  mit  einander 
verglichen,  so  ergiebt  sieb  sofort,  dass  die  zweite  Auflösung  die  geringere 
Abweichung  von  den  normalen  Bedingungen  des  hexagonalen  Systems 
voraussetzt  und  also  um  so  mehr  die  grössere  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
hat,  als  sie  gleichzeitig  eine  auffallende  üebereinstimmung  der  prisma- 
tischen Winkel  zwischen  Sextanten  IV  und  V  einerseits,  und  zwischen 
Sextanten  II  und  III,  sowie  I  und  VI  andererseits  nachweist,  so  dass  mit- 
hin nur  dreierlei  Prismen winkel  stattfinden  würden,  während  der  all 
gemeinste  Fall  deren  allerdings  viererlei  giebt.  Leider  scheinen  die 
Winkel  des  Prisma  in  der  Voraussetzung  ihrer  Üebereinstimmung  mit  dem 
Normalwerthe  von  120^ nur  sehr  selten  gemessen  zu  sein.  Nur  in  v.  Kok- 
scharow^s  Vorlesungen  pag.  264  findet  sich  ein  Winkel  des  Prisma  am 
Apatit  vom  Gottbardt  (der  also, zu  Pollachites  galacHcus  Breith.  gehören 
dürfte),  ausdrücklich  als  normal  120^  messend  angegeben;  freilich  ist' auch 
hier  nicht  die  Lage  der  gemessenen  Prismenflächen  zu  anderen  gemessenen 
Flächen  kenntlich.  Der  Mangel  an  üebereinstimmung  zwischen  den  Winkeln 
des  Prisma,  wie  sie  sich  durch  die  vorstehende  zweite  Auflösung  des  voraus- 
gesetzten Falles  ergeben ,  und  wie  sie  zufolge  der  Beobachtung  des  Herrn 
V.  Kokscharow  thatsächlich  sind,  indem  wenigstens  einer  normal  =  120° 
sein  muss,  legt  es  nun  nahe,  noch  einen  dritten  Vorgang  zu  prüfen, 
durch  welchen  die  allgemeine  Formel  die  am  Apatit  wirklich  stattfindenden 
Anomalien  motiviren  kann. 
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III.  Wird  nämlich  wie  bisher  zwar  in  den  Sextanten  III  und  VI 
eine  Abweichung  des  Centriwinkels  der  Nebenaxen  ron  60°  um  d  17^  vorans- 
gesetzt;  aber  nun  ferner,  dass  nicht  blos  eine  einzige  Halbaxe  ihr  Verhält- 
niss  zur  Hauptaxe  um  dv  ändere,  sondern  dass  alle  drei  Halbaxe)i 
einerseits  der  beiden  Sextanten  III  und  VI  jede  um  dv  vom  normalen 

Axenverhältniss  y  =  — abweichen,   so  gestalten  sich  die  Gleichungen    für 

die  sechs  halben  Mittelkeile: 

in  Sextanten   I  und  II  =  4«,=  i  a,=  i  «_  ^1^+1^^, 

in  Sextanten  III  und  VI=  ia.=  »«.=  i  a—  V^^^'^IE 

in  Sextanten  IV  und  V  =  4a4=Ä«5  =  ia—  h^  ^  ^ 

^   *      ^   ^      ^         3p»+4 

Die  allgemeine  Vertheilung  der  gleichen  und  ungleichen  Keile 
stimmt  also  wiederum  mit  der  Beobachtung  und  es  findet  sich  sogar  viel 
einfacher,  als  in  dem  vorhergehenden  Falle,  hieraus 

halber  normaler  Mittelkeil  =  Ja  =  y(2.  Jag  +  5.^a^— ^a,), 
normales  Axenverhältniss  t;  =  |  ]/E  colang  ^  er, 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe  =  — 

V 

cotang^a^  —  cotang  J  a^ 

colang  ^  a^  ' 

Abweichung  des  Axen winkeis  von  60°  in  Sextanten  III  und  VI 

'  '^  sina  ' 

Winkel  des  Prisma,  dreierlei,  nämlich 
ewischen  Sextanten    I    und    II  =  zwischen  IV  und  V= 120" -|-W  CT, 
zwischen  Sextanten  II  und  III  =zwi8chen  I  nnd  VI=3  60"-f  X^  (74-X% 
zwischen  Sextanten III  und  IV  =3 zwischen  V  und  VI=180°-|3  t^-it. 


colang  k  • 


2  . VV+yl.langdü 


j/s  +  lang  d  ü 

Für  A:  =  60^  —  1  ar7  würden  also  die  zwei  Prismenwinkel  zwischen  II 

und  III  und  zwischen  I  und  VI  normal  je  =  120°  werden   und   dann  mnsa 

.    dv  —1 

sein  —  =  — -p, — — — - ;  für  Ar  =  60°  + 1^  t^  hingegen  werden  die  zwei 

^       2.y  Z, colang  du-- \ 

Prismenwinkel  zwischen  III  und  IV  und  zwischen  V  und  VI  normal  und 
für  diesen  Fall  muss  sein 

*  A—y»tangdU  '       2,309^  — lang  dU      ' 
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Auch  für  diese  GleichüDgen  besteht  selbstverstündlich  die  Alternative 
fort,  dass  einmal  die  a  Flächen  Breith.  als  in  den  Sextanten  I  nndJI  und 
die  ß  Flächen  als  in  IV  nnd  V  liegend  anzunehmen  sind,  dann,  dass  die 
umgekehrte  Lage  der  genannten  Flächenpaare  stattfindet;  es  sind  mithin 
ebenfalls  zweierlei  Auflösungen  der  Gleichungen  möglich. 

Erste  Auflösung,  für/3  Flächen  in  Sextanten  I  und  II,  a  Flächen 
in  Sextanten  IV  und  V;  also  ^a,=^agS=40^  19',  co/aw^=  1,17846;  iai=i<»e 
=40^11';    ^a4=iaß=40"  15',  co/awflf=  1,18125. 

Halber  normaler  Mittelkeil  =  4«=^^ (2. 40^'  ir+5.40^  15'— 40^19') 

=  40' 13'; 
normales   Axenverhältniss  v  =;=|  j/^.colang  40°  13'=1,36560; 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe 

dv        1.17846  —  1,18125  ^^  .^    ,  ,  ^    .  .    . 

—  = =  —  0,00236,  d.  h.  es  findet  eine 

V  1,18125  '         ' 

Verkürzung  der  drei  den  Mittelkeilen  von  40^^  19' 

anliegenden  Halbaxen  jeder  um  0,00236  ihrer  normalen 

Länge  statt; 

Abweichung  des  Centriwinkels  in  Sextanten  III  ynd  VI  von  f^ 

<.  rr     A    /-  2  (40°  I O  — (40°  19'+40°  15')  ,    ., 

"^  5i>i80°26  ' 

to«^  =  — 0,0081741; 

,        ,       —2  (0,00238) +  1-/3.(0,00817)       ^^^^,^ 

cotang  Ar=: ^^-^ L- ^ ^^-^ =  0,56913; 

^3— 0,00817 

A:==60°2l'44"; 
Winkel  des  Prisma,  mithin 
zwischen  Sextanten  I   und  11  =:  zwischen  Sextanten  IV  und  V 

=  119°45'5r', 
zwischen  Sextanten  II  und  III  •=:  zwischen  Sextanten  I  und  VI 

=  120°  14'  43", 
zwischen  Sextanten  III  und  IV  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=  119°  59' 20", 
also  um  nur  —  40  Secunden  vom  Normalwerthe  abweichend. 

ZweiteAuflösung,  für  «  Flächen  in  Sextanten  I  und  II,  /3  Flächen 
in  Sextanten  IV  und  V,  also  ^ «1  =  i  ctj  =  40°  15',  co/aiip= 1,18125;  iffs=4«6 
=  40^11'  und  endlich  4«^= 4  «5=  40°  19',  cotowör= 1,17846. 

Halber  normaler  Mittelkeil  =^0=1(2.40«  11' +5. 40°  19'- 40^  15') 

=  40°  17',  cotang  40°  17'=1,17986,    sin  80°  34'=0,98648; 
normales  Axenverhältniss  9=:^y^ coiang  ^a=^ifiQ2^\ 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe 

dv       1.18125—1,17846      ^^^^     •  ,  ,      j    . 

—  = -— — =0,00236,  also  entsprechend  einer 

V  1,17846  '         '  ^ 

23* 
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Verlängerung  der  drei  Nebenaxen  an  den  Mittel- 
keilen  von  40^  15'  um  je  0,00236  ihrer  normalen  Länge; 
Abweichung  des  Centriwinkels  von  60^  wie  in  der  ersten  Auf- 
lösung =  —  28'  6",  d.  h.  Ccntriwinkel  in  den  Sextan- 
ten III  und  VI  je  =  59^31' 44",  in  jedem  der  übrigen 
vier  Sextanten  =  60°  14'  3" 

,       ,        +2  (0,00236)  + l-l/3"(0,00817)       ^  _,,„ 

colangk  =  - — ^-^ i-^ ^ — ^^-J =  0,57462; 

^3—0,00817 

Hülfswinkel  *=60°7'3" 

und  demnach 

die  Winkel  des  Prisma 

zwischen  Sextanten   I  und  II  =  zwischen  IV  und  V  =  llö^  45'  57", 

zwischen  Sextanten  I  und  VI  =zwischen  II  und  111=  120^0'  \^\ 

d.  h.  normal, 

zwischen  Sextanten  III  und  IV= zwischen  V  und  VI  =  120^  14'  l". 

Indem  also  schon  die  erste  Auflösung  ein  Ergebniss  liefert,  welches 
in  Bezug  auf  zwei  Winkel  des  Prisma  nur  eine  so  geringe  Abweichung 
(um  nur  40  Secunden)  vom  Normalwinkel  120^  zeigt,  dass  sie  innerhalb  der 
Grenzen  der  zulässigen  Beobachtungsfehler  bleibt,  so  entspricht  die 
zweite  Auflösung  noch  viel  strengeren  Anforderungen  der  Genauigkeit. 
—  Die  der  ganzen  Berechnung  zu  Grunde  liegenden  Anomalien  der  Pjra 
midenwinkel  des  alpinen  Apatit  lassen  sich  also  durchaus  ungezwungen 
ableiten  aus  einer  Verkleinerung  des  Centriwinkels  der  Nebenaxen  in 
den  beiden  Sextanten  mit  40^  U'  Pjramidenwinkel  (y  Flächen  Breith.)  um 
je  28' 6"  (Centriwinkel  =  59°3r  54"),  wodurch  in  den  übrigen  Sextanten 
diese  Centriwinkel  je  60°  14' 3"  werden,  und  aus  der  gleichzeitigen  Ver- 
längerung jeder  der  drei  Halbaxen  an  den  zwei  Pjramidenwinkeln  von 
40°  15'  (a  Flächen  Breith.)  um  je  0,00236  ihrer  normalen  Länge.  —  Diese 
geringfügigen  Abweichungen  von  der  normalen  Lage  und  Grösse  der  hexa- 
gonalen  Nebenaxen  motiviren  nicht  blos  die  beobachteten  Winkelunter- 
Kchiede  nun  als  eine  Noth wendigkeit,  sondern  haben  überdies  auch  noch  die 
bemerkenswerthe  Eigenthümlichkeit,  sich  in  ihrem  Einflüsse  auf  je  zwei 
Winkel  des  Prisma  zu  paraljsiren,  so  dass  dieselben  genau  den  Normal- 
werth  von  120^  bewahren ,  während  von  den  übrigen  ein  Paar  um  je  etwa 
^  Grad  grösser,  das  andere  Paar  um  so  viel  kleiner  geworden. 

Allerdings  muss  die  Uebereinstimmung  dieser  letzteren  Winkel  mit 
den  Ergebnissen  der  Rechnung  erst  durch  künftige  Messung  bestätigt 
werden,  indessen  erschien  es  immerhin  sehr  interessant,  an  einem  be- 
stimmten Beispiele  die  wirklich  beobachteten  Anomalien  aus  den  normalen 
ungestörten  Bedingungen,  den  theoretischen  Voraussetzungen  der  regel- 
rechten Kristallisation  durch  eine  Berechnung  abzuleiten,  auf  welchem 
Wege    allein  es  möglich   sein  dürfte,    eiu  Maass   zu  gewinnen  für    die 
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Grenzen  y  innerhalb  deren  die  relative  Lage  and  Grösse  der  Krystallaxen 
schwanken  kann,  ohne  die  Sjmmetriogesetze  der  Flächenvertheilung, 
d.  h.  das  Krystallsystem  selbst  zu  ändern.  Diese  Grenze  wird  bei  den 
verschiedenen  Krystallspecien  voraussichtlich  von  sehr  verschiedenem 
Umfange  ausfallen,  indem  der  Grad  der  Empfindlichkeit  der  Flächen- 
vertheilung gegen  Axen-  (resp.  Winkel-)  Verschiedenheiten  sehr  ver- 
schiedenartig ist,  so  dass  z.  B.  die  Flächen  des  krjstallisirten  Kupfer- 
kieses den  Symraetriegesetzen  des  tetragonalen  Systems  folgen,  während 
der  Winkel  seines  Octaeders  um  noch  nicht  einen  halben  Grad  von  dem 
des  regulären  Octaeders  abweicht,  und  andererseits  wieder  z.  B.  die 
verschiedenen  Specien  der  Feldspathfamilie  bei  aller  Verschiedenheit  der 
numerischen  Grundlagen  ihrer  Krystallgestalten  die  auffallendste  Analogie 
in  der  Flächenvertheilung  zeigen. 
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Xn.  Bemerkung  über  die  dekadischen  Werthe  der  Potenien  ganser 
Zahlen.  Die  Zahl  81  ist  die  einzige  Quadratzabl  von  der  Eigenschaft,  dass 
ihre  Quersumme  zugleich  ihre  Wurzel  ist;  unter  den  Cuhikzahlen,  den 
Biquadraten  u.  s.  w.  finden  sich  dagegen  mehrere  solche  Zahlen,  z.  B. 

pbii  =  8,       ]?^5832  =  18,    ^17576  =  26,    ^19683  =  27 ; 
/2iör  =  7,      j/234256=22,      /390625  =  25,      /614656  =  28; 
]^172103(58=28,      ^^52521875=35,      J?^60466176=36; 
^27512614111=31,  ^^52523350144= 34,  J^27181861 1107=43,  j?^l  174711139837  =  53  j 
^45848500718449031  =  71. 
Es  entstellt  nun  die  Frage ,  wie  derartige  Zahlen  ohne  mechanisches 
Probiren  zu  entdecken  sind. 

S  OHLÖMILCH  . 

XVn.  Den  Winkel  zweier  Ebenen  anszudrüeken  durch  ihre  Para* 
meter  auf  drei  schiefwinkligen  Axen.  Von  Dr.  Gustav  Junghahn. 
Auf  drei  schiefwinkligen  Axen  seien  die  Parameter 

0  ^  =M,     OB  =Pf     OC  =^q  einer  Ehene  E  und 
OA'=u\   Off=p,    OC'  =  q'  einer  zweiten  Ebene  E' 
gegeben,  sowie  auch  die  Winkel  der  Axen. 
Damit  sind  auch  die  Dreiecksflächen 

BOC^\pqsin(pq)=z^^       B'OC'  =  ^pq'  $in{pq)=d\ 
AOC==^uq  Sin{uq)==Jt       A'O  C'=^uq  sin  (uq)  =  J\ 
AOB=i\up  sin  (up)^=J^       A  *OB'=s^up' sin  (up)s=:J\ 
als  gegeben  anzusehen,  sowie  auch  die  Flftchenwinkel  der  Ecke  0: 

welche  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  {pq), 
{uq),  (up)  zu  berechnen  sind. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  in  den  Ebenen  Ej  E'  dnrch  die  Azenebenen 
bestimmten  Dreiecke : 

ABC^A^,     ä'B'C'^a\ 
und  die  Flächenwinkel,  welche  dieselben  mit  den  Azenebenen,  und  zwar 
im  Innern  der  beiden  Tetraeder  OABC,  OA'B'C  bilden: 

z/'o^\  =  d',     A\A\=zi\     A^A^=zl^y 
80  ergiebt  sich  leicht  ans  der  Betrachtung  der  Projectionen  von  z/^ ,  Af,  A^ 
auf  Af^y   von  A^j  Af^  A^    auf  z/,,    von  A^^  A^j  A^   auf  ^2>   von  A^  ^,,  At 
auf  zfj: 

z/o  =      ^^  cos  d  +  AtCOSB  +  A^  cos  f 

Aq cos  ä  =     A^  — A^cosy  —  A^  cosß 

'^  AqC0S9^= — A^cosy^  A^  — A^cosa 

Aq  cos  i^  —  Af  cos  ß — A^  cos  a  +  Ay 
Addiren  wir  diese  Olcichungen,  nachdem  wir  sie  der  Reihe  nach  mit 
Aq^  ^1,  ^2,  Aq  multiplicirt  haben,  so  erhalten  wir  den  zuerst  von  Tinsot 
mitgetheilten  Satz : 

2)     Ao^=Ai^  +  A^  +  A^  —  2A^A^  cosa  —  2  zf,  A^  cosß — 2Ai  A^  cosy. 
Ebenso  erhalten  wir  aT^  ausgedrückt  durch  A\y  A\y  A\^  a,  /3,  /,  wonach 
also  nun  auch  A^^  A\  als  bekannte  Grössen  eingeführt  werden  können. 

Nun  ist  nach  einem  von  dem  Verfasser  1862  mitgetheilten  Lehrsatze 
der  Tetraedrometrie*)  für  denjenigen  Winkel  der  Ebenen  E  und  ^, 
welcher  dem  Punkte  0  zugekehrt  ist: 

Z)  — A^  cosEE'  =  A^  cosS'  +  A^  cosi+A^  cosf;'    oder  auch 

—  A\cosEE'^=A\cosd  +A\coss  +zf'jC05f. 
Wählen  wir  von  diesen  beiden  Gleichungen  die  zweite,  so  ist  nach  den 
Oleiebungen  1): 

At  —  Am  cos  y^Am  cos  ß 

cos  ö  =  -^ 7 2 ^ 

—  Ai  cosy  +  Am'-AmCosa 

cos  i  =r 1 ^^       5 

^0 


cos  i  =  —Acosß'-A^cosa+A^ 
Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3),  so  ergiebt  sich : 


»)  Siehe  „Tetraedrometrie  von  Dr.  Gustav  Junghann"  f^2  Theile  1862/63. 
Gotha  bei  Tbienemann)  I,  pag.  94,  Gleichang  50  b.  —  Der  Satz  ist  dort  nicht  für  die 
Dreieckflächen  der  beiden  Tetraeder  OAßC,  OA'B'C,  sondern  für  die  TT-sinus  der 
ihnen  gegenüberliegenden  Ecken  ausgesprochen  und  bewiesen.  Der  hier  gebrauchte 
Sats  ergiebt  sich  aber  ans  jenen  Gleichungen  50  b,  wenn  man  dieselben  mit 

(siehe  Tetraedrometrie  II,  pag.  47,  Gleichung  169)  multiplicirt. 
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4)  +J^J\—iJ,J\+J\J^)cosß 

Für  rechtwinklige  Axen  ist 

cosa=cosß^=cosy=:=0 
und 


A=lpq,    ^t=h^g^    -^«=^m;?,    -^0=  Vp^q^+uW+  «*/>% 

also 

P  9  P  V + w  7  wV + w;>  up' 


-^cosEE'^ 


j/p^q'+u^q^  +  u^p'  ypW'+u'q'+  u^p'^ 


— +— +  — 

uu        pp        qq 


/4+/+^  /^.+i.+f. 


was  mit  der  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Formel  überein- 
stimmt. 


XVm.     Einige  allgemeine   Sfttse  über  algebraische  Cnrven.      In 

mehreren,  im  9.  und  10.  Bande  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsätzen 
habe  ich  Betrachtungen  angestellt  über  einen  interessanten,  für  alle 
algebraischen  Curven  giltigen  Satz,  welcher  lautet : 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  eine 
gerade  Linie  einer  Curve  n^^°  Grades  begegnet,  ist  ebenso  gross, 
als  die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel ,  welche  sie  mit 
den  n  Asymptoten  einschliesst. 
Mit  Hülfe  dieses  Satzes  gelangt  man  sehr  leicht  zu  folgendem  ebenfalls 
allgemein  gütigen  interessanten  Lehrsatz : 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel,  unter 
welchen  eine  beliebige  algebraischeCurve  voneinem 
Kreise  geschnitten  wird,  ist  Null. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  nehme  man  in  dem  gegebenen  Kreise 
einen  beliebigen  Punkt  an  und  transformire  den  Kreis  und  die  Curve  nach 
der  Methode  der  reciproken  Radien  -  vectoren.     Alsdann  entspricht  dem 
Kreise    eine  gerade  Linie  und  der  Curve  n*«"  Grades  eine  solche  2n**" 
Grades.     Nun  gilt  aber  für  die  nach  jener  Methode  transformirten  Gebilde 
der  bekannte  Satz :    Wenn  zwei  Curven  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
so  schliessen  die  entsprechenden  Curven  Im  entsprechenden  Punkte  den- 
selben Winkel  ein.     Also  kann  man  auch  die  Summe  aus  den  Cotangenten 
der  2n  Winkel,  unter  welchen  sich  der  Kreis  und  die  Curve  n^^^  Grades 
schneiden,  ersetzen  durch  die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel, 
uutor  welchen  die  entsprechende  gerade  Linie  der  entsprechenden  Curve 
2,iten  Qrades  begegnet.      Diese    Summe  ist    aber   ebenso  gross  ^  als  die 
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Samme  aas  den  Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  die  Linie  die 
2n  Asymptoten  trifft.  Nun  ist  aus  der  Gleichung  der  Cnrve  2ft^®°  Grades 
leicht  zu  erkennen,  dass  der  Pol  und  die  heiden  imaginären  unendlich 
fernen  Kreispunkte  n  fache  Punkte  derselben  sind.  Daher  laufen  von  den 
2n  Asymptoten  dieser  Curve  n  parallel  der  Linie  x+  f^=0,  die  übrigen 
und  n  parallel  zu  x — iy  =  0.  Da  aber  jede  beliebige  Linie  die  Linien 
X  +  ty =0  und  x  —  ty  =  0  unter  Winkeln  schneidet ,  deren  Cotangenten 
resp.  —  t  und  +  t  sind ,  so  muss  auch  jene  Summe  der  Cotangenten  gleich 
ni — ni  sein,  also  verschwinden.     Der  Satz  ist  also  bewiesen. 

Li  diesem  Beweise  ist  stillschweigend  vorauHgesetzt  worden,  dass  der 
Kreis  der  Curve  wirklich  in  2it  Punkten  begegnet.  Dies  tritt  aber  nur 
dann  ein ,  wenn  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Curve 
nicht  angehören.  Sobald  dieser  Ausnahmefall  statt  hat,  so  vermindert 
sich  jene  Anzahl  um  2,  sobald  jene  beiden  Punkte  einfache  Punkte,  und 
um  3p,  sobald  sie  p  fache  Punkte  der  Curve  sind.  Es  ist  nun  die  Frage, 
ob  unser  Satz  auch  noch  Giltigkeit  hat  für  die  übrig  bleibenden  2n — 2, 
resp.  2n — 2p  Winkel.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  wirklich  der 
Fall  ist.  Denn  jetzt  entspricht  der  gegebenen  Curve  eine  andere  Curve 
(2ii  —  2)*'",  resp.  (2m — 2py'"  Grades,  welche  die  unendlich  fernen  imagi- 
nären Kreispunkte  zu  («  —  1) fachen,  resp.  (« — p) fachen  Punkten  hat, 
und  die  Schlüsse,  welche  oben  mit  der  Curve  2n^^^  Grades  gemacht  worden 
sind ,  behalten  auch  hier  völlig  ihre  Giltigkeit. 

£s  braucht  wohl  nicht  besonders  hinzugefügt  zu  werden ,  dass  man 
nicht  allein  die  reellen,  sondern  auch  die  imaginären  Schnittwinkel  der 
Curven  zu  berücksichtigen  hat. 

Ein  specieller  Fall  unseres  Satzes  ist  der  folgende : 

Wenn  eine  Curve  mit  einem  Doppelpunkts^"  Grades 
durch  die  beiden  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte geht,  so  schneidet  jeder  Kreis,  welcher  eine 
Halbirungslinie  des  von  den  Doppelpunktstangenten 
gebildeten  Winkels  im  Doppelpunkte  berührt,  die 
Curve  noch  in  zwei  Punkten  und  zwar  unter  gleichen 
Winkeln. 

Es  musste  sehr  wahrscheinlich  sein,  dass  die  beiden  Sätze  für  die 
Winkel,  unter  welchen  eine  Curve  durch  eine  gerade  Linie  und  durch 
einen  Kreis  geschnitten  werden,  eine  gemeinschaftliche  Quelle  haben,  und 
es  ist  mir  auch  wirklich  gelungen,  eine  solche  aufzufinden.  Diese  besteht 
in  folgendem  höchst  interessanten  Satz : 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  sämmtlichen 
Winkel,  unter  welchen  sich  zwei  algebraische  Curven 
schneiden,  ist  ebenso  gross,  als  die  Summe  aus  den 
Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  sich  ihre 
Asymptoten  treffen. 
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v^^.*vr^^^./s.»vw^ii 


leb  will  diesen  Satz  möglichst  kurz  zu  beweisen  versuchen. 

Sind  die  Gleichungen  beider  Curven  q>  (jr,y)=0  und  <p,  (a*,  y)=0,  so 
ist  die  Cotangente  des  Winkels,  welchen  die  Tangenten  der  beiden  Gurren 
im  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  {Xpt/p)  bilden,  gleich: 

wobei  der  Kürze  halber  der  Werth  von 

dx 
fSr  x=pj   y=^yp  gleich  <p'  (<Xp)  gesetzt  worden  u.  s.  w.     Man  hat  nun  die 
Summe  jener  Cotangenten  zu  bilden  und  auszudehnen  über  alle  mit  Durch- 
Schnittspunkte,  d.  h.  man  hat  zu  finden : 

v'(^p)  g^'iCyp)  —  <p\yp)  g>'i  i^p) 

Der  Nenner  sowohl,  als  der  Zähler  sind  Functionen  (2ft  —  2)^*'^  Grades  der 
Werthe  Xp  und  yp.  Es  ist  aber  bekanntlich,  sobald  F(jty  y)  eine  Funetioa 
(211  —  3)**"  Grades  von  x  und  y  ist, 

9  (^p)  v'i  (yp) — 9>'  (yp)  <)f>'i  (^p) 

Ist  dagegen  /'(a:,  y)  vom  (2«— 2)*"  Grade,  so  ist  diese  Summe  nur  abhängig 
von  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  der  Variablen  in  F.  Also  ist  auch 
die  Summe,  welche  in  unserem  Falle  vorkommt,  nur  abhängig  von  den  Coef* 
ficienten  der  höchsten  Potenzen  der  Variablen  in  den  Gleichungen  der  beiden 
Curven.  Sie  ist  somit  constant,  so  lange  diese  Coefficienten  ihren  Werth 
beibehalten,  mögen  auch  die  übrigen  Coefficienten  sich  ändern.  Dies  be- 
deutet aber  geometrisch  so  viel,  als  dass  jene  Summe  gleich  bleibt,  wenn 
nur  die  Asymptoten  der  beiden  Curven  dieselben  bleiben.  Da  man  aber 
die  Gesammtheit  der  Asymptoten  einer  Curve  ansehen  kann  als  eine 
Curve,  welche  mit  derselben  gleiche  Asymptoten  besitzt,  so  ist  unser  Satz 
erwiesen. 

Chemnitz.  Fr.  Em.  Eokardt. 


TCTX.  Geometrischer  Sati.  Schneidet  man  von  den  nöthigenfallsüber  A 
verlängerten  Seiten  BA  und  CA  eines  Dreiecks  ABC  die  Stücke  BCa  und 
CB^  =  BC  ab,  und  zieht  von  A  über  den  Schnittpunkt  von  B B^  und  CC« 
eine  Gerade,  welche  BC  in  Aa  trifft,  verschafft  sich  ferner  durch  das  ent- 
sprechende Verfahren  (cyklische  Vertauschung  von  ABC  und  von  a  b  c) 
auf  CA  und  AB  die  Punkte  B^  und  C^,  so  liegen  die  drei  Punkte  ^«,  B^j  Cc 
auf  einer  Geraden ,  welche  nichts  Anderes  ist,  als  die  gemeinschaftliche 
Tangente  der  zwei  einander  berührenden  Kreise,  von  denen  der  eine  in 
das  Dreieck,  der  andere  durch  die  Mitten  der  drei  Seiten  beschrieben  wird* 
(Inkreis  und  Mittenkreis.) 

Stuttgart.  C.  W.  Baüb. 
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XX.  Angenäherte  Quadratur.  Zieht  man  an  einen  Curvenhogen  AB^ 
dessen  Länge  als  Grösse  der  ersten  Ordnung  gilt,  drei  Tangenten:  zwei, 
welche  sich  in  C  schneiden  sollen,  in  den  Endpunkten  A  und  B^  die  dritte, 
deren  Berührungspunkt  D  beisse,  parallel  zur  Sehde  AB:=:Cj  so  sind: 

^AADB  und  ^AACB 
oder,  wenn  die  Höhen  dieser  Dreiecke  mit  h  und  B  bezeichnet  werden : 

}cA   und   \cß 
Näher ungswerthe  der  vierten  Ordnung  einschliesslich  für  den  Abschnitt 
ABB,     Combinirt  man  dieselben  aber  zu: 

80  erhält  man  einen  Näherungswerth  der  sechsten  Ordnung. 

Lambert  hat  in  seiner  Abhandlung  über  Quadratur  und  Rectification 
krummer  Linien  (Beiträge  IL  Theil,  Seite  271,  §.  25)  infolge  eines  Rech- 
nungsfehlers den  Näherungswerth  ^  cH  als  einen  nur  der  dritten  Ordnung 
angegeben. 

Stuttgart.  C.  W.  Baur. 


XXI.  Aufgabe  aus  der  Wahrsoheinlichkeitareelinnng:  Paschen  mit 
leehs  Würfeln.  Ein  Wurf  mit  drei  Würfeln  heisst  bekanntlich  ein  Pasch, 
wenn  wenigstens  zwei  Würfel  gleiche  Augzablen  geben ,  und  es  kommt  der 
Wurf  mit  der  Samme  der  drei  Augzahlen  in  Rechnung.  Weil  nnn  bäufig 
andere  Würfe  als  Pasche  fallen,  welche  als  angiltig  ein  wiederholtes  Wer- 
fen erfordern,  so  hat  man  zur  Zeitersparniss  das  Auskunftsmittel  ersonnen, 
sechs  Würfel  in  der  Weise  anzuwenden,  dass  immer  der  höchste  im  ganzen 
Wurf  enthaltene  dreiwürfelige  Pasch  in  Rechnung  kommt.  Die  Zweck- 
mässigkeit dieses  Auskunftsmittels  leuchtet  aus  einer  bekannten  Rechnung 
ein,  wonach  die  Wahrscheinlichkeit  eines  ungiltigen  Wurfs  mit  drei  Wür» 

.  ,  6.5.4      5       .         ',  .  6.5.4.3.2.1        5         ,    .  .   , 

fem  zu  — i— =  —,  mit  sechsen  aber  zu -5 = —   erhoben  wird. 

6*         9  6*  324 

Eine  andere  Frage  ist  die  nach  dem  mittleren  giltigen  Wurf,  für 
welchen  eine  einfache  Betrachtung  auf  Grund  der  bekannten  Eigenschaft 
der  Würfel,  dass  die  Augzahlen  auf  je  zwei  gegenüberstehenden  Flächen 
sich  zur  Summe  7  ergänzen,  bei  drei  Würfeln  den  Werth  10^  liefert. 

Bei  sechs  Würfeln ,  welche  in  oben  angegebener  Weise  angewendet 
werden,  lässt  sich  diese  Betrachtang  nicht  anwenden,  weil  die  höchsten 
dreiwürfeligen  Pasche,  welche  in  zwei  complementären  Würfen  enthalten 
sind,  nicht  selbst  complementär  sein  müssen.  Man  hat  vielmehr  für  jede 
Summe  von  3  bis  18  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle,  in  denen  sie  auftreten 
kann,  zu  ermitteln. 
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Man  findet  für  die  Summe 
I)  3a  als  Anzahl  der  möglichen  Fälle:  1  +  6  (a— l)  +  15(a— l)*+20(fl— 1)» 
II)  2a+6,  wenna>6,    15{l  +  4(ft-l)+    6  (6— 1)«+ 4  (6— !)•} 

III) a  +  l=6,  6{  1   +  5  (a— 1)+  10(a— l)*+10(a  — 1)«} 

IV) a+2=b,  6  }  6  +  25  (a— 1)  +  40(a— l)«+10(a  — l)«j 

V) a+3=6,  6  t  31  +  105  (ö— 1)+  70(a— l)*+10(fl  — 1)»} 

VI) a+4=6,  6|l36+245(a— l)  +  100(a— l)«+10(fi-l)«} 

VII) 0  +  5=0,  6.381=2286. 

Demgemftss  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  für  die  Summe  15 
zu  berechnen  nach  Ij  mit  a  =  5  und  nach  II)  mit  a  =  6,  6  =  3;  für  die 
Summe  14:  nach  II)  mit  a  =  6,  b  =  2  und  a=5,  6=t4;  ferner  nach  IV) 
mit  a=4,  6=6. 

Ich  will  dem  Leser  das  Vergnügen  überlassen,  die  Anzahl  der  Fälle 
zu  jeder  Summe  von  3  bis  18  selbst  zu  berechnen  und  füge  nur  noch  einige 
Folgerungen  bei : 

Man  kann  fast  1  gegen  6  auf  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  als  die 
Summe  16  und  mit  Vortheil  1  gegen  7  auf  14  wetten.  Man  kann  mit  Vor- 
theil  l  gegen  1  auf  wenigstens  14  und  fast  2  gegen  1  auf  eine  gerade  Summe 
wetten.  Der  mittlere  Wurf,  nicht  als  Durchschnittszahl,  sondern  in  dem 
hier  allein  zutreffenden  Sinne,  dass  er  eben  so  oft  gut  als  schlecht  ist,  liegt 
zwischen  14  und  15.  Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  mehr,  dass  nicht  mehr 
und  nicht  weniger,  und  dass  weniger,  als  14  geworfen  wird,  sind  0,403...  ; 
0,155....;  0,442.... 

Stuttgart,  April  1867.  C.  W.  Baur. 


XZn.  üeber  eine  neue  Hetho^e,  die  Widerstände  galvanisoher  Ketten 
zu  messen.  Von  Prof.  Dr.  A.  von  Waltenhofen.  Während  man  zur 
Bestimmung  der  elektro- motorischen  Kräfte  und  zur  Messung  der  Wider- 
stände metallischer  Leiter  Methoden  besitzt,  welche  einen  sehr  hohen 
Orad  von  Präcision  und  Sicherheit  erreichen  lassen,  sind  die  bisherigen 
Methoden  zur  Messung  der  Widerstände  galvanischer  Ketten  noch  sehr 
mangelhaft.  Sie  gewähren  selbst  unter  den  günstigsten  Umständen  keine 
exacte  Genauigkeit  und  sind  in  vielen  Fällen  geradezu  unbrauchbar. 
Letzteres  gilt  namentlich  von  den  inconstanten  Ketten,  von  welchen 
Poggendorff  nachgewiesen  hat,  dass  dabei  die  Anwendung  der  Ohm- 
sehen  Methode  in  der  Begel  zu  desto  grösseren  Werthen  für  den  inneren 
Widerstand  führt,  je  grösser  die  äusseren  Widerstände  genommen  wurden, 
'Virodurch  bei  solchen  Ketten  das  ganze  Verfahren  illusorisch  wird. 

Man  hat  bisher  angenommen,  dass  dieses  eigenthümliche  Verhalten  der 
inconstanten  Ketten  in  der  Polarisation  seinen  Grund  habe,  insofern  die- 
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8elbe  der  elektro  -  motorischen  Kraft  der  Kette  von  einem  Versuche  zum 
anderen  —  nach  Maassgabe  der  verschiedenen  Stromintensitäten  —  in  un- 
gleichem Maasse  entgegenwirkt.  Der  Verfasser  hat  jedoch  durch  Kech- 
nuDg  nachgewiesen,  dass  diese  Annahme  zur  Erklärung  der  besagten  Er- 
scheinung unzureichend  ist,  indem  die  Polarisation,  soweit  man  bisher 
deren  AbhäDgigkeit  von  der  Stromstärke  kennt,  bei  constantem  Ketten- 
widerstande ein  ganz  anderes  Verhalten  bedingen  müsste.  Der  Verfasser 
folgert  hieraus,  dass  die  fraglichen  Widerstandsänderungen,  welche  sich 
bei  Anwendung  der  Ohm' sehen  Methode  zeigen,  keine  scheinbaren  —  in- 
folge der  Polarisation  —  sondern  durch  eine  thatsächliche  Abhängigkeit  des 
Kettenwiderstandes  von  der  Stromstärke  bedingt  sein  «müssen ,  was  denn 
auch,  mit  Kücksicht  auf  die  offenbare  Abhängigkeit  der  sogenannten  Ueber- 
gangswiderstände  von  der  Stromstärke,  eine  ganz  natürliche  Erklärung 
findet. 

Ist  diese  Annahme  richtig,  dann  muss  es  ebensowohl  Ketten  geben, 
deren  innerer  Widerstand  bei  zunehmendem  äusseren  Widerstände  (d.  h. 
bei  abnehmender  Stromstärke)  kleiner  wird,  als  auch  solche,  bei  welchen 
das  Oegentheil  stattfindet,  je  nachdem  nämlich  die  Uebergangswider- 
stände  —  nach  Maassgabe  der  chemischen  Beschaffenheit  und  Anordnung 
der  Kettenbestandtheile  —  das  eine  oder  das  andere  Verhalten  bedingen. 

Ohne  hierauf  in  diesem  Auszüge  näher  einzugehen ,  sei  nur  bemerkt, 
dass  experimentelle  Untersuchungen  über  diese  und  ähnliche  für  die 
Theorie  der  Ketten  wichtige  Fragen  die  Möglichkeit  voraussetzen,  die 
Widerstände  galvanischer  Ketten  möglichst  unabhängig  von  dem  Einflüsse 
der  Polarisation  zu  messen,  was  natürlich  nur  bei  sehr  geringen  Strom- 
stärken möglich  ist.  —  Wollte  man  jedoch  diese  sehr  geringen  Stromstärken 
durch  Anwendung  entsprechend  grosser  äusserer  Widerstände  hervor- 
bringen und  dabei  die  Ohm 'sehe  Methode  zur  Ermittelung  der  verhältniss- 
mässig  sehr  kleinen  inneren  Widerstände  benutzen,  so  würden  —  wie  eine 
einfache  Bechnung  zeigt  —  die  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  bei 
weitem  nicht  mehr  die  erforderliche  Sicherheit  der  Resultate  erlauben. 

Die  Absicht,  solche  Untersuchungen  zu  ermöglichen,  hat  den  Ver- 
fasser veranlasst,  eine  den  angedeuteten  Anforderungen  entsprechende 
Methode  zur  Bestimmung  der  Kettenwiderstände  ausfindig  zu  machen, 
nämlich  eine  Methode,  welche  die  Anwendung  sehr  kleiner  Stromstärken 
ohne  die  Anwendung  grosser  Schliessungswiderstände  gestattet.  Die- 
selbe beruht  auf  folgenden  Principien. 

Wenn  man  die  zu  untersuchende  Kette  mit  einer  anderen,  von 
grösserer  elektro  -  motorischer  Kraft,  in  entgegengesetztem  Sinne  verbindet 
und  au  dieser  Combination  eine  Nebenschliessung  anbringt,  so  erhält  man 
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ein  System  von  drei  Strombahnen  zwischen  zwei  Knotenpunkten ,  von  der- 
selben Anordnung,  wie  bei  der  Po ggendorf fischen  Compensations- 
methode.  Bezeichnet  man  die  Widerstände  in  den  Strombahnen  der 
stärkeren  Kette,  der  schwächeren  Kette  und  der  Nebenschlicssung  der 
Beihe  nach  mit  er,  ß  und  y  und  die  in  den  genannten  Strombahnen  statt- 
findenden Stromstärken  mit  J^  B  und  C^  und  denkt  man  sich,  bei  beliebigem 
Verhältnisse  der  Widerstände  a,  ß  und  y,  wobei  also  B  im  Allgemeinen 
von  Null  verschieden  sein  wird ,  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung  von  a 
eine  entsprechende  Aenderung  der  vorhandenen  Stromintensitäten  bewirkt, 
so  gelangt  man  mit  Backsicht  auf  die  Principien  des  Oh  mischen  Gesetzes 
unmittelbar  zur  Gleichung: 

ßdB=YdC 
oder  wenn  man  die  mit  A  gleichlaufenden  Ströme  als  positiv  und  somit  C 
als  negativ  gelten  lässt,  zur  Gleichung : 

ßdB^  —  ydC. 

Die  Integration  führt,  wenn  man  den  Werth,  welchen  C  für  ^=0  an- 
nimmt, mit  C^  bezeichnet,  zur  Belation : 

Hat  man  vorerst  durch  Compensation  der  untersuchten  Kette  ^=0 
und  somit  0=0^  gemacht,  und  hierauf  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung 
von  et  das  Gleichgewicht  der  Compensation  gestört,  so  stellen  C^ — (7  und 
F  die  Stromesänderungen  in  den  Strombahnen  y  und  ß  vor,  und  die  obige 
Relation  spricht  in  der  Form : 

den  Lehrsatz  aus:  dass  der  Quotient  der  nach  Aufhebung  der  Compen« 
sation  in  y  und  ß  beobachteten  Stromesändernngen,  mit  dem  Widerstände  / 
der  Nebenschliessung  multiplicirt,  sofort  den  Widerstand  ß  und  somit  auch 
den  gesuchten  Kettenwiderstand  angiebt. 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  also  wesentlich  von  allen  bisherigea 
und  namentlich  von  der  Ohm* sehen  Methode,  indem  sie  den  Widerstand 
der  untersuchten  Kette  in  der  Nähe  ihres  Compensationspunktes 
ermitteln  lässt  und  die  Anwendung  äusserst  geringer  Stromstärken  ohne 
die  Anwendung  grosser  Schliessungswiderstände  gestattet.  Sie  entspricht 
dadurch  zugleich  der  Anforderung,  den  inneren  Widerstand  einer  Kette 
möglichst  unabhängig  von  dem  störenden  Einflüsse  der  Polarisation, 
nämlich  unter  Umständen  zu  untersuchen,  bei  welchen  die  Polarisation 
auf  ein  Minimum  reducirt  ist. 

Zur  Messung  von  B  kann  ein  nach  der  Poggendorf fischen  Methode 
graduirter  Multiplicator  dienen;  zur  Messung  von  C^  —  (7  eine  Gangain- 
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sehe  Tangentenbassole.  Der  genaa  gemessene  Widerstand  y  der  Neben- 
schliessung  bleibt  angeändert.  Znr  Veränderung  des  Widerstandes  u  dient 
ein  Bbeochord. 

Näheres  über  die  experimentelle  Ausführung  dieser  Methode  und 
Mittheilungen  über  die  mittelst  derselben  bereits  erzielten  Resultate  ent- 
hält eine  ausfübrlichere  Abhandlung,  deren  Veröffentlichung  der  Verfasser 
sich  vorbehält,  sowie  auch  seiner  Untersuchungen  über  die  elektro- 
motorische Kraft  der  D an i eil* sehen  Kette  nach  absolutem  Maasse, 
worüber  er  einstweilen  im  ,, Dingler 'sehen  polytechnischen  Journal'' 
(Bd.  183)  einige  für  praktische  Zwecke  bemerkenswerthe  Mittheilungen 
gemacht  hat.  (Wiener  Akad.) 


XXm.  Erklärung  inBetreff  einer  Bemerkung  deaHntBanschinger. 

Im  zweiten  diesjäbrigen  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  180,  befindet  sich  ein 
Aufsatz  des  Herrn  Banschinger,  welcher  eine  Entgegnung  auf  einen 
von  mir  geschriebenen  Artikel  (Bd.  XI,  S.  455)  ist,  und  dessen  Schlusssatz 
folgendermaassen  lautet : 

,Jeh  halte  damit  diese  im  Grunde  sehr  einfache  Sache  für  ab- 
gethan,  und  zwar  um  so  lieber,  als  ich  nach  einigen  Stellen  in  der 
letzten  Antwort  des  Herrn  Claus  ins  befürchten  muss,  dass  von 
seiner  Seite  die  Discussion  nicht  in  der  Weise  fortgeführt  werden 
dürfte,  wie  es  einem  wissenschaftlichen  Streite  angemessen  ist." 

Da  dieser  Satz  für  mich  persönlich  beleidigend  ist  und  bei  Lesern, 
welche  meinen  Artikel  nicht  kennen  oder  nicht  im  Gedächtnisse  haben, 
einen  durchaus  falschen  Begriff  von  der  Art,  wie  er  gesehrieben  ist,  her- 
vorrufen muss ,  so  sehe  ich  mich ,  so  ungern  ich  auf  Auseinandersetzungen 
dieser  Art  eingehe,  zu  einer  kurzen  Erklärung  genöthigt. 

Es  ist  mein  Grundsatz — und  ich  lege  ein  besonderes  Gewicht  darauf — , 
in  wissenschaftlicher  Polemik  zwar  meine  Ansicht  offen  und  ohne  Rück- 
halt auszusprechen ;  aber  mich  dabei  stets  in  den  Grenzen  der  rein  wissen- 
schaftlichen Discussion  und  fern  von  Persönlichkeiten  zu  halten.  Diesem 
Grundsatze  gemäss  ist  auch  der  hier  in  Rede  stehende  Artikel  abgefasst, 
und  ich  glaube  mich  auf  das  Urtheil  jedes  unbefangenen  Lesers  berufen 
zu  dürfen,  wenn  ich  behaupte,  dass  auch  nicht  ein  Wort  darin  vorkommt, 
was  einem  wissenschaftlichen  Streite  nicht  angemessen  wäre  und  zu  einer 
solchen  Bemerkung,  wie  Herr  Banschinger  sie  sich  erlaubt,  Veranlassung 
geben  könnte. 

Was  den  übrigen,  wissenschaftlichen  Theil  des  Aufsatzes  des  Herrn 
Banschinger  anbetrifft,  so  halte  ich  es  nach  Dem,  was  ich  über  die 
Sache  schon  gesehrieben  habe,  nicht  für  nöthig,  noch  weiter  darauf  einzugehen. 
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und  gebe  daher  die  Entscheidung  über  die  Richtigkeit    der    einen   oder 
anderen  Ansicht  einfach  dem  wissenschaftlichen  Publikum  anheim. 

Zürich,  den  14.  Mai  1867.  R.  Clausius. 


Beriditigiing.  Seite  402,  am  Schlüsse  des  Anfsatzes  von  B.  Clansias  statt: 
„mnss  man  daher  statt  des  Wortes  „»»Radius****  das  Wort  „,,Dnrchmesser'*** 
setzen**,  ist  zu  lesen:  „muss  man  daher  diesen  Unterschied»  dass  der  Durch- 
messer einer  solchen  Kugel  gleich  dem  Radius  jener  Wirkungssphäre  ist,  be- 
rücksichtigen.** 


XV. 
Einige  Sätze  ans  der  Analysis  situB  Biemaxm'scher  Flächen. 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Docent  an  der  Universität  Halle. 


(Hierzu Tafel  V,  Figur  1  bis  3.) 


In  seiner  Theorie  der  Ab  einsehen  Fanctionen  bat  Kiemann  die 
Sätze  der  Analysis  situs,  welcbe  für  Untersuchungen  algebraiscber  Func- 
tionen und  deren  Integrale  wichtig  sind,  gegeben.  Wir  wollen  hier,  um 
diese  Theorie  zugänglicher  zu  machen,  jene  Sätze  etwas  umständlicher  her- 
leiten, die  Belation  zwischen  den  Querschnitten  und  Verzweigungspunkten, 
welche  Riem an n  mit  Anwendung  des  Dirichlet'schen  Princips  findet, 
geometrisch  nachweisen  und  daran  Untersuchungen  Über  die  möglichen 
Lagen  kanonischer  Querschnittnetze  knüpfen. 


Bei  der  Betrachtung  der  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen 
stösst  man  in  Bezug  auf  ihren  Verlauf  auf  Eigenschaften ,  durch  welche 
sehr  einfache  Functionen,  die  man  für  einander  verwandt  halten  muss,  weit 
von  einander  getrennt  werden.  So  giebt  es  für  eine  ganze  Function 
„ten  Qrades  zuweilen  «,  zuweilen  weniger  Werthe  der  Veränderlichen ,  für 
welche  die  Function  Null  wird.  Diese  Trennung  zu  vermeiden ,  hat  man 
in  das  Zahlengebiet  ideale  Grössen  eingeführt,  welche  eben  Das  leisten, 
jene  ganzen  Functionen  unter  einem  Gesichtspunkte  zu  vereinigen..  Histo- 
risch sind  die  Functionen  zweiten  Grades  der  Anlass  hierzu  gewesen;  aber 
es  ist  in  der  Folge  gezeigt  worden, 'dass  djese  idealen  Gebilde,  die  man 
complexe  Zahlen  genannt  hat,  nicht  blos  hinreichen,  die  angeführten  Eigen- 
schaften ganzer  Functionen  auszugleichen,  sondern  auch  noch  viel  weiter 
hinaus  befriedigende  Aufschlüsse  über  den  Verlauf  der  Functionen  zu 
geben. 
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Die  Untersuchnngen  über  den  Verlauf  der  Functionen  einer  complexen 
Variabein  werden  am  meisten  unterstützt  durch  die  graphische  Darstellung 
der  complexen  Zahlen,  welche  Gauss  erfunden  hat.  Wegen  der  zwei- 
fachen Mannichfaltigkeit  benutzt  er  räumliche  Gebilde  von  eben  so  viel- 
facher Mannichfaltigkeit,  von  zwei  Dimensionen ,  nämlich  die  Ebene.  Wir 
denken  uns  nach  Gausses  Vorgange  in  einer  Ebene  in  jedem  Punkte  die 
Maasszahlen  der  Entfernungen  von  einem  rechtwinkligen  Axenpaare  auf- 
getragen und  lassen  die  Entfernung  von  der  einen  (der  x-Axe)  den  imagi- 
nären, von  der  anderen  (der  y-Axe)  den  reellen  Theil  einer  Zahl  z=sx+yi 
bilden.  Der  Punkt  als  Träger  einer  Zahl  ist  nach  und  nach  so  mit  der- 
selben verwachsen,  dass  Punkt  und  Zahl  im  Sprachgebrauche  mit  einander 
verwechselt  werden.  Diese  Anschauung  schafft  gleichzeitig  eine  bequeme, 
fassliche  Terminologie.  Die  Lage  der  Punkte  als  Träger  der  Zahlen 
spielt  eine  wesentliche  KoUe  in  der  Analjsis;  durch  sie  muss  z.  B.  der  Be- 
griff grösser  oder  kleiner  ersetzt  werden,  der  für  complexe  Zahlen  keine 
eigentliche  Bedeutung  hat.  Für  solche  Beziehungen  hat  man  eine  be- 
sondere Disciplin,  die  Analysis  situs  erfunden,  in  welcher  Sätze  anschau- 
lich und  einfach  erwiesen  werden,  welche  rein  analytisch  oft  fernliegende 
transcendente  Uülfsmittel  erfordern. 

Eine  Function  von  z=zx  +  yi,  welche  in  einem  bestimmten  Grössen- 
gebiete  betrachtet  wird,  kann  so  eine  Function  eines  Flächenstücks  heissen. 
Wenn  die  Function  für  jeden  Punkt  des  betrachteten  Stückes  nur  einen 
Werth  hat,  so  heisst  sie  dort  einwerthig ,  im  anderen  Falle  mehrwerthig. 
Denkt  man  sich  die  Werthe  einer  solchen  Function,  welche  selbst  complexe 
Zahlen  sind,  in  einer  anderen  Ebene  aufgetragen,  so  erhält  man  eine  Ab- 
bildung, oder  Abbildungen  der  ersten  Ebene,  und  zwar,  wie  Gauss  gezeigt 
hat,  solche,  dass  die  entsprechenden  Figuren  in  den  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich  sind,  ausgenommen  in  einzelnen  Punkten. 

Cauchy  verdanken  wir  den  wichtigen  Satz,  dass  das  Integral  einer 
Function  von  oc-^yi  auch  eine  complexe  Function  der  oberen  Grenze  x-^-yi 
sei.  Dies  würde  nicht  der  Fall  sein,  wenn  ein  Integral  auf  jedem  anderen 
Integrationswege  zwischen  zwei  Punkten  einen  anderen  Werth  erlangte. 
Es  ist  aber  die  Integration  eine  Hauptquelle  zur  Erlangung  neuer  Func- 
tionen, und  es  war  daher  nöthig,  diesen  wichtigen  Satz  zu  finden.  Cauchy 
zeigte,  dass  das  Integral  einer  Function  von  x+yi  genommen  über  eine 
geschlossene  Curve  der  Ebene  Null  sei,  wenn  innerhalb  derselben  die 
Function  endlich  und  einwerthig  ist.  Das  heisst,  das  Stück  darf  keinen 
(singulären)  Punkt  enthalten,  um  welchen  herum  die  Function  neue  Werthe 
erlangt,  wenn  die  Variable  auf  einem*  geschlossenen  Wege  um  ihn  geführt 
wird.  Enthält  das  Stück  keinen  solchen  singulären  Punkt,  so  ist  sie  dort 
einwerthig,  wie  man  auch  die  Variable  darin  herumführen  mag. 

Bei  der  Untersuchung  der  Integrale  complexer  Functionen  gelangt 
man  ordnungsmässig  von  denen  der  rationalen,  welche  nur  eine  neue  Trans- 
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cendente,  denLogarithmos,  liefern,  zu  denen,  welche  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  nnter  dem  Integralzeichen  enthalten.  Bei  diesen  bilde 
gerade  die  Mehrwerthigkeit  einen  wesentlichen  Bestandtheil  und  ein 
Hinderniss  in  der  Behandlung.  Dem  hat  Kiemann  dadurch  abgeholfen, 
dass  er  für  algebraische  Functionen  eine  neue  Vorstellung  schuf,  indem  er 
sie  auf  Flächengebilde  bezieht,  in  welchen  sie  als  einwerthige  betrachtet 
werden  können.  Die  Ebene,  welche  der  Träger  der  Zahlen  2  =  a:  +  yt 
ist,  heisse  die  2:-Ebene,  s  sei  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
zwischen  s  und  z.  Dann  giebt  es  für  jeden  Werth  von  z,  ausgenommen  in 
einzelnen  Punkten,  gleichviele  Werthe  von  ^,  etwa  n  an  Zahl.  Wir  neh- 
men nun  mit  Kiemann  an,  dass  zu  jedem  dieser  Werthe  von  s  ein 
anderer  über  der  z- Ebene  gelegener  Punkt  gehöre,  deren  orthogonale  Pro- 
jectionen  zusammenfallen.  Indem  wir  dies  für  jeden  Punkt  ausführen, 
gelangen  wir  zu  n  überall  über  der  «-Ebene  ausgebreiteten  Blättern. 
Diese  n  Blätter  sind  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  der 
Ebene,  auf  welcher  die  Werthe  von  s  aufgetragen  sind.  Jedem  Punkt 
des  Systems  entspricht  ein   und   nur  ein  Punkt  der  5 -Ebene. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Ebene  als  eine  geschlossene  Fläche  vor,  etwa  als 
Kugel  mit  unendlich  grossem  Radius,  so  dass  sie  einen  unendlich  fernen 
Punkt  enthält.  Ein  System  von  n  Blättern  wird  dann  vorgestellt  werden 
müssen  als  n  unendlich  grosse  in  einander  liegende  Kugeln  mit  ;t  unend- 
lich fernen  Punkten. 

Es  kann  das  System  zunächst  der  Art  sein,  dass  die  Blätter  ohne 
jedweden  Zusammenhang  sind,  so  dass  ein  Punkt,  welcher  sich  in  einem  der 
Blätter  beliebig  bewegt,  stets  in  demselben  bleibt.  Solche  Systeme  jedoch, 
welche  entweder  ganz  oder  theilweise  unverbunden  sind,  werden  als  von 
geringer  Bedeutung  hier  ausgeschlossen.  Wir  nehmen  daher  an,  dass  ein 
Punkt,  der  sich  um  einen  gewissen  Punkt,  einen  Verzweigungspunkt  herum 
bewegt,  aus  einem  Blatt  in  ein  anderes  gelange.  Die  algebraische  nwerthige 
Function  s  gelangt,  wie  Puisseux  ausführlich  gezeigt  hat,  wenn  man  die 
Variable  z  um  einen  solchen  Punkt  bewegt,  den  wir  früher  in  der  Ebene 
einen  singulären  Punkt  nannten,  zu  einem  anderen  Werthe,  wenn  die 
Variable  ihren  ursprünglichen  wieder  hat.  Ebenso  muss  auch  der  Punkt 
zu  einem  anderen  Punkte  des  Systems  gelangen ,  weil  wir  annahmen,  dass 
jedem  anderen  Werthe  von  s  ein  anderer  des  Systems  entspräche.  Wenn 
die  algebraische  Function  bei  einem  zweiten  Umgange  der  Variabein  um 
den  Verzweigungspunkt  denselben  Werth  wieder  annimmt,  so  muss  auch 
der  Punkt  im  System  seine  erste  Lage  wieder  erhalten«  In  diesem  Falle 
beisst  der  Punkt  ein  einfacher  Verzweigungspunkt.  Befindet  sich  im 
zweiten  Blatte  ein  eben  solcher  Verzweigungspunkt,  der  dieses  mit  einem 
dritten  verbindet,  so  kann  durch  Umgehung  eines  Systemstückes,  dessen 
Projection  in  der  z-Ebene  beide  Punkte  enthält,  ein  Punkt  bei  einem  ersten 
Umgange  in  ein  zweites,  beim  folgenden  in  ein  drittes  Blatt  und  dann  erst 
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zurück  gelangen.  Nähert  man  die  heiden  Punkte  einander,  bis  sie  zu- 
sammenfallen ,  so  enthält  die  Frojection  eines  Fläcbenstücks  beide  Punkte, 
wenn  sie  einen  enthält,  und  man  muss  nun  der  Keihe  nach  in  drei  Blätter, 
oder  wenn  mehr  solche  Punkte  in  ähnlicher  Weise  zusammfallen,  durch  Um- 
gänge um  denselben  in  mehr  Blätter  gelangen.  Ein  solcher  Punkt  heisst  ein 
mehrfacher  Verzweigungspunkt  und  er  leistet  genau  dasselbe ,  was  mehrere 
einfache  Verzweigungspunkte  leisten.  Ebenso  können  algebraische  Func- 
tionen   um    gewisse  Punkte    herum    erst   nach    mehreren  Umgängen  der 

Variabein  ihren  ersten  Werth  wieder  erlangen,  z.  B.  "/z  im  Punkte  2  =  0. 
Wenn  aber  zwei  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  welche  dieselben 
Blätter  verbinden,  so  führt  uns  ein  Umgang  um  beide  immer  zum  Ursprünge 
zurück,  die  beiden  Verzweigungspunkte  haben  sich  aufgehoben.  Ein  sich 
Aufheben  kann  offenbar  immer  nur  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von 
Verzweigungspunkten  stattfinden.  Wir  führen  nun  von  allen  wirklichen 
Verzweigungspunkten  Linien  nach  n  übereinander  liegenden,  sich  decken- 
den Punkten  des  Systems,  und  nehmen  an,  dass  längs  ejner  solchen  Linie 
ein  Blatt  mit  einem  anderen  zusammenhänge,  d.  h.  dass  man  durch  Ueber- 
schreitung  einer  derselben  aus  einem  Blatte  in  ein  anderes  gelange.  Führt 
man  nämlich  einen  Punkt  einmal  über  die  Linie,  und  ein  andermal  um 
den  zugehörenden  Punkt  herum  nach  einem  festen  Punkte,  so  bilden  beide 
Wege  zusammen  einen  Umgang  um  den  Verzweigungspunkt,  und  müssen 
daher  zu  verschiedenen  Punkten  des  Systems  führen.  Zu  jedem  unserer 
Verzweigungspunkte  kann  man  in  der  Nähe  des  Endpunkts  und  auf  der 
zugehörigen  Linie  einen  gleichartigen  annehmen;  lässt  man  dann  alle 
jene  Punkte  in  einem  Punkte  (Knotenpunkt)  zusammenfallen,  so  wird  das 
System  in  Nichts  geändert;  da  wir  nun  den  Knotenpunkt  willkürlich  wähl- 
ten, so  kann  man  ihn  so  bestimmen,  dass  dort  keine  Verzweigung  (um  ihn 
herum)  stattfindet.  In  diesem  Falle  müssen  alle  jene  Verzweigungspunkte 
sich  aufheben.  Hieraus  folgt,  dass  in  einer  geschlossenen  (begrenzungs- 
losen) Fläche  die  Anzahl  aller  Verzweigungspunkte  gerade  sein  muss, 
wenn  man  die  mehrfachen  so  vielen  einfachen  gleichsetzt,  als  solche  das- 
selbe leisten. 

Die  von  uns  angegebene  Art,  Linien  zu  ziehen,  ist  immer  ausführbar 
nnd  gewährt  ein  festes  Bild.  Was  die  Vorstellung  anbetrifft,  so  nimmt 
Biemann  eben  an,  dass  längs  der  Linien  Verzweigung  stattfinde,  dass  die 
Blätter  in  einander  und  durch  einander  hindurch  verwachsen  seien.  Die 
Verzweigungspunkte  erscheinen  dann  als  Schrauben  mit  in  sich  zurück- 
laufenden Windungen.  Wir  können  aber  auch  die  Linien  als  blosj  Grenz- 
marken oder  Brücken  ansehen,  über  welche  wir  nur  vermittels  des  Willens 
in  ein  anderes  Blatt  gelangen.  Die  Verzweigungspunkte  sind  dann  Nichts, 
als  die  Endpunkte  jener  Brücken. 

Zuerst  sind  die  algebraischen  Functionen  wirklich  der  Grund  dieser 


Von  Dr.  J.  Thomae,  365 

Flächenbildnng  gewesen;  hernach  hat  jedoch  Biemanu  die  Flächen 
früher  construirt,  und  dann  nachgewiessen,  dass  zu  jedem  Systeme  eine 
Olasse  algebraischer  Functionen  gehöre,  die  einwerthig  in  ihr  sind. 

Für  die  Ebene  gilt  nun  die  für  den  C au chy 'sehen  Satz  wichtige  Be- 
ziehung, dass  jede  geschlossene  Curve  ein  Stück  vollständig  aus  ihr 
heraus  schneidet.  Wenn  daher  jener  Satz  verlangt,  dass  die  behandelte 
Function  innerhalb  der  geschlossenen  Curve  endlich  und  einwerthig  sein 
soll,  so  entsteht  kaum  ein  Zweifel  über  den  Sinn  des  Innerhalb.  Es  bleibt 
zwar  noch  zu  wählen  zwischen  demTheile,  der  den  unendlich  fernen  Punkt 
enthält  und  dem,  welcher  ihn  ausschliesst;  aber  das  Wort  ist  bezeichnend 
genug,  um  den  zweiten  Sinn  darin  finden  zu  lassen. 

Diese  Eigenschaft  haben  die  algebraischen  Flächen  keineswegs,  und 
es  hat  Rie mann  diejenigen  Flächen  einfach  zusammenhängend  genannt, 
welche  die  Eigenschaft  der  Ebene  haben,  von  jeder  geschlossenen  Curve 
zerstückelt  zu  werden.  Mehrfach  zusammenhängende  aber  nennt  er  solche, 
in  welchen,  wie  etwa  auf  der  Oberfläche  eines  Ringes,  Querschnitte  gezogen 
werden  können,  welche  die  Fläche  nicht  zerstückeln.  Unter  einem  Quer- 
schnitte aber  verstehen  wir  eine  Linie,  welche  zwei  Punkte  der  Begren- 
zung verbindet,  oder,  wenn  die  Fläche  eine  geschlossene  ist,  eine  in  sich 
zurücklaufende ,  sich  selbst  aber  oder  die  Begrenzung  niemals  schneidende 
Linie.  Die  algebraischen  Flächen  sind  nun  freilich  anderer  Natur,  als 
die  Oberfläche  eines  Ringes;  aber  die  Sätze  über  den  Zusammenhang  gelten 
ganz  allgemein. 

Die  erste  Forderung  an  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist 
die,  dass  sie  wirklich  zusammenhänge,  nicht  aus  getrennten  Stücken  be- 
stehe ,  wie  etwa  das  erwähnte  System  von  n  Blättern  ohne  Verzweigungs- 
punkte, und  eine  erste  Folgerung  ist  die,  dass  die  Begrenzung  derselben 
aus  einem  Stück  bestehe.  Im  anderen  Falle  können  wir  zwei  Punkte  der 
verschiedenen  Begrenzungsstücke  mit  einander  durch  einen  Querschnitt 
verbinden  und  dieser  wird  die  Fläche  nicht  zerstückeln.  Denn  man 
kann  nun  von  einem  zum  anderen  Ufer  des  Querschnittes  dadurch  gelangen, 
dass  man  sich  längs  der  Begrenzung  fortbewegt,  weil  die  einzelnen  Be- 
grenzungsstücke in  sich  zusammenhängen. 

Stossen  zwei  einfach  zusammenhängende  Flächen  so  an  einander,  dass 
sie  entweder  die  ganze  Begrenzung  oder  einen  continuirlichen  Theil 
derselben  gemein  haben,  so  bilden  sie  zusammen  nach  Aufhebung  der 
gemeinsamen  Begrenzung  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wird  die  Fläche  J durch  einen  Querschnitt  a  in  eine  einfach  zusam- 
menhängende T'  verwandelt,  so  heisst  sie  zweifach  zusammenhängend, 
und  sie  wird  durch  jeden  möglichen  Querschnitt  a,  der  T  nicht  zerstückelt, 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt.  Denn  der  Querschnitt  a 
zerstückelt  T'  in  mehrere  einfach  zusammenhängende  Stücke;  hebt  man 
a  auf,  so  stossen  solche  Stücke  längs  eines  continuirlichen  Theils  ihrer  Be- 
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grenznng  an  einander,  die  entstehende  Fläche  T"  ist  einfach  zusammen- 
hängend. 

Gieht  es  in  einer  mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  irgendeinen  nicht 
zerstückelnden  Querschnitt,  welcher  zwei  Punkte  der  Begrenzungen  G  und 
G|  (die  auch  dieselben  sein  können)  mit  einander  verbindet,  so  kann  man 
auch  eiuen  eben  solchen  Querschnitt  von  einem  beliebigen  Punkt  von  G 
nach  einem  beliebigen  von  G^  führen;  denn  man  kann  einmal  den  Theil 
von  G  zwischen  dem  Anfangspunkte  des  Querschnitts  und  dem  gegebenen 
Pnnkte  zum  Querschnitt  hinzunehmen ,  oder  man  kann  auch ,  anstatt  den 
Querschnitt  in  G  einmünden  zu  lassen,  ihn  in  endlicher  Entfernung  etwa 
parallel  mit  G  bis  zu  jenem  Punkte  hinführen  und  dort  erst  auslaufen  lassen, 
wobei  die  Parallele  so  zu  ziehen  ist ,  dass  zwischen  ihr  und  G  ein  einfach 
zusammenhängender  Flächenstreifen  liegt. 

Wird  eine  Fläche  T  durch  einen  Querschnitt  et  in  eine  ;t-fach  zu- 
sammenhängende T'  verwandelt,  so  heisst  sie  it  +  1 -fach  zusammenhängend 
und  sie  wird  durch  jeden  in  ihr  möglichen ,  T  nicht  zerstückelnden  Quer- 
schnitt a  in  eine  n-fach  zusammenhängende  T"  verwandelt.  Um  den 
Schluss  von  n  auf  n  +  \  anzuwenden  j  setzen  wir  voraus,  der  Satz  sei  für 
eine  ;i-fach  zusammenhängende  Fläche  völlig  erwiesen. 

Wenn  die  Querschnitte  et  und  a  keinen  Punkt  mit  einander  gemein 
^aben,  so  können  wir  sie  durch  einen  Querschnitt  c  verbinden,  was  immer 
als  geschehen  angenommen  wird,  wenn  sie  nicht  schon  durch  die  Begren- 
zung von  Tmit  einander  verbunden  sind ;  es  ist  dann  a-^c  ein  nicht  zerstückeln- 
der Querschnit  in  T'  und  a-f-c  ein  eben  solcher  Querschnitt  in  T'\  weil  eine 
Linie  c,  die  getrennte  Begrenzungsstücke  verbindet,  nach  dem  Früheren  eine 
Fläche  nicht  zerstückelt.  Wenn  a  und  «  (und  c)  kein  Stück  der  Fläche 
völlig  begrenzen,  so  wird  die  n-fach  zusammenhängende  Fläche  T'  durch 
a  in  eine  71  —  1-fach  zusammenhängende  P  zerschnitten.  Da  T"  durch  a 
in  P  zerlegt  wird,  so  ist  T"  n-fach  zusammenhängend  w.  s.  e.  w.  Wenn 
a  (und  c)  T'  zerstückelt,  so  kann  es  einen  Querschnitt  ß  geben,  der  weder 
T'  noch  T"  zerstückelt.  Dann  kann  erst  ß  den  Querschnitt  a,  darauf  a 
den  Querschnitt  ß  ersetzen.  Einen  solchen  Querschnitt  ß  giebt  es  aber 
jedesmal,  so  lange  eins  der  Stücke  mehrfach  zusammenhängend  ist.  Wenn 
ab'er  keins  der  Stücke  mehrfach  zusammenhängend  ist,  so  können  wir  von  a 
diejenigen  Stücke  tilgen,  zu  deren  beiden  Ufern  verschiedene  einfach 
zusammenhängende  Stücke  der  Fläche  sich  ausbreiten.  Der  Rest  von  a  und 
der  Querschnitt  et  zerschneiden  dann  T  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  ö.  Die  einzelnen  Stücke  von  a  bilden  daher  n —  1  Querschnitte ,  weil 
T'  durch  jedwede  n  —  1  Querschnitte,  aber  auch  nur  durch  so  viel,  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  zerlegt  wird.  Tilgen  wir  aber  nun 
statt  jener  Stücke  von  a  diejenigen  von  or,  welche  mit  ihnen  Stücke  der 
Fläche  völlig  begrenzen,  so  werden  von  der  einfach  zusammenhängenden 
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Fläche  0  hier  einfach  zusammenhäDgende  Stücke  abgeschnitten  nnd  dort 
längs  eines  continairlichen  Theiles  ihrer  Begrenzung  angefügt.  Die  Reste 
von  a  bilden  aber  (weil  sie  mit  den  Resten  von  a  in  iß  gleichviel  Anfangs- 
und Endpunkte  und  gleichviel  Punkte  auf  der  Begrenzung  von  T  haben 
n  —  1  Querschnitte.  Es  wird  also  T'  durch  n — 1  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  und  ist  daher  n-fach  zu- 
sammenhängend, w.  z.  e.  w. 

Flächen,  welche  längs  einer  Linie  sich  spalten,  können  unberücksich- 
tigt bleiben,  weil  sie  einen  unendlich  grossen  Zusammenhang  haben. 
Z.  B.  wenn  auf  einer  Ebene  irgendwo  ein  Halbkegel  aufsitzt,  so  sind  alle 
grössten  Kreise  durch  einen  Punkt,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  durch 
Gerade,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  verbindet,  nicht  zerstückelnde 
Querschnitte. 

Ausser  diesem  Falle  gehört  aber  zu  jeder  Fläche  eine  ganz  bestimmte 
Anzahl  von  Querschnitten.  Für  eine  geschlossene  (begrenzungslose) 
Fläche  ist  diese  Anzahl  gerade ,  was  wir  nur  für  eine  bestimmte  Art  von 
Querschnitten  beweisen,  da  es  wegen  der  Un Veränderlichkeit  dieser  Zahl 
dann  für  alle  Arten  gilt. 

Ein  einzelner  Querschnitt,  der  in  unserem  Fall  in  sich  zurückläuft, 
kann  eine  geschlossene  Fläche  nicht  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandeln,  weil  seine  beiden  Ufer  zwei  getrennte  Begrenzungsstücke 
bilden.  Eine  Verbindungslinie  der  beiden  Ufer  bringt  die  ganze  Be* 
grenzung  in  einen  einzigen  Zusammenhang.  Die  Fläche  kann  nun  einfach 
zusammenhängend  sein.  Einen  dritten  Querschnitt,  wenn  noch  einer  mög- 
lich ist,  kann  man  so  ziehen,  dass  er  von  einem  Punkte  des  früheren  aus- 
geht und  in  sich  zurückläuft.  Dadurch  wird  die  Begrenzung  irgendwo 
geöffnet,  das  eine  Ufer  des  neuen  Querschnitts  eingeschaltet,  das  andere 
bildet  ein  getrenntes  Begrenzungsstück;  es  ist  daher  noch  ein  vierter 
Querschnitt  möglich  u.  s.  f. 

Es  findet  nun,  wie  Riemann  angiebt,  bei  einer  einfach  zusammen- 
hängenden, über  einen  endlichen  Tbeil  der  «-Ebene  ausgebreiteten  Fläche 
zwischen  der  Anzahl  ihrer  einfachen  Verzweigungspunkte  nnd  der  Anzahl  der 
Umdrehungen,  welche  die  Richtung  ihrer  Begrenzungslinie  macht,  die  Relation 
statt,  dass  die  letztere  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  die  ertere,  nnd  ans 
dieser  ergiebt  sich  für  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  eine 
Relation  zwischen  diesen  Anzahlen  nnd  der  Anzahl  der  Querschnitte; 
welche  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt 

Den  letzten  Theil  dieses  Satzes,  den  wir  geometrisch  nachweisen,  hat 
Riemann  mit  Hülfe  einer  logarithmischen  Transcendenten  erwiesen. 

Von  dem  vertikalen  Abstände  der  Blätter  einer  über  die  z-Ebene  aus- 
gebreiteten Fläche  können  wir  absehen,  wir  stellen  uns  dieselben  als 
einander  sehr  nahe  vor,  müssen  jedoch  in  Betracht  ziehen,  dass  eine  Ver- 
zweigung der  Blätter  auch  um  Löcher  herum  stattfinden  kann. 


368     Einige  Sätze  aus  der  Analysis  situs  Riemann'scher  Flächen. 

Wenn  Jemand  anf  der  Begrenzung  eines  Flächenstückes  fortschreitet, 
das  Gesicht  in  der  Bewegungsrichtung,  so  sagt  man,  er  durchlaufe  die 
Begrenzung  in  positiver  Richtung,  wenn  die  anstossende  Fläche  immer 
zur  Linken  bleibt;  und  wenn  Jemand  um  einen  Kreis  herumgegangen  ist, 
so  sagen  wir,  er  habe  eine  ganze  positive  Umdrehung  seiner  Richtung 
ausgeführt. 

Das  betrachtete  Flächenstück  besteht  nun  aus  mehreren  Blättern, 
jedes  vielleicht  mit  anderen  Grenzen.  Diese  Blätter  setzen  sich  um  die 
Verzweigungspunkte  oder  Löcher  herum  in  einander  fort.  Dass  Blätter 
am  Rande  dieser  Löcher  oder  der  Grenzen,  wie  etwa  die  platt  gedrückte 
Oberfläche  eines  Ringes,  zusammenhängen,  wollen  wir  der  Einfachheit 
wegen  vermeiden. 

Betrachten  wir  nun  ein  einzelnes  Blatt  der  Fläche ,  so  hat  es  etwa 
folgende  Gestalt :  Um  die  Verzweigungspunkte  herum  ziehen  wir  Kreise  k 
und  verbinden  einen  Punkt  derselben  mit  der  Begrenzung,  was  auf  mehrere 
Arten  geschehen  kann.  Die  Linie  /  (Taf.  V,  Fig.  l),  welche  anzeigt,  dass 
das  Blatt  sich  längs  derselben  in  ein  anderes  fortsetzt,  welche  aber  hier 
nur  einen  Theil  der  Begrenzung  bildet,  kann  entweder  an  die  äussere  Be- 
grenzung s  wie  /,  oder  zu  einem  Loche  wie  /,  geführt  werden,  oder  es 
kann  eine  frühere  Linie  /als  Begrenzung  angesehen  werden,  so  dass  /^  in  /, 
einläuft  und  den  Schnittpunkt  eine  Linie  X  mit  der  übrigen  Begrenzung 
verbindet.  Ebenso  lassen  sich  Löcher  durch  Linien  mit  der  Übrigen  Be- 
grenzung verbinden  (welche  Verbindungslinien  ebenfalls  einen  Ort  der 
Verzweigung  angeben  können);  endlich  kann  eine  Linie,  wie  in  der 
Figur  6,  gleichsam  als  eine  Spitze  der  äusseren  Begrenzung  ins  Innere 
hineinragen.  Alle  jene  Linien  aher  sollen  sich  unter  sich  oder  mit  der 
vorhandenen  Begrenzung  nicht  schneiden ,  und  alle  zusammen  als  die  Be- 
grenzung des  Flächenstücks  S  angesehen  werden.  Wie  man  sieht ,  ist 
dann  in  5  jeder  Querschnitt  ein  zerstückelnder,  also  S  einfach  zusammen- 
hängend. 

Die  Umdrehung,  welche  die  Richtung  der  äusseren  Grenze  5  macht, 
ist  offenbar  eine  ganze  positive.  Eine  beliebig  in  S  liegende  Linie,  die 
beiderseits  begrenzt  ist,  ändert  ihre  Richtung  so,  dass  sich  die  Aenderungen 
auf  beiden  Ufern  gegenseitig  aufheben ;  aber  in  ihren  Endpunkten  macht 
die  Richtung  zusammen  eine  ganze  negative  Umdrehung,  weil  sie  von 
links  nach  rechts  vor  sich  geht,  wenn  die  Linie  /  iu  positiver  Richtung 
durchlaufen  wird.  Hieran  wird  Nichts  geändert,  wenn  wir  an  einem  End- 
punkte einen  Kreis  oder  ein  Loch  anfügen,  weil  von  der  Linie  zum  Kreise 
und  vom  Kreise  zur  Linie  genau  eine  halbe  positive ,  auf  dem  Kreise  oder 
Loche  aber  eine  ganze  negative  Umdrehung  gemacht  wird.  Von  der  Be- 
grenzung zu  einer  Linie  £  oder  A,  von  dieser  zur  Begrenzung  5  wird  in 
Summa  eine  halbe  positive  Umdrehung  gemacht,  so  dass  der  gesammte 
Einfluss  einer  Linie  c,  oder  einer  Linie  k  oder/  mit  einem   Kreise   oder 
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Loche  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Uradrehnngen  Null  ist,  nnd  irgend  ein 
solcher  Tbeil  der  Begrenzung  schadlos  aufgehoben  werden  kann.  Da 
S  keinen  Verzweigungspunkt  enthält  und  die  Richtung  von  5  eine  ganze 
Umdrehung  macht,  so  ist  die  letztere  Zahl  wirklich  um  Eins  grösser,  als 
die  der  Verzweigungspunkte. 

Fügen  wir  hieran  ein  zweites  Blatt,  so  müssen  in  diesem  die  Linien  /, 
längs  welcher  es  mit  dem  ersten  zusammenhängt,  sich  decken,  soweit  über* 
haupt  sich  die  Blätter  decken;  sonst  kann  eine  Linie  in  dem  einen  Blatte 
wohl  über  das  andere  Blatt  hinausgehen.  Um  nun  einen  Zusammenhang 
zwischen  den  beiden  Blättern  herzustellen ,  tilgen  wir  das  eine  Ufer  einer 
Linie  in  S  und  das  andere  der  entsprechenden  Linie  in  5).  Der  dort 
liegende  Verzweigungspunkt  bleibt  durch  die  Kreise,  welche  zusammen  eine 
Schraubenlinie  bilden,  welche  durch  die  beiden  anderen  Ufer  von  /  mit 
der  äusseren  Begrenzung  verbunden  ist,  ausgeschlossen.  Die  Summe  der 
Umdrehungen  der  Kichtung,  welche  die  Begrenzung  von  S  und  S,  macht, 
war  2;  aber  in  den  Endpunkten  der  zerstörten  Ufer  macht  die  Kichtung 
znsam.men  genommen  genau  eine  ganze.  Diese  wurde  zerstört,  es  bleibt 
also  eine  Umdrehung.  Wenn  jener  Verzweigungspunkt  ein  einfacher  ist, 
so  wird  durch  Aufhebung  der  beiden  anderen  Ufer  und  der  Kreise  die 
Fläche  in  sich  zurück  fortgesetzt  und  ein  Verzweigungspunkt  eingeschaltet. 
Die  Umdrehungen  werden  um  eine  vermehrt  (zwei  negative  an  den  Kreisen 
und  eine  positive  an  den  Ufern  werden  aufgehoben),  also  ist  noch  die 
letztere  Zahl  um  Eins  grösser,  als  die  erstere.  Jede  geschlossene  Curve 
zerstückelt  die  Fläche,  sie  ist  daher  einfach  zusammenhängend. 

So  können  wir  ein  drittes  und  vierte?  Blatt  hinzufügen.  Wir  nehmen 
nun  an,  der  Kiem  an  nasche  Satz  sei  bewiesen  für  eine  Fläche  von  /:  Blät- 
tern, die  auf  die  beschriebene  Weise  an  einander  gefügt  wurden,  wir 
zeigen,  dass  er  dann  noch  gilt,  wenn  wir  ein  k+V^'  Blatt  hinzufügen. 

Wir  fügen  zunächst  das  Blatt  so  an ,,  dass  kein  Verzweigungspunkt 
in  die  Fläche  eingeschaltet  wird.  Sei  es  nun,  dass  der  Zusammenhang 
dadurch  hergestellt  wird,  dass  zwei  entsprechende  Ufer  von  Linien  /  auf- 
gehoben werden  als  Begrenzung,  welche  von  einem  Punkte  oder  Loche 
ausgehen,  um  das  herum  sich  die  Fläche  zweimal  windet,  sei  es  von  einem 
solchen,  um  welches  sich  die  Fläche  mehrmals  windet,  es  stossen  immer 
zwei  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  längs  eines  continuirlichen 
Theils  ihrer  Begrenzung  an  einander,  und  es  wird  die  hinzugekommene 
Umdrehung  des  neuen  Blattes  durch  die  wegfallende  an  den  Ufern  von  / 
aufgehoben,  so  dass  der  Satz  von  Ei e mann  gilt. 

Wenn  aber  /  von  einem  a- fachen  Verzweignngspunkte  ausging,  und 
wenn  dort  schon  a  Blätter  zusammenhängen,  so  können  wir  nun  auch  die 
beiden  letzten  noch  übrig  gebliebenen  Ufer  von  /  aufheben  sammt  den 
a  +  1  Kreisen,  die  sich  um  jenen  Verzweigungspunkt  winden.     Es  werden 


370    Einige  Sätze  aus  der  Analysis  situs  Riemann'scher  Flächen. 

dadurch  genau  a  Umdrehungen  (a  + 1  ans  den  Kreisen  und  eine  negative 
von  f)  hinzugefügt  und  genau  a  Verzweigungspunkte  eingeschaltet.  Eine 
Linie,  welche  vorher  zwei  benachbarte  Punkte  der  Ufer  von  /  verband, 
zerstückelte  die  Fläche.  Jetzt  ist  sie  als  geschlossene  Curve  anzusehen, 
und  da  weder  auf  der  einen,  noch  auf  der  anderen  Seite  von  /  ein  Weg 
von  ihrem  Inneren  nach  dem  Aeusseren  führt,  so  zerstückelt  sie  die 
Fläche  noch,  oder  jene  ist  einfach  zusammenhängend  und  es  gilt  der  Sats 
Kiemann's.  Es  sind  jedoch,  wenn  die  Fläche  aus  n  Blättern  besteht, 
nicht  mehr,  als  n  —  1  Verzweigungspunkte  in  die  Fläche  hinein  gekommen 
und  ein  Loch  können  wir  überhaupt  nicht  einfügen,  weil,  wenn  dies 
nicht  mit  der  äusseren  Begrenzung  verbunden  ist,  die  Fläche  mehrfach 
zusammenhängend  ist.  Wir  wollen  nun  noch  die  übrigen  Verzweigungs- 
punkte in  die  Fläche  hineinbringen  und  annehmen,  dass  Löcher  in  der 
Fläche  nicht  enthalten  seien,  indem  wir  deren  Begrenzung  als  äussere  Be- 
grenzung mit  betrachten. 

Zerstören  wir  einen  Kreis  um  einen  Verzweigungspunkt,  einen  Kreis 
in  einem  Blatte ,  so  fliesst  sofort  ein  einfach  zusammenhängendes  Flächeü- 
stück  in  die  Fläche  ein  längs  einer  continuirlichen  Begrenzung.  Die 
Fläche  bleibt  also  einfach  zusammenhängend.  Die  inneren  Ufer  der  an 
diesen  sich  anhängenden  Kreise  um  den  Verzweigungspunkt ,  deren  genau 
noch  so  viel  sind,  als  der  Verzweigungspunkt  vielfach  ist,  werden  so  der 
Begrenzung  hinzugefügt  und  sind  durch  die  Linie  /  des  ersten  Blattes  mit 
der  übrigen  Begrenzung  verbunden,  deren  ein  Ufer  sich  an  einen  solchen 
Kreis,  deren  anderes  an  den  letzten  Kreis  sich  anschliesst.  Hierdurch 
werden  a  Umdrehungen  von  den  inneren  Kreisen  und  ein  a-facher  Ver- 
zweigungspunkt hinzugefügt,  und  sonst  wird  Nichts  geändert.  Fügen  wir 
so  nach  und  nach  alle  Verzweigungspunkte  in  die  Fläche  ein ,  so  können 
wir  noch  die  Kreise  zu  anderen  Curven  ausdehnen,  die  Linien  /  zusammen- 
ziehen, immer  gilt  der  Kie mann' sehe  Satz.  Um  nun  den  zweiten  Theil 
desselben,  von  den  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  und  der  Quer- 
schnittzahl nachzuweisen ,  nehmen  wir  an,  dass  alle  Verzweigungspunkte 
durch  Linien  /  mit  einem  im  Inneren  liegenden  Punkte  verbunden  seien  und 
von  dort  aus  in  jedem  Blatte  nur  eine  einzige  keine  Verzweigung  anzeigende 
Linie  k  nach  der  äusseren  Begrenzung  führe.  Wenn  wir  diese  äussere  Begren- 
zung nach  und  nach  erweitern,  so  können  wir  diese  endlich  in  einen  Punkt, 
den  unendlich  fernen,  zusammenziehen  und  dann  die  Linie  X  bis  ins  End- 
liche verkürzen.    Während  nun  vorher  an  die  Endpunkte  der  Linien  X  sich 

die  äusseren  Begrenzungsstücke  anschlössen  und  mit  diesen  ^  +  ~  positive 

Umdrehungen  zusammen  dort  stattfanden,  so  finden  jetzt  -  negative  statt. 

Der  Zusammenhang  ist  hierbei  nirgend  geändert.  Ist  nun  rv  die  Anzahl  der 
Verzweigungspunkte ,  so  war  vorher  w  +  1,  und  ist  jetzt  w  + 1  —  2^*  die 
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genaue  Anzahl  der  Umdrehungen,  welche  die  Kichtung  der  ganzen  Be- 
grenzung macht.  Die  Linien  X  können  sodann  noch,  wie  wir  wissen,  ohne 
Schaden  weggelassen  werden. 

Wird  nun  die  Fläche  TMurch  2p  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende verwandelt,  so  ist  die  Umdrehung  der  Kichtung  auf  dem 
einen  Ufer  immer  die  entgegengesetzte,  als  auf  dem  anderen,  diese  Um- 
drehungen heben  sich  auf;  aber  wo  zwei  Querschnitte  an  einander  stossen, 
was  4p  —  2 mal  geschieht,  wird  je  eine  halbe  positive  Umdrehung  gemacht 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Umdrehungen  2  {p — 1),  woraus  die  von  Rie- 
mann  schon  algebraisch  bewiesene  Gleichung  folgt:  tv — 2n  =  2(p  —  l). 

Wir  nennen  nun  ein  kanonisches  QuerschnittHjstem  in  einer  Fläche  T 
ein  solches,  in  welchem  der  Querschnitt  frj  zwei  benachbarte  Funkte  der 
beiden  Ufer  des  Querschnitts  aj  Verbindet  und  a,  aus  einer  Linie  q,  welche  von 
einem  Punkte  von  6,  ausläuft  und  aus  einem  in  sich  zurücklaufenden 
Schnitte  a,  besteht.  Ein  vierter  Querschnitt  6,  führt  von  einem  Ufer  von 
€7t  zu  dem  benachbarten  Punkte  auf  dem  anderen  Ufer  etc.  So  besteht 
das  ganze  Netz  aus  Systemen  a^i  6^,  denen  eine  Linie  C/a^i  vorauf  geht 
und  eine  Cfi  folgt. 

Es  giebt  unendlich  viele  solcher  kanonischer  Netze.  Bildet  man 
alle  so  zerschnittenen  Flächen,  etwa  T\  T'\  T"\,..  durch  ein  überall 
endliches  Integral  in  T  ab,  welches  in  einem  endlichen  Theile  von  7  jedes- 
mal dasselbe  ist,  so  bestehen  zwischen  den  Ortsverschiedenheiten  der 
parallelen  Begrenzungsstücke  (Periodicitätsmoduln)  aller  dieser  Abbil- 
dungen lineare  ganzzahlige  Kelationen,  welche  die  AbeTschen  Trans- 
formationsrelationen genannt  werden  und  welche  aus  der  Theorie  der 
O- Functionen  bekannt  sind. 

Hat  u  vclT'  die  Periodicitätsmoduln  A\^  ^'t....>^'ji,  bei  a,,  a„  ....  ap; 
ff^.Bty  ..B'p  bei  6,, *,,.••*?»  «od  iuT"  an  a\,a\,.,,a'p die  A'\^A'\y...A"py 
an  6"|,  b'\y,».b"p  die  ^'j,  B\y..,B"py  so  besteht  die  Kelation:  ^ 

^'^=i,(^'aa^,+Z?'g/?^0,    ^'V=4(^'«y/i€+^6M.     fi=l,2,...p, 

worin  a/?/^  ganze  Zahlen  sind.  Alle  Abbildungen  durch  t^,  also  auch  die, 
zu  welchen  Ä\t,  und  Ä'yk  gehören,  müssen  denselben  Flächeninhalt  haben, 
und  bildet  man  A' ^^  A*'ß  durch  p  von  einander  unabhängige  Functionen 
ab,  80  müssen  für  jede  Abbildung  durch  irgend  ein  u  dieselben  Kelationen 
bestehen,  und  da  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  verschiedener  t/  be- 
stimmte, von  Kiemann  (AbeTsche  P^unctionen  Theil  4,  §.20)  gegebene 
Beziehungen  stattfinden,  so  müssen  jene  ganzen  Zahlen  folgenden  Be- 
dingungen Genüge  leisten: 

P  P 

f « (''iß  7tß'  -  V'  y^M^  =^'       f «  ^^iß  ^iß —  V  ^«m)  =  ^' 

p  I» 
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woraus  nocb  folgt: 

p  p 

p  P 

Diese  noth  wendigen  Bedingungen  können  wir  als  bekannt  voraussetzen; 
wir  begnügen  uns  hier  damit,  nachzuweisen,  dass  sie  auch  hinreichende 
sind,  d.  h.  dass  zu  jedem  System  solcher  Zahlen  ein  kanonisches  Qner- 
fichnittnetz  existirt.  Welches  Ufer  eines  Querschnitts  positiv  oder  negativ 
genannt  werde,  ist  an  sich  gleichgültig;  aber  im  kanonischen  System  mass 
eine  bestimmte  Ordnnng  getroffen  werden,  so  dass  man  beim  Durchlaufen 
des  Querschnittsystems  in  ganz  bestimmter  Reihenfolge  die  positiven  und 
negativen  Ufer  durchläuft. 

I)  Wir  wählen  nun  zuerst  T'  und  T"  so,  dass  sie  ganz  tibereinstimmen, 
bis  auf  die  Linien  c'e^i  und  c"e— j,  so  dass  sie  zwar  einen  gemeinsamen 
Anfangs-  und  Endpunkt  haben,  letztere  aber  auf  dem  entgegengesetzten 
Ufer  von  a^  liegen,  und  bis  auf  die  Linien  c^  und  c"^,  deren  Anfangspunkte 
auf  entgegengesetzten  Ufern  liegen  sollen.  Es  findet  dann  in  a  ^  b\  und 
a"g  h"^  die  entgegengesetzte  Uferordnung  statt,  so  dass  A\=^  —  Ä^^y 
B'^  =  —  ^"g,  sonst  aber  i4'v  =  -^"v,  ^V  =  ^"y  ist.  Demnach  ist  a^^=li 
öf^fj^  =  1,  nur  Jgg  =  —  1,  a^j  =r  —  1  und  alle  übrigen  a  ß  y  d  sind  Null. 

II)  Es  sollen  ferner  T'  und  T''  übereinstimmen,  es  soll  nur  c\_.  zu 
dem  Endpunkte  von  cV~i  führen,  und  c'a'^i  zu  dem  Endpunkte  von  c  f^i« 
dann  muss  an  die  Stelle  von  a\'  6'^»,  a'^b"^,  an  Stelle  von  a'^  6'^,  a"^'  ft''^'  ge- 
setzt werden  und  es  ist  demnach  A'\=iA\'^  I^\=^g'i  A"^»=sA\^  £^'^'=B\^ 
oder  afjiß=l  ausser  a^j,  a^y,  welche  Null  sind,  a^g»  =  a^'^  =  1 ;  ebenso 
^^^=1  ausser  d^g  d^y,  welche  Null  sind,  und  ^^'  =  ^^'^=1,  alle  übrigen 
a  ß  y  ö  sind  Null. 

III)  Nun  sei  T'  von  T"  dadurch  verschieden,  dass  c'b-i  von  6'«— i 
nach  6'g  führe,  welcher  Querschnitt  dann  a'^  heissen  wird,  und  dass  c\  von 
ö'j  (=ö"e)  nach  a'c-|-i  führe.  Hierbei  vollzieht  sich  entweder  eine  Umord- 
nung  des  Ufervorzeichens  an  b\  oder  an  a^.  Man  hat  daher  -^"«=  +  -5^1, 
B"^  =  +  ^'g,  oder  es  ist :  cr^^  =  1  ausser  «^^=3 0,  ß^^  =  +  1»  'w*  ^^  ^  ausser 
dgg  =  0,  yjg=  +  1  und  alle  übrigen  a  ßy  8  sind  Null. 

IV)  Ferner  sollen  die  Netze  T'  und  J"  zusammenfallen,  nur  b"^  nicht 
mit  6'g.  Es  soll  b''^  mit  b'^  von  a^  anfangen,  wie  in  Fig.  2,  über  die  Linien 
As  ^4)  ^^^  einem  Flächenast  in  einen  anderen  gehen ;  dort  aber  soll  b"^  sich 
n  Mal  um  k^k^  rechts  oder  links  herum  winden,  also  im  zweiten  Fläcben- 
ast  b*g  n — 1  Mal  schneiden  und  beim  n*^°  Zusammentreffen  wieder  mit  b^ 
auf  das  andere  Ufer  von  a\  zurückgehen.  Es  ist  dann  A'\=3A'g  +  n  B\^  je 
nach   der    Kichtung    der    Umläufe    von   b'\    oder    es    ist   tt/4/i=Ä^^^  =  l» 
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fi=i  1,  2,. . .p,  |^ee=  Hh  n  and  sonst  sind  alle  a  ßy  d  Nnll.  Es  ist  nicht  immer 
möglich,  die  Windungen  blos  um  k^k^  hemm  zu  machen;  aber  es  ist  stets 
möglich  mit  Hinzuziehung  noch  anderer  Verzweigungspnnkte. 

Eine  ganz  analoge  Operation  kann  man  auch  auf  a'^  anwenden,  wodurch 
man  erhält  a^ß  =  öfjß  =  1,  y^  =  +  ^  wnd  sonst  a  ß  y  8  =  0. 

V)  Endlich  mögen  sich  T'  und  T"  dadurch  unterscheiden,  dass  6"^ 
etwa  eben  da,  wo  b'^  oder  in  der  Nähe  auf  a^  anfange  und  durch  das 
Innere  von  T'  nach  b\'  hinlaufe  und  überschreite,  wie  es  in  Fig.  3  an- 
gedeutet ist.  Es  sei  hierbei  €'  =  c-{-l.  Von  dort  aus  kann  man  dann, 
weil  die  Fläche  einfach  zusammenhängend,  also  jedenfalls  zusammenhängend 
ist,  ohne  irgend  einen  Querschnitt  zu  schneiden,  und  ohne  einen  frühereu 
Punkt  der  Linie  zu  treffen ,  die  Linie  b'\  zu  dem  dem  Anfangspunkte  auf 
dem  anderen  Ufer  gegenüberliegenden  Punkte  führen.  Von  irgend  einem 
Punkte  von  a'^'  ziehen  wir  6"^'  nach  b'^  und  überschreiten  diese  Linie  und 
führen  6"^',  ohne  irgend  eine  der  schon  gezogenen  Linien  zu  schneiden, 
die  Querschnitte  als  Wegweiser  benutzend,  zu  dem  dem  Anfangspunkte 
auf  dem  entgegengesetzten  Ufer  von  a^'  gegenüberliegenden  Punkte  zu- 
rück. Dann  verbinden  wir  6"^  mit  a'^»  (oder  a'^')  durch  c''^.  Man  zeigt 
leicht,  dass  T"  einfach  zusammenhängend  ist.  Dann  ist  A"g:=A\  —  B*^* 
^'V=^V— ^'e  oder  a^  =  d^^=l,  m=1»  2,...p,  |5jg'  =  /3£'€=  +  L  Das 
untere  Zeichen  wird  durch  Ueberschreitung  in  entgegengesetztem  Sinne 
erhalten.  Ein  selbiges  Verfahren  auf  a^  und  a^'  angewendet,  liefert  das 
verwandte  System,  in  welchem  statt  ßes'=ßs'g  =  +  1»  Ysb^^Ybb^^  +  ^ 
zu  setzen  ist. 

Wenn  man  das  angewandte  Verfahren  wiederholt,  so  gelangt  man  zu 
einem  System,  in  dem  ßfs'^^ßa's  ==  ±  ^»  ^^^^  7bb  =  Yb'b^^  i  ^  *®'> 
und  wegen  II)  können  wir  noch  b\  welches  gleich  6  +  1  war,  willkürlich 
wählen.  * 

Betrachten  wir  7"  als  erstes  System  und  T'  als  abgeleitetes,  so 
fliessen  hieraus  ebenso  viele  Zahlensysteme,  denen  wirkliche  Trans- 
formationen eines  Schnittnetzes  entsprechen.  Beide  Arten  von  Traus- 
formationen  können  beliebig  oft  wiederholt  und  in  beliebiger  Reihenfolge 
angewandt  werden ,  so  dass  man  aus  T'  T"  und  hieraus  T'"  etc.  erhält, 
weil  wir  ja  das  erste  System  ganz  willkürlich,  nur  von  kanonischer  Form 
annahmen,  von  welcher  die  folgenden  auch  sind. 

Schreiben  wir  das  Zahlensystem  aß  yö  in  der  Form  einer  Determi- 
nante 

"liy*^tii'"^ipyßtU"    ßip 

ytu yipi  'io«--^ip 

Yp\^ YppiSpty-'^P^ 
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so  bewirken  zwei  aufeinander  folgende  Transformationen  ein  System, 
welches  aus  dem  System,  das  T^^^  angehört  und  dem  System  der  Trans- 
formation der  Art  zusammengesetzt  ist,  wie  sich  Determinantenproducte 
zusammensetzen.  Wendet  man  diese  Transformationen  (I  bis  V)  auf  ein 
vorliegendes  System  a  j3  y^  d  an,  so  findet  man  folgende  Regeln : 

Man  kann  die  Zahlen  einer  der  p  ersten  Horizontalreihen  oder  Ver- 
tikalreihen ihr  Zeichen  wechseln  lassen,  wenn  man  dasselbe  gleichzeitig 
mit  denen  der  entsprechenden  Reihe  aus  den  p  letzten  Horizontal-,  be- 
ziehentlich Vertikalreihen  thut. 

Man  kann  zwei  beliebige  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen 
und  die  entsprechenden  der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikal- 
reihen mit  einander  vertauschen. 

Man  kann  eine  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen  mit  der 
entsprechenden  der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikalreihen 
vertauschen  und  muss  gleichzeitig  das  Vorzeichen  einer  derselben  ändern. 

Man  kann  eine  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen,  mit  einem 
ganzen  positiven  oder  negativen  Factor  multiplicirt,  zu  der  entsprechenden 
der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikalreihen  addiren  und  um- 
gekehrt. 

Man  kann  die  v^^  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  mit  einem  beliebigen 
ganzen  positiven  oder  negativen  Factor  multiplicirt,  zur  p4"  v'**°  Horizon- 
tal-, beziehentlich  Vertikalreihe  addiren,  wenn  man  gleichzeitig  die  v^^  mit 
demselben  Factor  zur  p  +  v**°  addirt  und  umgekehrt. 

Hierbei  sind  die  AbeTschen  Transformationsrelationen  Invarianten. 
Wendet  man  also  diese  Transformationen  auf  ein  vorliegendes  System 
an,  so  oft  und  in  der  Art,  dass  so  viel  als  möglich  Glieder  des  ent- 
stehenden Systems  Null  werden,  so  findet  man,  dass  jedwedes,  den 
Ab  er  sehen  Transformationsrelationen  genügendes  System  auf  das  ein- 
fache otßß=^8ßfi=l  fi=l  2. . . .p,  sonst  aßyS  gleich  Null  gebracht  werden 
kann.  Wir  brauchen  diese  Rechnung  nicht  auszuführen,  da  ihre  Art  hin- 
länglich bekannt  ist. 

Umgekehrt  kann  man  durch  eine  Reihe  von  Transformationen  zu 
jedwedem  möglichen,  d.  h.,  den  Abel' sehen  Transformationsrelationen 
genügenden  System  von  Zahlen  a  ß  y  ö,  oder  von  einer  Zerschneidnng  T* 
zu  einer  diesem  Systeme  entsprechenden  Zerschneidung  T"  gelangen, 
und  man  erhält  so  alle  möglichen  Zerschneidungen  der  Fläche  T  in  eine 
einfach  zusammenhängende  durch  ein  kanonisches  Querschnittnetz. 


XVI. 

Ueber  scheinbare  Unstetigkeit  geometrischer  Constructio- 

nen,  welche  durch  imagin&re  Elemente  derselben 

verursacht  wird. 

Von 

Dn  Christian  Wiener, 

Professor  an  der  polytechnischen  Schule  zn  Carlsrahe. 


(Hieran  Tafel  V,  Figur  4  bis  8.) 


1)  Es  geschieht  häufig ,  dass  geometrische  Constrnctionen  von  Carven 
an  einer  gewissen  Stelle  keine  Punkte  mehr  liefern,  während  andere  Erzen- 
gungsweisen  der  Curve  zeigen,  dass  dieselbe  an  jener  Stelle  nicht  begrenzt 
ist.  Diese  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  geometrischen  Construction 
rührt  daher,  dass  Constructionselemente  imaginär  werden,  ohne  dass  dies 
auch  für  die  Constructionsergebnisse  stattfindet.  Es  kommt  in  diesen 
Füllen  darauf  an,  die  Construction  von  den  Elementen  frei  zu  machen, 
welche  imaginär  werden,  und  dadurch  ihre  Stetigkeit  herzustellen. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  untersuchen,  in  welchen  die  zwischen- 
liegenden imaginären  Elemente  in  verschiedener  Weise  im  Endergebnisse 
verschwinden. 

2)  I.  Der  Mittelpunkt  zwischen  zwei  conjugirten  imagi- 
nären Punkten  ist  reell. 

Geometrisch  erklärt  man  zwei  conjngirte  Punkte  als  die  reellen 
oder  imaginären  Doppelpunkte  einer  Involution,  welche  auf  einer  Geraden 
durch  zwei  projectivische  Punktreihen  gebildet  wird.  Sind  die  Doppel- 
punkte reell,  so  ergiebt  sich  bekanntlich,  dass  ihr  Mittelpunkt  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Involution  zusammenfällt,  d.  h.  mit  demjenigen  Punkte 
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jeder  Keihe,  welcher  dem  nnendlich  fernen  Punkte  der  anderen  Reihe  ent- 
spricht. Der  Begriff  des  Mittelpunktes  eines  Paares  conjngirter  imagi- 
närer Punkte  ist  von  vornherein  nicht  gegeben.  Er  muss  durch  Aus- 
dehnung des  Begriffes  und  aller  Eigenschaften  des  Mittelpunktes  für 
conjugirte  reelle  auf  imaginäre  Punkte  gewonnen  werden.  Einige  dieser 
Eigenschaften  können  imaginäre  Elemente  enthalten,  andere  nicht  Die 
verallgemeinerte  Eigenschaft,  dass  der  Mittelpunkt  der  Doppelpunkte 
mit  dem  Mittelpunkte  der  Involution  zusammenfällt  und  dass  dieser  letztere 
auch  für  imaginäre  Doppelpunkte  reell  ist,  zeigt  die  Realität  des  Mittel- 
punktes conjngirter  imaginärer  Punkte. 

Analytisch  werden  die  Coordinaten  eines  imaginären  Punktes, 
wenn  t=^ — 1  und  a,  6,  c,  d  reelle  Strecken  bedeuten,  durch 

o:,  =a  +  öt,     y,  =  c-l-df 
ausgedrückt.     Conjugirt  zu  diesem  Punkte  nennt  man  denjenigen ,  dessen 
Coordinaten 

Xf  =  a  —  öl,     yf=^c  —  di 
sind.     Dehnt  man  wieder  den  Begriff  und  alle  Eigenschaften  des  Mittel- 
punktes zwischen  zwei  reellen  Punkten  auf  den  zwischen  zwei  conjugirten 
imaginären  aus,   so    erhält  man  die  Coordinaten  desselben,  in   unserem 
Falle 

wodurch  dessen  Realität  nachgewiesen  ist. 

3)  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  /  der  Mittelpnnkte2> 
der  Sehnen  zu  bestimmen,  welche  aus  einem  Punkte  A  zu 
einem  Kegelschnitte  k  gezogen  werden. 

Auflösung.  Die  Punkte  D  (Fig.  4)  auf  den  Strahlen  aus  j4^  welche 
k  in  zwei  reellen  Punkten  J7,  J  schneiden,  lassen  sich  durch  Halbiren  der 
reellen  Strecke  BJ  in  D  unmittelbar  finden.  Sobald  aber  A  ih  der 
äusseren  Fläche  des  Kegelschnitts  k  liegt  und  die  Schnittpunkte  ff  und  / 
imaginär  werden,  versagt  dieses  Verfahren. 

Damit  die  geometrische  Stetigkeit  nicht  unterbrochen  werde,  muss  der 
Begriff  der  gemeinsamen  Punkte  einer  Geraden  und  eines  Kegelschnitts 
von  ihrer  reellen  Beschaffenheit  auf  die  imaginäre  ausgedehnt  werden. 
Nennt  man  auf  einer  Geraden  a  zwei  Punkte  A  und  A'  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  k  conjugirt,  wenn  der  eine  auf  der  Polaren  des  anderen  liegt, 
so  sind  bekanntlich  die  Punktreihen  der  A  und  A'  projectivisch  und 
befinden  sich  in  Involution.  Da  nun  die  Doppelpunkte  dieser  Involution, 
wenn  sie  reell  sind,  die  Durchschnittspunkte  der  a  und  k  darstellen,  so 
können  die  letzteren,  indem  wir  den  Begriff  der  gemeinsamen  Punkte  der 
a  und  k  auf  ihre  imaginäre  Beschaffenheit  ausdehnen ,  auch  durch  imagi- 
näre Doppelpunkte  jener  Involution  dargestellt  werden.  Der  Mittelpunkt 
zwischen  beiden  Doppelpunkten  ist  stets  der  Mittelpunkt  J)  der  Involution. 
Dieser  wird  aber  auf  a  unabhängig  von  den  (reellen  oder  imaginären) 
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Doppelpunkten  als  Durchschnitt  D  mit  dem  zur  Richtung  a  conjugirten 
Durchmesser  MD  des  Kegelschnitts  k  gefunden,  und  dies  ist  die  in  Fig.  4 
angewendete  Construction. 

4)  Analytische  Auflösung.  Nimmt  man  A  (Fig.  4)  zum  Ur- 
sprung eines  recht-  oder  schiefwinkligen  Coordinatensjstems,  so  ist  die 
Gleichung  eines  Strahles  a 

1)  yz=zmx, 

und  die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts  k 

2)  Aa^+Bxy+Cy^  +  Dx  +  Ey'\'F=0. 
Eliminirt  man  y  aus  heiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

x»  (^  +  ^m  +  Cm«)  +  x{D  +  Em)+  F=  0, 
oder,  wenn  man 

A  +  Bm  +  Cm*  =  G,     D  +  Etnr^H 
setzt, 

Gx^  +  Hx  +  F=0, 
woraus 

_^H±j//I*  —  AGF 
'^—  2G 

als  die  Ahscissen  der  heiden  Durchschnittspunkte  der  a  und  k  folgen.  Die 
Abscisse  des  Mittelpunktes  der  Sehne  auf  a  ergiebt  sich  als  das  arithme- 
tische Mittel  beider  letzteren  Werthe: 

,_       H_  D+Fm 

^^  ^~        G~       A  +  Bm  +  Cm*' 

Dieser  Werth  ist  stets  reell ,  wenn  auch  jene  Schnittpunkte  imaginär  wer- 
den, was  für  H*<4GF  eintritt. 

Um  noch  die  Gleichung  des  Ortes  /  der  Sehnenmittelpunkte  zu  erhal- 
tenjbliminire  man  m  aus  3)  und  der  aus  1)  folgenden  y=mw\  so  erhält 
man  als  Gleichung  von  / 

4)  Ax*  +  Bxy  +  Cy*  +  Dx'  +  Ey  =  0. 

5)  Die  durch  die  Punkte  D  gebildete  Curve  /  ist  bekanntlich  ein  mit 
k  ähnlicher  und  ähnlich  liegender,  durch  A  gehender  Kegelschnitt.  Dies 
zeigt  zunächst  die  Vergleichung  der  Gleichungen  4)  und  2)  der  Torigen 
Nummer«  Man  kann  aber  auch  diesen  Satz  als  einen  besonderen  Fall  des 
folgenden  allgemeineren  Satzes  betrachten: 

Wenn  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  k  (Fig.  5) 
eine  beliebige  Gerade  d  und  ein  Strahlenbüschel  ^ 
annimmt  und  auf  jedem  Strahle  a  zu  seinem  Schnitt- 
punkte//'  mit  d  den  conjugirten  Punkt/)  in  Bezug  auf 
Ar  sucht,  so  bilden  die />  einen  Kegelschnitt /,  welcher 
durch  w^,  durch  denPol  P  der  Geraden  cf  in  Bezug  auf 
Ar,  durch  die  Punkte  B  und  C  geht,  in  denen  die  Tan- 
genten  aus  A  den    k  berühren   und   welcher  in  A  die 
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Gerade  JE  andinPdieGerade  PE  berührt,  die  durch 
den  Schnittpunkt  E  der  d  mit  der  BC  gehen. 

Beweis.  D  wird  durch  a  und  durch  die  Polare  p  von  D*  bestimmt« 
Alle  a  bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der  D'  projectivischen  Strahlen- 
büschel  Ay  Mep  bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der  i>' projectivischen  Strah> 
lenbüschel ,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  P  der  Geraden  d  ist.  Die  Durch- 
schnitte entsprechenderstrahlen  der  demnach  unter  einander  projectivischen 
Strahlenbüschel  A  und  P  bilden  die  Curve  /,  welche  daher  ein  Kegelschnitt 
ist  und  durch  A  und  P  geht.  Da  in  den  Tangeuten  AB  und  AC  an  k  jedem 
Punkte  der  Berührungspunkt  conjugirt  ist,  so  liegen  B  und  C  auf  /.  Da 
ferner  der  Pol  der  Geraden  AP  der  Schnittpunkt  E  der  Polaren  BC  zn  A 
und  der  Polaren  d  zu  P  ist ,  so  entspricht  dem  Strahle  A  P  ans  A  der  Strahl 
PE  und  dem  Strahle  PA  aus  P  der  Strahl  AE.  Daher  sind  PE  und  AE 
Tangenten  an  /. 

6)  Besonderer  Fall:  Rückt  d  ins  Unendliche,  so  wird /mit 
k  ähnlich  und  ähnlich  Ifegend. 

Oder:  Die  Mittelpunkte  J)  der  aus  einem  Punktet  in  der 
*  Ebene  eines  Kegelschnitts  k  zu   diesem  gezogenen  Sehnen 
bilden  einen  mit  k  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegel- 
schnitt/, welcher  die  Strecke^jf^,  worinitfder  Mittelpunkt  von 
k  ist,  zum  Durchmesser  hat. 

Beweis.  Kückt  d  und  rücken  daher  auch  die  Punkte  D'  ins  un- 
endliche, so  sind  J)  die  Mittelpunkte  der  auf  den  Strahlen  a  liegenden 
Sehnen  von  k  (Fig.  4).  Der  Pol  der  d  wird  dann  der  Mittelpunkt  M 
von  k.  Der  Punkt  E  auf  BC  rückt  dann  ebenfalls  ins  Unendliche  und  die 
Tangenten  AE  und  ME  werden  parallel,  daher  AM  ein  Durchmesser  von  /. 
Die  entsprechenden  Strahlen  a  und  p  sind  nach  3)  conjugirte  Richtunge^n  Ar. 

Schneidet  nun  AM  den  k  in  reellen  Punkten  R  und  5,  den  Endpimten 
eines  reellen  Durchmessers,  und  legt  man  in  R  ein  mit  A  und  in  S  ein  mit 
M  gleiches  und  paralleles  Strahlenbüschel ,  so  sind  entsprechende  Strahlen 
aus  B  und  S  conjugirte  Sehnen  ,^  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte 
von  k.  Daheir  werden  k  und  /  ähnlich,  und  entsprechende  Längenmaasse 
verhalten  sich  wie  RS:  AM.  —  Schneidet  dagegen  der  Durchmesser  AM 
den  k  nicht  in  reellen  Punkten,  was  nur  eintreten  kann,  wenn  k  eine 
Hyperbel,  so  lege  durch  M  irgend  einen  reellen  Durchmesser  von  k  mit 
den  Endpunkten  J,  £/,  lege  in  T  ein  mit  A  und  in  U  ein  mit  M  gleiches 
und  paralleles  Strahlenbüschel,  so  schneiden  sich  wieder  entsprechende 
Strahlen  in  Punkten  von  Ar.  Da  nun  die  beiden  gleichen  und  parallelen 
Paare  von  Strahlenbüscheln  A^  M  und  Z,  ü  dieselben  Richtungen  ent- 
sprechender Paare  paralleler  Strahlen  haben  müssen,  so  bestimmen  diese 
die  Richtungen  paralleler  Asymptoten  und  /  und  k  sind  ähnliche  und 
ähnlich  liegende  Hyperbeln.  ^^iKf  ist  ein  Durchmesser  von  /,  weil  die  ent- 
sprechenden Strahlen  der  Büschel  A  und  M  conjugirte  Richtungen   für  k 
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und  daher  auch  für  den  mit  k  älinlicbenKegelscbnitt  /  sind.     Das  Verhält- 
niss  entsprechender  Längenmaasse  ist  in  diesem  Falle  ein  imaginäres. 

Ist  k  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  Af ,  so  ist  /  ebenfalls  ein  Kreis 
mit  dem  Durchmesser  AM  and  die  zu  den  Strahlen  a  aus  A  conjugirten 
Durchmesser  von  k  stehen  auf  den  a  senkrecht. 

7)  IL  Der  Träger  zweier  conjugirter  imaginärer  Punkte 
ist  eine  reelle  Gerade. 

Der  geometrische  Begrifif  zweier  conjugirter  Punkte  bringt  es  mit 
sich ,  wie  wir  unter  2)  gesehen  haben ,  dass  dieselben  auf  einer  reellen  6e- 
raden  liegen,  mögen  die  Punkte  nun  reell  oder  imaginär  sein. 

Analytisch  sind  zwei  conjugirte  imaginäre  Punkte  bestimmt  durch 
ar,  =  «  +  6t,     yi  =  c  +  rfi, 
;rt  =  a  — 6i,     y,  =  c  — rfi. 
Die  Gleichung  der  durch  beide  Punkte  gelegten  Geraden  ist 

y  —  yi_yt  —  yt 

sc  ~^~  OC^         «Tj  ■*-"  U/ 1 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  einführt, 

b  d 

bc  —  ad  bc  —  ad 

Weil  hierin  t  nicht  mehr  vorkommt,  ist  die  Gerade  reell;  sie  geht  durch 

den  reellen  Mittelpunkt  (^  =  a,  y  =  c)   zwischen   den  beiden  imaginären 

Punkten  und  hat  dieselbe  Neigung  a  gegen  die  Abscissenaxe ,  wie  wenn  t 

ein  reeller  Factor  wäre;  die  Neigung  ist  bestimmt  durch 

d 
lang  a  ::=--. 

0 

Es  soll  zunächst  die  bekannte  Aufgabe  über  die  Chordale  gelöst 
werden,  sowohl  weil  sich  die  folgende  Aufgabe  auf  dieselbe  stützt,  als  auch 
weil  hier  eine  neue,  dem  ursprünglichen  Sinne  sich  am  engsten  an* 
schliessende  Auflösung  gegeben  werden  soll. 

8)  Aufgabe.  Von  zweien  in  einer  Ebene  liegenden  Krei- 
sen die  gemeinschaftliche  Sehne,  d.  h.  ihre  Chordale  oder 
Potenzlinie  au  construiren. 

Sobald  beide  Kreise  zwei  reelle  Punkte  gemein  haben,  ist  deren  Ver- 
bindungsgerade die  gemeinsame  Sehne.  Andernfalls  aber  versagt  dieses 
Verfahren. 

Erste  Auflösung.  Auf  jeder  in  der  Ebene  der  Kreise  liegenden 
Geraden  befindet  sich  nach  3)  eine  Involution,  deren  Punktepaare  in  Bezug 
auf  den  Kreis  Atj,  dessen  Mittelpunkt^!  sei,  conjugirt  sind,  und  eine  solche  in 
Bezug  auf  den  Kreis  /r„  dessen  Mittelpunkt^,.  Die  beiden  Paare  reeller  oder 
itnaginärer  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  sind  die  Punktepaare,  welche 
die  Gerade  mit  den  Kreisen  gemein  hat.  Unsere  Aufgabe  verlangt,  die- 
jenige Gerade  zu  suchen,  auf  welcher  beide  Paare  von  Doppelpunkten  in 

25* 
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einander  fallen.  Eine  Involution  ist  bekanntlich  durch  zwei  Paare  con- 
jugirter  Elemente  bestimmt.  Wenn  wir  daher  eine  Gerade  finden,  auf 
welcher  irgend  zwei  Paare  von  Punkten  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kreis  >t,, 
als  in  Bezug  auf  Ar,  einander  conjugirt  sind,  so  fallen  auch  die  Doppel- 
punkte zusammen  und  jene  Gerade  ist  die  Chordale. 

Da  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  der  Mittelpunkt  der 
Involution  conjugirt  ist,  welcher  auf  dem  zur  Geraden  senkrechten  Durch- 
messer liegt,  so  fallen  zunächst  die  unendlich  fernen  Punkte  und  die  damit 
conjugirten  Mittelpunkte  der  Involutionen  nur  auf  den  zu  der  Ceutrallinie 
M^  Mf  senkrechten  Geraden  zusammen;  daher  muss  die  Chordale  senkrecht 
auf  Mj^  Mf  stehen. 

9)  Um  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  zur  Deckung  zu  bringen, 
lege  man  eine  Gerade  g  (Fig.  6)  in  der  Ebene  der  Kreise,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  parallel  zur  Ceutrallinie  Mi  M^  und  berührend  an  den 
Kreis  k  annehmen  wollen.  Eine  zu  M^  M^  senkrechte  und  sonst  beliebige 
Gerade  a  schneidet  g  im  Punkte  ^,  zu  dem  wir  den  conjugirten  Punkt 
auf  a  in  Bezug  auf  den  Kreis  k^  finden,  indem  wir  a  mit  der  Polaren  von  A^ 
welche  durch  den  Pol  von  g  geht,  schneiden.  Entsprechend  ergiebt  sich 
der  zu  A  conjugirte  Punkt  A^  in  Bezug  auf  den  Kreis  k^.  Fallen  A^  und 
A^  zusammen,  so  ist  a  die  Cbordale. 

Der  geometrische  Ort  der-^,  ist  aber  eine  Parabel  />,,  Denn  die  a  bil- 
den einen  auf  (7  senkrechten,  mit  der  Keihe  der^  projecti vischen  Parallel- 
strahlenbüschel.  Die  Polaren  der  A  bilden  einen  mit  der  Keihe  der  A 
projectivischen  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  P^  der  g  in 
Bezug  auf  den  Kreis  Atj,  d.  h.  deren  Berührungspunkt  mit  demselben  ist. 
Der  Parallelstrahlenbüschel  der  a  und  der  Büschel  der  Polaren  sind  daher 
projectivisch,  und  die  Durchschnitte  entsprechender  Strahlen,  welche  den 
geometrischen  Ort  der  Ax  bilden,  erzeugen  einen  Kegelschnitt.  Derselbe 
hat  nur  einen  Punkt  im  Unendlichen ,  bestimmt  durch  die  unendlich  ferne 
Gerade  a  und  den  derselben  entsprechenden  Strahl  P^  M^;  er  ist  daher 
eine  Parabel.  P,  ist  ihr  Scheitel ,  weil  ^,  der  dem  Pi  M^  entsprechende 
Strahl,  die  Curve  in  P,  berührt  und  senkrecht  auf  P^  M^  steht.  Pj  ilfj  ist 
demnach  die  Hauptaxe.  —  Ebenso  ist  der  geometrische  Ort  der  A^  eine 
Parabel  p,,  deren  Scheitel  P„  der  Pol  der  g  in  Bezug  auf  den  Kreis  A-„ 
und  deren  Hauptaxe  P,  M^, 

Beide  Parabeln  p^  und  pi  sind  congruent  und  parallel.  Denn 
ziehe  von  P,  und  -P,  die  beiden  parallelen  Strahlen  P,  ^,  und  PfA'f^  be- 
stimme zu  ihnen  die  Pole  A  und  A'  auf  g  durch  die  beiden  auf  den  Strahlen 
senkrechten  Halbmesser  Mi  A  und  Mf  A\  so  ergiebt  sich  Pi  A=^  P\  A\ 
wobei  P\  der  Schnitt  von  g  mit  Pf  A/,.  Daraus  folgt  P^  A^  =  P,  y<',  und 
daraus  die  Congruenz  und  der  Parrallelismns  von  />,  und  p,. 

10)  In  einem  Schnittpunkte  B  von  /?,  und  p^  fallen  zwei  .d^niselben 
A  conjugirte  Punkte  Ay  und  A^  zusammen,  und  die  durch  ^gehende  Senk- 
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rechte  zu  Mi  M^  ist  eine  Chordale.  Zwei  congrueute  parallele  Parabeln, 
wie  p,  und  Pg»  haben  aber  drei  Punkte  im  Unendlichen  und  einen  vierten 
Punkt,  der  im  AllgcmeiDon  im  Endlichen  liegt,  gemein.  Daher  haben 
zwei  in  einer  Rbene  liegende  Kreise  zweiChordalen,  die  un- 
endlich ferne  Gerade  und  eine  im  Allgemeinen  im  Endlichen 
befindliche  zu  der  Centrallinie  senkrechte  Gerade. 

Werden  beide  Kreise  concentrisch,  so  wird  die  Centrallinie  unbestimmt; 
welche  Richtung  man  aber  auch  der  Geraden  g  geben  mag,  es  werden  die 
cpngruenten  Parabeln  pi  und  pt  eine  gemeinschaftliche  üauptaxe  besitzen^ 
und  daher  wird  der  vierte  gemeinsame  Punkt  B  ebenfalls  ins  Unendliche 
rücken,  so  dass  diebeiden  Chordalen  zweier  concentrischen 
Kreise  in  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallen. 

11)  Diese  Betrachtungen  führen  zu  einer,  so  viel  ich  weiss,  neuen 
Construetion  der  Chordalen.  Um  den  Schnittpunkt  B  der  con- 
gruenten  parallelen  Parabeln  Pi  und  px^  deren  Scheitel  P^  und  P^  sind,  zu 
finden,  lege  man  in  eine  derselben,  z.  B.in  Pi,  eine  Sehne  CB  gleich  und 
gleich  gerichtet  mit  P^  /\;  der  dem  Punkte  P^  entsprechende  Endpunkt 
ist  der  Schnittpunkt  B^  wie  eine  Parallelverschiobung  der  P|  in  p,  zeigt. 
Um  die  der  unbekannten  Sehne  CB  conjugirte  Axe  zu  finden,  lege  die 
damit  parallele  Sehne  Pj  P^^  deren  zweiten  mit  P|  gemeinsamen  Punkt  A'\ 
man  erhält,  wenn  man  iRf,  A"  _I_  P^  Pf  mitg  in  A'*  schneidet  und  A"A'\  J_  g 
zieht.  Der  Mittelpunkt  B  von  Pj  A''  liegt  auf  der  Axe,  welche  CB  con- 
jugirt  ist.  Nimmt  man  dann  B^  in  der  Mitte  von  A''P\,  so  ist  D  B'  =  ^Pt  P\y 
nnd  B  liegt  auf  der  durch  B'  senkrecht  zu  g  gelegten  Geraden.  B^  be- 
stimmt daher  die  Chordale. 

Die  Construetion  der  Chordale  zweier  Kreise  A:, ,  Ar,  ist  daher 
folgende:  Lege  an  den  Kreis  Ar,  eine  Tangente  g  parallel  der  Centrallinie 
N^M^,  bestimme  den  Berührungspunkt  /^, ,  fälle  von  M^  die  Gerade 
M^  P\  J_  g  mit  dem  Fusspunkte  P',,  bestimme  auf  Mf  P\  den  Pol  P^  der  g 
in  Bezug  auf  Ar^,  ziehe  P^  Pj,  fälle  M^  A"  _!_  PiP^j  welche  g  in  A''  schnei- 
det, halbire  A''  P\  in  B\  ziehe  B'ß  \^M^  M^,  so  ist  ffB  die  Chordale. 

12)  Anmerkung.  Legt  man  die  Gerade  g  beliebig  in  der  Ebene  der 
beiden  Kreise,  so  werden,  wie  in  Nr.20  und  21  gezeigt  wird,  die  geometrischen 
Orte  p,  und  p^  der  Punkte  Ai  und  A^  ähnliche  Hyperbeln,  welche 
durch  den  Pol  P^ ,  bezüglich  /\  der  g  gehen  und  die  durch  den  Schnittpunkt 
H  von  g  und  Mi  Mf  senkrecht  zu  Mi  M^  gelegte  Gerade  zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben,  während  die  beiden  anderen  Asymptoten  senkrecht 
auf  g  stehen  und  die  g  in  Punkten  Zi  und  Z,  schneiden ,  deren  Abstände 
Z|  B  und  Zg  ff  von  B  durch  die  auf  g  senkrechten  Durchmesser  der  Kreise 
Ar,  und  Ar,  halbirt  werden.  Auch  diese  Hyperbeln  haben  stets  drei  Punkte 
im  Unendlichen  gemein,  während  der  vierte  B  im  Allgemeinen  im  End- 
lichen liegt.     Werden  die  Kreise  concentrisch ,  so  fallen  auch  die  zweiten 
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Asymptoten  zusammen  nnd  der  vierte  Punkt  sammt  der  Cbordalen  gehen 
ebenfalls  ins  Unendliche. 

13)  Zweite  Auflösung.  Sie  ist  eine  bekannte  und  beruht  anf 
einer  abgeleiteten  Eigenschaft  der  Chordale.  Da  nämlich  für  alle  durch 
einen  Punkte  gehenden  Sekanten  eines  Kreises  das  Prodnct  der  auf  jedem 
durch  den  Kreis  gebildeten  Abschnitte  AB  und  AC  dasselbe  ist,  so  hat  die 
Chordale  die  Eigenschaft,  dass  die  Producte  der  bezeichneten,  von  einem 
Punkte  der  Chordale  ausgehenden  Sekantenabschnitte  in  beiden  Kreisen 
dieselben  sind,  weil  dies  auf  derChordale,  auf  der  die  Schnittpunkte  überein- 
stimmen, stattfindet;  dass  demnach  auch  die  von  einem  Punkte  der  Cbor- 
dale  an  die  beiden  Kreise  gelegten  Tangenten  unter  einander  gleich  sind. 
Daraus  folgt,  dass  die  drei  Chordalen  je  zweier  von  drei  gegebenen 
Kreisen  durch  denselben  Punkt  gehen  und  hieraus  ergiebt  sich  die  be- 
kannte einfachste  Construction  derChordale  zweier  Kreise  Atj,  Ar,, 
welche  keine  reellen  Punkte  gemein  haben«  Man  lege  einen  dritten 
Kreis  Ar,,  welcher  die  beiden  ersten  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  be- 
stimmen die  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  Ar^  und  Ar,  und  von  Ar,  und 
/tj  einen  Punkt  der  Chordale  von  Ar,  und  Ar^.  In  gleicher  Weise  kann  man 
noch  einen  zweiten  Punkt  suchen  oder  beachten,  dass  die  Chordale  senk- 
recht auf  der  Centrallinie  steht. 

14)  Die  analytische  Auflösung  ergiebt  sich  folgenderroaassen: 
Seien  r,  und  r,  die  Halbmesser  der  Kreise  Ar,  und  Ar,  und  legt  man  den  Ur- 
sprung der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  £C^, 
während  a  und  b  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  Kreises  Ar,  sind, 
so  ergeben  sich  die  Gleichungctuder  Kreise 

Daraus  folgt  durch  Subtraction 

welche  Gleichung  die  Abhängigkeit  der  beiden  Coordinaten  jedes  der  beiden 
Schnittpunkte  von  einander  ausdrückt  und  daher  auch  die  Gleichung  ihrer 
Verbindungslinie,  d.  h.  der  Chordale  ist     Dasselbe  Ergebniss  werden  wir 
erhalten,  wenn  wir  zuerst  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  bestimmen. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

a*+6«  =  d»   und    ö«  +  6*  +  r,«  -  r^»  =  c«, 
so  ist  d  der  Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  und  es  folgt  aus  1) 
2)  2ax  +  2by  =  c^, 

Eliminiren  wir  aus  den  beiden  Kreisgleichungen  y,  so  erhalten  wir 

ac*  ±b  )/4d*r,*  — c* 

''~  2^  • 

^  2dl^ 
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Hieraas  folgt,  dass  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  beider  Kreise 
und  diese  selbst  imaginär  sind,  wenn  einer  der  drei  Fälle  eintritt : 

d.  fa.  wenn  der  eine  Kreis  keinen  Punkt  des  anderen,  oder  wenn  Ar,  den 
k^  oder  Ar,  ^^^  ^i  g^nz  einschliesst. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  mit  x„  y^  und 
^tf  Vt  n°^  setzen 

(rf+ri  +  r,)  (d+r,  -r,)  (d_r,  +  r,)  (  -d+r,  +  r,)=eS 
so  erhalten  wir  ans  3)  und  2) 

_ac^+b^  _h^_  —  af_ 

^*~       2d«      '      ^*  ~       'id«      ' 

flc* — 6e*  bc^+aeF 

""*""        24«       '      ^'^      2d«      • 
Für  imaginäre  Schnittpunkte  ist  e'  imaginär;  «,  und  «j,  sowie  jf,  und 
y,  sind  dann  conjugirte  imaginäre  Grössen  oder  die  imaginären  Punkte 
sind  conjngirt.   Die  Gleichung  der  durch  dieselben  gehenden  Geraden  oder 
der  Cbordale  ist  nach  7  und  Jibereinstimmend  mit  l) 

26    ,       2ö        ^ 
^^  +  ^^  =  ^- 
Die  Chordale  ist  also  stets  reell.     Da  ihr  Winkel  a  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Abscissenaxe  durch 

der  Winkel  cc  der  Centrallinie  mit  der  Abscissenaxe  aber  durch 

ianga  =-  ^^ 

ausgedrückt  ist,  so  ergiebt  sich 

fang  a .  tang  a  =  —  1 , 
d.  h.  die  Chordale  steht  senkrecht  auf  der  Centrallinie. 

15)  Aufgabe.  Ziehe  in  einem  Kreise  l^  dessen  Mittelpunkt  M  ist 
(Fig.  7),  einen  Durchmesser^ ^i7,  lege  j_AB  eine  Gerade  c,  welche  l  in 
den  Punkten  C|,  Cf  und  AB  in  D  schneidet,  mache  auf  c  DDx^DDt^=ÄC^ 
=  ACfy  so  sind  D,  und  2>,  offenbare  Punkte  einer  Parabel ,  welche  A  zum 
Scheitel  und  A  B  zur  Hauptaxe  hat.  Rückt  />  auf  der  dem  A  entgegen- 
gesetzten Seite  ausserhalb  des  Kreises  nach  D\  so  werden  die  Punkte  C,, 
Cj  imaginär  und  die  Construction  scheint  ihre  Stetigkeit  verloren  zu  haben. 
Es  ergiebt  sich  daraus  die  Aufgabe,  die  Stetigkeit  jener  Con- 
struction  nachzuweisen. 

Auflösung.  Um  zuerst  das  Uebertragen  von  ACx  nach  DDi  in  eine 
Construction  zu  bringen,  ziehe  AF^  \_ABy  lege  aus  A  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  k  durch  C^  und  C,,  schneide  ihn  mit  AF^  in  Fi  und  F^^  ziehe  F^D^ 
und  F^D^:ff:  AB  und  schneide  sie  mit  c  in  2>,  und  Dg.     Oder:  i\  und  F^ 
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^^rfV»^^\^i^^li^^^/»i^^^^^^. 


liegen  auf  einem  Kreise  Ar,  der  A  zum  Mittelpunkte  und  c  zur  gemein- 
schaftlichen Sehne  mit  dem  Kreise  l  hat. 

In  dieser  Fassung  derselben  Construction  ist  aber  vermittelst  der 
Chordale  die  gesuchte  Stetigkeit  hergestellt.  Bückt  D  ausserhalb  des 
Kreises  /  nach  D\  so  findet  man  den  Kreis  k\  welcher  c  zur  Chordale  mit 
dem  Kreise  /  hat,  indem  man  einen,  diese  Kreise  /  und  k'  in  reellen  Punk- 
ten schneidenden,  sonst  beliebigen  Hülfskreis  /i  aus  einem  Mittelpunkte  "M^ 
schneidet,  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Kreise  /  und  /i,  als  welche  der 
Einfachheit  halber  i^^  gewählt  ist,  zieht,  deren  gemeinschaftlichen  Punkt  If 
mit  c  bestimmt ,  von  D'  eine  Senkrechte  auf  A  3/,  fällt,  diese  mit  dem 
Kreise  /f  in  G,  und  G^  schneidet  und  von  A  als  Mittelpunkt  den  Kreis  k' 
durch  G,  und  C,  legt.  Durch  k'  werden  dann  i^i  und  -F'i,  sowie  I>\  und 
D\  bestimmt.  Die  Chordale  von  k'  und  /  geht  nun  wirklich  durch  D\ 
weil  die  Chordale  von  Ix  und  k '  und  die  von  l^  und  /  in  D'  zusammen- 
treffen. 

Rückt  D  auf  die  dem  B  entgegengesetzte  Seite  von  A ,  so  werden  die 
Punkte  Gl  und  C,  imaginär,  und  damit  auch  «der  Kreis  A-,  die  Punkte  Fi 
und  F,  und  die  Punkte  D^  und  D^^  wie  dies  der  Parabel  entspricht. 

16)  Aufgabe.  Die  Durchschnittslinie  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  von  der  vierten  Ordnung  ist,  projicirt  sich  bekanntlich  auf 
eine  gemeinschaftliche  Hauptebene  beider  Flächen,  wenn  diese  eine  solche 
besitzen,  als  das  Ganze  oder  als  Stücke  einer  Curve  zweiter  Ordnung. 
Tritt  der  letztere  Fall  ein ,  so  ergeben  sich  durch  die  gebräuchlichen  Con- 
structionsmethoden  die  fehlenden  Stücke  nicht,  weil  sie  nicht  die  Projec* 
tionen  reeller  Punkte  der  ^^rchschnittscurve  sind.  Insofern  diese 
Methoden  auch  Constru^ionen  von  Curven  zweiter  Ordnung 
sind,  bietet  sich  die  Aufgabe  dar,  dieselben  so  zu  verall- 
gemeinern, dass  durch  sie  alle  Punkte  geliefert  werden,  und 
zu  erklären,  wie  es  kommt,  dass  reelle  Punkte  jener  Curve 
zweiter  Ordnung  die  Projection  von  imaginären  Punkten  der 
Baumcurve  vierter  Ordnung  sind. 

17)  Erstes  Beispiel.  Die  Projection  des  Durchschnitts 
zweierKegel flächen  zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaftlicher 
Hauptebene  auf  die  letztere  zu  construiren,  und  zwar  ins- 
besondere diejenigen  reellen  Punkte  jener  Curve,  welche 
nicht  mehr  die  Projectionen  reeller  Punkte  der  Durch- 
schnittscurve  sind. 

Sei  eine  zur  Hauptebene  senkrechte  Ebene  die  erste  Projectionsebene, 
die  Hauptebene  selbst  die  zweite,  seien  in  Fig.  8  K\  K"  und  E\  E"  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  der  in  der  Hauptebene  liegenden  Spitzen 
Ä',  E  beider  Kegel  x,  f,  seien  k\  k"  und  e',  e"  die  Projectionen  der 
Schnitte  AT,  c  der  Kegel  mit  der  ersten  Projectionsebene,  d.  i.  der  ersten 
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Spuren  der  Kegel,  welche  der  Yoranssetzung  gemäss  Kegelschnitte  sein 
müssen,  von  denen  die  eine  Hanptaxe  in  der  Hanptebene  liegt,  die  andere 
darauf  senkrecht  steht. 

18)  Erste  Auflösung.  Man  legt  bekanntlich  Hülfsebenen  durch 
die  die  Spitzen  verbindende  Gerade  KE^  schneidet  mit  einer  solchen  die 
Kegel  in  je  zwei  Erzeugenden,  deren  vier  Schnittpunkte  die  vier  in  der 
Hülfsebene  liegenden  Punkte  der  Schnittcurve  c  sind.  Geht  man  dem- 
gemäss  von  einer  durch  die  zweite  Projection  £''^''2  gegebenen  Erzeugenden 
des  Kegels  c  aus ,  so  ist  deren  erste  Spur  einer  der  beiden  Schnittpunkte 
der  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  E'\  E\  und  des  Kegelschnitt«  ß'; 
einer  derselben  ist  mit  E\  bezeichnet.  Durch  jeden  dieser  Punkte  und 
durch  die  erste  Spur  H'  der  KE  legt  man  die  ersten  Spuren  der  an- 
zuwendenden Hülfsebenen ,  deren  eine  tf'  noch  in  E\^  k'  in  K\  und  K\ 
schneidet.  Die  Erzeugenden  i^A^i,  K K^  und  EE^^  EE^  liefern  dann  in 
beiden  Projectionen  die  vier  Punkte  Gi,  C„  (?„  G^  der  Curve.  Die  andere 
Hülfsebene  würde  vier  zu  diesen  in  Bezug  auf  die  Hauptebene  symmetrische 
Punkte  liefern. 

Geht  man  von  einem  Strahle  E"F"  aus,  der  nicht  mehr  die  Projection 
einer  Erzeugenden  des  Kegels  E  ist,  so  schneidet  die  durch  ihre  erste 
Spur  senkrecht  zur  Hauptebene  gelegte  Gerade  F"F'  den  Kegelschnitt  e' 
nicht  in  reellen  Punkten.  Daher  enthält  EF  keine  reellen  Punkte  von  c. 
Da  aber  E*'F"  dennoch  reelle  Punkte  von  c"  enthalten  kann,  so  mussMas 
erste  Verfahren  so  erweitert  werden  können ,  dass  diese  reellen  Punkte 
sich  ergeben. 

19)  Betrachten  wir  daher  die  Eigenthümlichkeit  des  Reellen  und 
Imaginären  als  Zufälligkeit  und  suchen  die  Construction  davon  unabhängig 
zu  machen,  so  bemerken  wir,  dass  die  vier  zur  Hauptebene  senkrechten 
Geraden  ^',£"„  E\E'\,  K\K'\,  K\K'\  die  Eigenthümlichkeit  haben, 
dass  die  Doppelpunkte  der  auf  ihnen  befindlichen  Involutionen  —  auf  den 
beiden  ersteren  in  Bezug  auf  /,  auf  den  beiden  letzteren  in  Bezug  auf  U — 
sich  von  H'  aus  auf  einander  projiciren.  Dies  findet  aber,  infolge  der  Nr.  8, 
unabhängig  von  der  Realität  der  Doppelpunkte  dann  statt,  wenn  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  von  H'  aus  perspectivisch  liegen.  Für  ein  Paar 
ist  dies  auf  allen  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  der  Fall ,  nämlich 
für  den  in  der  Hauptebene  gelegenen  und  den  damit  conjugirten  unendlich 
fernen  Punkt;  es  erübrigt  daher,  die  Bedingung  noch  für  ein  zweites 
Paar  zu  erfüllen. 

Zu  dem  Ende  schlagen  wir  denselben  Weg  wie  in  9  ein  und  zwar  in 
der  in  12  angedeuteten  verallgemeinerten  Weise.  Wir  legen  aus  H'  einen 
beliebigen  Strahl  ü' F\  denken  uns  durch  jeden  Punkt  F'  desselben  eine 
Senkrechte  f  zur  Hauptebene  gezogen  und  auf  ihr  den  Punkt  A'  bestimmt; 
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welcher  in  Bezug  auf  t  dem  F'  conjugirt  ist,  und  den  Punkt  ß^  der  in  Be- 
zug auf  k'  dem  F'  conjugirt  ist.  Alle  Punkte  A'  bilden  eine  Curye  a\ 
alle  ß  eine  Curve  h\  die  wir  zunächst  untersuchen  wollen. 

20)  ^'  ist  bestimmt  durch  den  Strahl  f  aus  F'  und  die  Polare  von  F' 
in  Bezug  auf  e',  welche  durch  den  Pol  P'  der  H'F'  geht.  Alle  Strahlen  /*' 
bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der  F'  projectivischen  Parallelstrahlen- 
büschel,  alle  Polaren  der  F'  einen  mit  der  Punktreihe  der  F'  projec- 
tivischen Strahlenbttschel  P\  Beide  Strahlenbüschel  sind  daher  unter 
einander  projectivisch  und  bestimmen  durch  die  Durchschnitte  A'  ent- 
sprechender Strahlen  einen  Kegelschnitt  d .  Derselbe  geht  durch  die 
Punkte  K  und  S\  in  welcher  e  die  Hauptebene  schneidet,  weil  hier  die 
Strahlen  f  die  e  berühren  und  der  Berührungspunkt  jedem  anderen 
Punkte  der  Tangente,  also  auch  dem  zugehörigen  F\  conjugirt  ist.  Ebenso 
geht  d  durch  die  Schnittpunkte  V*  und  V  der  H'F'  mit  ß ,  weil  hier  die 
Strahlen  f  Doppelpunkte  besitzen,  in  denen  conjugirte  Punkte  zur 
Deckung  gelangen.  Endlich  geht  d  durch  den  Mittelpunkt  P'  des  einen 
ihn  erzeugenden  Strahlenbüschels  und  wird  hier  von  P'R'  berührt,  weil 
P'H'  der  Strahl  aus  P'  ist,  welcher  dem  durch  P'  gehenden  Strahle  f^  der 
ü '  zum  Pole  hat,  entspricht. 

21)  Der  Kegelschnitt  d  ist  eine  Hyperbel,  von  der  die  Kich- 
tungen  der  Asymptoten  durch  diejenigen  Strahlen  des  Büschels/'' 
bes^mmt  sind,  welche  ihre  entsprechenden  Strahlen  f  im  Unendlichen 
treffen.  Der  eine  davon  ist  der  mit  den  /"  parallele  Strahl,  der  andere  der 
dem  unendlich  fernen  f  entsprechende  Strahl,  also  der  Durchmesser  P'M' 
von  e'. 

Die  Asymptoten  selbst  findet  man,  indem  man  die  Hyperbel  aus 
dem  Strahlenbüschel  P'  und  je  einem  solchen  parallel  einer  Asymptote 
entstehen  lässt  Diejenigen  Strahlen  der  Parallelbüschel,  welche  den  mit 
ihnen  parallelen  Strahlen  aus  P'  entsprechen,  sind  die  Asymptoten.  Da 
nun  dem  mit  f  parallelen  Strahl  aus  P'  der  durch  W  gehende  Strahl  f 
entspricht,  indem  H'  der  Pol  jenes  Strahles  aus  P'  ist,  so  bildet  der 
durch  ü'  gehende  Strahl  f  die  eine  Asymptote  von  a. 

Andererseits  entsprechen  den  mit  der  zweiten  Asymptotenrichtung 
P'M'  parallelen  Strahlen  durch  V\  F',  P'  die  Strahlen  P'V,  P'V\  P'H', 
und  es  soll  der  dem  Strahle  P'M'  aus  P'  entsprechende  Strahl  des  Parallel- 
Strahlenbüschels  gefunden  werden.  Beide  Büschel  bestimmen  auf  H'F' 
zwei  projectivische  Punktreihen  ü'V'S'  und  U'V'H\  wobei  S'  der  Schnitt- 
punkt von  P'M'  mit  H'F'\  der  vierte  Strahl  P'M'  aus  P'  bestimmt  den 
Punkt  S'^  der  entsprechende  Parallelstrahl  den  unbekannten  Punkt  L\  Es 
muss  aber  werden 

i,ü'V'H'S')={U'V'S'L') 
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Daraus  folgt,  da  man  zwei  willktlrliche  Ponktepaare  jeder  Reihe  ver- 
tanscLen  darf, 

Legt  man  beide  Pnnktreihen  auf  einander,  so  dass  V  und  ü'  der  zweiten 
Reihe  mit  ü'  und  V  der  ersten  zur  Deckung  kommen,  so  fällt  auch  S'  der 
zweiten  auf  5'  der  ersten,  weil  U'S'  =  V'S\  Dann  sind  aber  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  zur  Deckung  gelangt,  deswegen  muss  di^s  auch  fär 
das  vierte  Paar  L'  und  H'  eintreten;  oder  es  ist  S'H'  =  S'L\  d.  h.  die 
mit  dem  Durchmesser  P'M'  parallele  Asymptote  von  a  geht 
durch  denjenigen  Punkt  Z'  der  H'F\  dessen  Abstand  von  ä' 
durch  P'M'  halbirt  wird. 

In  übereinstimmender  Weise  findet  man  die  Hyperbel  6'  als  geo- 
metrischen Ort  des  Punktes  ^,  welcher  auf  einem  Strahle  f  dem  Schnitt- 
punkte F'  desselben  mit  der  Geraden  H'F*  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
k'  conjugirt  ist. 

22)  Diese  Hyperbeln  schneiden  sich  in  vier  Punkten ,  wovon  zwei  im 
unendlich  fernen  Punkte  der  gemeinschaftlichen  Asymptote,  welche  durch 
H'  geht,  liegen,  zwei  die  Punkte  T\  und  T\  sind.  Auf  den  durch  T\ 
und  T\  gehenden  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  fallen  nun  die 
beiden  auf  e  und  k'  bezogenen  Involutionen  ganz  ineinander,  also  auch 
deren  Doppelpunkte  auf  e'  und  k\  oder  die  Geraden  gehen  durch  die 
reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte  von  e  und  k\  Diese  Con- 
struction  liefert  daher  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier 
Kegelschnitte,  bei  denen  zwei  Hauptazen  in  eine  Gerade 
fallen,  ebenso  wie  sie  die  Chordale  zweier  Kreise  lieferte. 

23)  Schneidet  man  einen  Strahl  /^,  etwa  F"F\  mit  a\  was  immer,  da  f 
mit  einer  Asymptote  von  n  parallel,  in  zwei  reellen  Punkten  geschieht, 
von  denen  der  eine  unendlich  fem ,  der  andere  der  im  Allgemeinen  in 
endlicher  Entfernung  liegende  Punkt -<4',  ist,  legt  die  Gerade  B'A\^ 
welche  a'  in  den  beiden  Punkten  A\^  Ä\  und  h'  in  j^*,,  ff^  trifft,  so  sind 
die  durch  diese  Punkte  A\^  A\^  -^„  ff^  gehenden  Geraden  /"  solche,  deren 
Involutionen  in  Bezug  auf  e\  bezüglich  k'  sich  aus  H'  auf  einander  proji- 
ciren,  weil  einerseits  der  in  der  Hauptebeue  liegende  und  der  darauf  senk- 
rechte Strahl  und  andererseits  die  Strahlen  H'F'  und  H*A'  zwei  conjugirte 
Punktepaare  auf  denselben  bestimmen.  Daher  projiciren  sich  auch  die  auf 
diesen  vier  Strahlen  /"  liegenden,  in  unserem  Falle  imaginären  Doppel- 
punkte aus  H*  aufeinander.  Die  zweiten  Projectionen  der  vier  Strahlen, 
nämlich  ^"„^",  und  ^'„  Bf\  liefern  die  Strahlen  aus  E"  und  K'\  welche 
die  vier  gesuchten  Punkte  iV",,  iV",,  iV",,  N'\  der  Curve  c"  bestimmen. 

Mau  bemerkt,  dass  c"  auch  die  zweite  Projection  des  Durchschnittes 
der  Kegel  Ea  und  l(b'  ist,  welche  die  Mittelpunkte  E^  K  und  die  Leitlinien 
d',   b'  besitzen,   mit  dem  einzigen  Unterschiede,   dass    die   erstere   Curve 
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theilweise  Projectionen   imaginärer  Punkte,   letztere  nnr  die  von  reellen 
'  enthält. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  zur  Bestimmung  der  Durchschnitts- 
punkte A\y  A\  der  Geraden  H'A'-mxt  der  Hyperbel  a  die  letztere  leicht 
durch  einen  Kieis  ersetzt  werden  kann,  sowie  die  Hyperbel  6'  zur  Bestim- 
mung der  Punkte  B\ ,  ^,.  Ebenso  können  die  Kegelschnitte  e  und  k' 
zur  Bestimmung  ihrer  Durchschnittspunkte  E\^  E\  und  JIC\^  K\  mit  der 
Geraden  H'E\  durch  Kreise  ersetzt  werden. 

24)  Die  Erklärung  der  Erscheinung,  dass  die  Projection  imaginärer 
Punkte  der  Schnittcurve  c  auf  die  Hauptebene  reelle  Punkte  des  Kegel- 
schnitts c"  sind,  auf  dem  sich  auch  die  Projectionen  der  reellen  Punkte  be- 
finden, liegt  darin,  dass  jeder  Punkt  von  c*  die  Projection  zweier  Punkte 
von  c  ist,  welche  die  gemeinsamen  Doppelpunkte  der  auf  den  projicirenden 
Geraden  befindlichen  beiden  Involutionen  sind,  die  durch  die  conjugirten 
Punkte  in  Bezug  auf  die  Kegel  c  und  %  gebildet  werden.  Werden  diese 
Doppelpunkte  imaginär,  so  sind  sie  als  Doppelpunkte  conjugirte  imaginäre 
Punkte,  welche  auf  einer  reellen  Geraden  liegen.  Die  Punkte  N  sind  aber 
die  Punktprojectionen  dieser  reellen  Geraden,  also  selbst  reell. 

25)  Die  Asymptoten  von  c'  sind  nicht  immer  die  Projectionen 
reeller  Asymptoten  von  c.  Sind  sie  es,  so  findet  man  sie  bekanntlich  als 
Durchschnitte  der  Tangentialebenen  an  die  Kegel  s  und  x,  welche  nach 
solchen  Erzeugenden  berühren,  die  unter  einander  parallel  sind.  Diese 
Erzeugende  findet  man  aber,  indem  man  den  einen  Kegel  parallel  mit  sich 
selbst  so  verschiebt ,  dass  er  mit  dem  anderen  concentrisch  wird.  Haben 
dann  diese  Kegel  vier,  zwei  oder  keine  reelle  Erzeugende  gemein,  so  hat  c 
vier,  zwei  oder  keine  reelle  Asymptoten.  In  unserem  Falle  besitzt  c  deren 
zwei,  welche  sich  als  eine  Asymptote  von  c'  projiciren,  während  die 
zweite  von  c'  wieder  die  Projection  eines  Paares  conjugirter  imaginärer 
Asymptoten  von  c  ist.  Um  diese  zu  finden,  bedenke,  dass  die  zweite 
Projection  des  Schnittes  der  Kegel  Ea  und  Kb'  mit  c '  übereinstimmt,  und 
suche  die  Asymptote  dieses  Schnittes  in  der  bezeichneten  Weise,  wie  es 
in  Fig.  8  ausgeführt  ist. 

26)  Zweite  Auflösungder  Aufgabe  in  Nr.l7.  Wenn  man  die  bei- 
den Kegel  £  und  X  mit  gemeinschaftlicher  Hauptebene,  deren  Durchschnitts- 
linie c  gesucht  wird,  dahin  ändert,  dass  an  den  Leitlinien  e  und  k'  die 
beiden  auf  der  Hauptebene  senkrechten  Axen,  die  wir  die  zweiten  nennen 
wollen ,  sich  in  gleichem  Verhältnisse  verändern ,  während  die  ersten  un- 
geändert  bleiben ,  so  bemerkt  man ,  dass  die  zur  Hauptebene  senkrechten 
Sehnen  von  c  sich  in  demselben  Verhältnisse  ändern ,  während  die  zweite 
oder  die  Projection  auf  die  Hauptebene,  nämlich  c\  ungeändert  bleibt. 
Führt  man  diese  Aenderung  so  weit,  dass  die  zweiten  Axen  von  e'  und  k 
unendlich  gross  werden,  so  gehen  die  Kegolflächeu  in  zwei  Paare  zur 
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Hauptebene  senkrechter  Ebenen  über,  welche  die  bisherigen  Umrisse  der 
zweiten  Projection  derselben  projiciren,  und  c  wird  zu  den  vier  auf  der 
Hauptebene  senkrechten  Geraden,  welche  die  vier  Schnittpunkte  dieser 
Umrisse  projiciren. 

Führt  man  die  Aenderung  der  beiden  zur  Hauptebene  senkrechten 
Axen  von  e  und  k'  noch  weiter,  so  werden  dieselben  imaginär;  denn  die 
Scheitel  der  fraglichen  Axen  sind  Doppelpunkte  einer  Involution^  Lässt 
man  einen  Punkt  Z  derselben  fest  und  den  conjugirten  Z'  sich  von  dem 
Mittelpunkte  der  Involution  und  des  Kegelschnitts  aus  durch  Zins  Unendliche 
gehen,  so  sind  die  beiden,  die  Involution  bildenden  Punktreihen  entgegen- 
gesetzt und  die  Doppelpunkte  stets  reell.  Die  in  dieselben  fallenden 
Scheitel  der  zweiten  Axe  des  Kegelschnitts  bewegen  sich  dabei  mit  ihnen 
vom  Mittelpunkte  bis  ins  Unendliche.  Von  hier  an  geht  aber  Z*  auf  die 
andere  Seite  des  Mittelpunktes  über,  die  Punktreihen  werden  gleich 
gerichtet  und  die  Doppelpunkte  und  Scheitel  imaginär.  Die  Ellipse  geht 
dabei  in  eine  Hyperbel  über.  Nennt  man  nun  die  ideelle  Axe  einer 
Hyperbel  die  Strecke  zwischen  denjenigen  conjugirten  Punkten  auf  der 
imaginären  Axe,  welche  gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind 
—  und  nennen  wir  diese  Punkte  auch  die  ideellen  Doppelpunkte  der 
auf  derselben  Geraden  befindlichen  Involution  — ,  so  nimmt  die  ideelle 
Axe  bei  der  weiteren  Bewegung  des  Z'  von  unendlich  gross  an  ab,  bis  sie 
zu  Null  geworden  ist.  Die  Veränderung  der  auf  der  Hauptebene  senk- 
rechten Axen  der  Kegelschnitte  e  und  Ar'  ist  eine  verhältnissmässige, 
wenn  das  Verhältniss  der  ideellen  Axen  der  Hyperbeln  dasselbe,  wie  das 
der  ursprünglichen  Ellipsen  bleibt. 

27)  Es  leuchtet  nun  ein,  dass  auch  der  Schnitt  der  beiden  Kegel- 
flächen, welche  zu  Leitlinien  Hyperbeln  haben,  die  durch  verhältnissmässige 
Aenderung  der  zweiten  Axen  der  ursprünglichen  elliptischen  Leitlinien 
entstanden  sind,  eine  Durchschnittslinie  bilden,  welche  mit  der  Durch- 
schuittslinie  der  ursprünglichen  Kegel  s  und  k  dieselbe  Projection  c"  auf 
die  Hauptebene  besitzt,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  bei  der 
ersteren  diejenigen  Theile  die  Projectionen  conjugirter  reeller  Punkte  sind, 
welche  bei  letzteren  Projectionen  conjugirter  imaginärer  Punkte  darstellen, 
und  umgekehrt. 

Um  dies  aber  über  jeden  Zweifel  zu  erheben,  nehme  man  die  ideellen 
Axen  der  Hyperbeln  gleich  den  in  ihre  Richtung  fallenden  reellen  der 
Ellipsen  und  beachte,  dass  dann  auf  einer  ausserhalb  der  reellen  Axe  ItS' 
liegenden  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  f*  die  reellen  Doppelpunkte 
der  Involution  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  mit  den  ideellen  derselben  in 
Bezug  a\if  die  Ellipse  zusammenfallen.  Erstere  sind  die  reellen  Schnitt- 
punkte mit  der  Hyperbel  und  können  auch  erhalten  werden  als  die  Doppel- 
punkte   der   projecti vischen    Punktreihen,    welche   zwei    die  Curve    er- 
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zeugende  Strahlenbüschel  auf  der  Geraden  bilden.  Scheitel  dieser  Bü- 
schel sind  zwei  Punkte  der  Hyperbel ,  als  welche  wir  die  reellen  Scheitel 
R\  S'  derselben  wählen  wollen."  Die  drei  entsprechenden  Strahlenpaare 
seien  aus  R'  die  Parallelen  mit  den  Asymptoten  und  die  Tangente  in  F^^ 
aus  S'  daher  ebenfalls  die  Parallelen  mit  den  Asymptoten  und  S'R\  Die 
mit  den  Asymptoten  parallelen  Strahlen  gehen  aber  durch  je  einen  Scheitel 
der  zweiten  Axe  der  Ellipse  e.  Jene  Punktreihen  auf  f  haben  wegen 
ihrer  entgegengesetzten  Richtung  zwei  Doppelpunkte,  die  wegen  der 
Symmetrie  jeder  durch  drei  Punkte  bestimmten  Reihe  in  Bezug  auf  die 
Hauptebene  gleich  weit  von  derselben  abstehen.  Dieselben  sind  auch  die 
Doppelpunkte  der  Involution  auf  f  in  Bezug  auf  die  Hyperbel. 

DkR'  VLndiS'  auch  Scheitel  der  Ellipse  e',  so  bestimme  man  auch 
e  durch  Strahlenbüschel  aus  R'  und  S\  Ist  S'  derselbe  Büschel  wie  der 
eben  betrachtete,  so  sind  die  Strahlen  aus  R*  diejenigen  nach  den  Scheiteln 
der  zweiten  Axe  und  die  Tangente  in  R\  Man  erhält  ihn  aus  dem 
früheren  aus  X  durch  Umdrehung  desselben  um  die  in  der  Hauptebene 
gelegene  Hauptaxe.  Dadurch  dreht  sich  auch  die  eine  der  Punktreihen 
in  /'  um,  während  die  andere  bleibt.  Die  Punktreihen  werden  dadurch 
gleichgerichtet  und  die  in  den  reellen  Doppelpunkten  vereint  gewesenen 
Punkte  werden  zu  den  ideellen  Doppelpunkten  der  in  f  befindlichen  In- 
volution. 

28)  Construirt  man  nun  die  Hyperbel  e  \ ,  welche  die  erste  Axe  mit 
der  Ellipse  e'  gemein  hat  und  deren  ideelle  Axe  mit  der  zweiten  von  e'  zu- 
sammenfällt, und  construirt  die  Hyperbel  k\^  welche  in  derselben  Weise 
von  der  Ellipse  k'  abhängt  (Fig.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  der  Durch- 
schnitt der  Kegel  Ee^  und  Kk^  den  Kegelschnitt  c'  zur  zweiten  Projection 
hat.  Denn  wenn  die  auf  einer  Geraden  f  befindliche  Involution  in  Bezug 
auf  die  Hyperbel  e\  aus  H'  perspectivisch  ist  mit  der  auf  einer  anderen 
Geraden  f'  befindlichen  Involution  in  Bezug  auf  k\ ,  so  ist  auch  die  auf 
der  ersteren  f  befindliche  Involution  in  Bezug  auf  e'  aus  H*  perspectivisch 
mit  der  auf  der  zweiten  f  befindlichen  Involution  in  Bezug  auf  k\  Ist 
nämlich  das  Erstere  der  Fall;  so  projiciren  sich  die  reellen  Doppelpunkte 
auf  beiden  fpdi,  h.  ihre  reellen  Schnittpunkte  mit  e^',  bezüglich  k\  aus  H* 
aufeinander;  mit  diesen  reellen  Punkten  fallen  aber  die  ideellen  Doppel- 
punkte der  beiden  Involutionen  in  Bezug  auf  e\  bezüglich  k'  zusammen; 
dieselben  liegen  daher  ebenfalls  perspectivisch  aus  H\  Und  ist  letzteres 
der  Fall,  so  projiciren  sich  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  —  die  ideellen 
Punkte,  sowie  Mittelpunkt  und  unendlich  femer  Punkt  — ,  also  auch  die 
ganzen  Involutionen  aus  H'  auf  einander.  Die  beiden  Geraden  f  sind 
also  derart,  wie  sie  die  Auflösung  verlangt  (23). 

Daher  liefert  jeder  Strahl  aus  H*  in  seinen  Schnittpunkten  mit'e',  zwei 
Punkte  C,,  C\^  und  in  seinen  Schnittpunkten  mit  k\  zwei  solche  D\j  D\y 
welche  auf  die  Hauptebene  nach  A'\^  A'\  und  -ß"i,  B^\  projicirt,  zwei 
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Strahlenpaare  aus  E"  und  Ä""  bestimmen,  deren  Durchschnitte  vier  Punkte 
iV"  von  c"  sind. 

Zugleich  bestimmen  die  beiden  reellen  Schnittpunkte 
J\y  J\  von  e\  und  k\  die  den  beiden  Ellipsen  e'  und  k'  gemein- 
same, keine  reellen  Punkte  derselben  enthaltende  Sehne. 

Aendert  man  die  ideellen  Azen  der  Hyperbeln  e\  ujxdiK\  verhältniss- 
mässig,  so  ändert  sich  c'  nicht. 

Wäre  eine  der  Leitlinien  e,  k  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel, 
so  würde  die  durch  proportionale  Aenderung  der  zweiten  Axen  daraus  ge- 
bildete Hyperbel  und  Ellipse  die  Punkte  von  c"  liefern,  welche  die 
ursprünglichen  Kegel  nicht  unmittelbar  ergeben. 

20)  Zweites  Beispiel  der  Aufgabe  in  Nr.  16.  Die  Projection 
des  Durchschnitts  sweier  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  ge- 
meinschaftlicherHauptebene  auf  die  letztere  zu  construireu, 
und  zwar  insbesondere  diejenigen  reellen  Punkte  jener 
Curve,  welche  nichtmehr  die  Projectionen  reeller  Punkte  der 
Durchschnittscurve  sind. 

Erste  Auflösung.  Jede  zur  Hauptebene  senkrechte  Hülfsebene 
schneidet  die  beiden  gegebenen  Flächen  in  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben,  von  denen  je  zwei  zu  der  Hauptebene  symmetrische 
sich  auf  diese  in  einen  Punkte  projiciren.  Sind  von  den  beiden  gemein- 
samen Punktepaaren  beider  Kegelschnitte  eines  oder  beide  imaginär,  so 
findet  man  die  eine  oder  die  beiden  Geraden,  welche  diese  conjugirten 
imaginären  Punktepaare  tragen,  bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte 
der  Hülfshyperbeln,  welche  wie  die  a  und  6'  in  20  construirt^erden. 

Zweite  Auflösung.  Diese  eine  oder  beide  Geraden  können  auch 
gefunden  werden ,  indem  man  nach  28  zu  den  beiden  Kegelschnitten  die- 
jenigen sucht,  welche  mit  ihnen  die  Axen  in  der  Hauptebene  gemein  haben, 
während  die  darauf  senkrechten  Axen  der  Grösse  und  Lftge  na^  mit  denen 
jener  Kegelschnitte  übereinstimmen,  aber  den  Charakter  von  reell  in  ideell 
oder  umgekehrt  umtauschen.  Die  reellen  Schnittpunktpaare  der  letzteren 
Kegelschnitte  bestimmen  dann  die  gesuchten  Geraden. 

Carlsruhe,  9.  Mai  1867. 
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Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


Y.    Die  nnterseeiiohe  Telegraphie. 

(Erste  Abtheilung.) 

Nach  einem  Jahrzehent  rastloser  Anstrengungen  und  unter  Aufwendung 
der  höchsten  wissenschaftlichen  und  technischen  Leistungen,  sowie  sehr 
heträchtlichei^Geldmittel  ist  im  verflossenen  Jahre  ein  Werk  glücklich 
vollendet  worden,  welches  in  seinem  Verlauf  einen  neuen  Beleg  dafttr 
bietet,  dass  selbst  wiederholte  Misserfolge  die  Ausdauer  und  erflnderische 
Thatkraft  des  menschlichen  Geistes  nicht  zu  lähmen  vermögen,  und 
welches  ebensowohl  als  einer  der  herrlichsten  Erfolge  des  menschlichen 
Fleisses,  wie  wegen  der  vielseitigen  und  bedeutungsvollen  Folgen,  die  sich 
an  seine  Vollendung  knüpfen,  mit  markiger  Schrift  in  das  Jahrbuch  glän- 
zender Schöpfungen  eingetragen  zu  werden  verdient.  Für  die  Männer, 
welche  mit  beharrlicher  und  ausgiebiger  Erfindungsgabe  schlüsslich  alle 
Schwierigkeiten,  so  unüberwindlich  und  erdrückend  dieselben  auch  er- 
scheinen mochten,  glücklich  zu  besiegen  wusston,  bleibt  der  zur  telegraphi- 
schen Verbindung  der  alten  und  neuen  Welt  durch  den  atlantischen  Ocean 
gelegte  Draht  (selbst  wenn  er  vielleicht  nach  wenigen  Jahren  durch  einen 
neuen  ersetzt  werden  müsste)  für  aflle  Zeiten  ein  rühmliches  Denkmal; 
ermüdend  aber  und  dazu  überflüssig  wäre  es,  den  Nutzen  aufzuzählen, 
welcher  dem  geistigen  Verkehre  und  der  Wissenschaft  nicht  minder,  al« 
dem  Geschäftsleben  aus  der  Ermöglichung  eines  bezüglich  des  Zeitaufwan- 
des fast  unmittelbaren  Gedankenaustausches  zwischen  Europa  und  Amerika 
nothwendig  erwachsen  muss.     Hielten  sich  doch  beide  Häuser  des  nord- 
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amerikanischen  Congresses  für  verpflichtet,  CyrnsW.  Field  in  New-York, 
dem  Hauptförderer  des  grossen  Unternehmens,  die  höchste  Ehre,  eine 
Dankmedaille  zuzuerkennen. 

Die  toJegraphische  Ueberbrückung  des  atlantischen  Weltmeeres  bildet 
zugleich  gewissermaassen  den  Schlussstein  in  der  Entwickelungsgeschichte 
der  unterseeischen  Telegraphie.  Wenn  es  daher  jetzt  an  der  Zeit  ist,  in 
den  nächstfolgenden  Blättern  einen  Blick  auf  die  Geschichte  dieses  Zweiges 
der  elektrischen  Telegraphie  zu  werfen,  so  mögen  nach  einem  allgemeinen 
geschichtlichen  Ueberblick  zunächst  die  unterseeische  Leitung,  ihre  Her- 
stellung und  Versenkung,  darauf  die  bei  unterseeischen  Linien  angewandten 
Apparate  ausführlicher  besprochen  werden  und  zum  Schluss  die  Vorgänge 
bei  der  Legnng  des  atlantischen  Telegraphenseils  eingehender  geschildert 
werden. 

I.  Geschichtlicher  Ueberblick. 

Beim  Bau  von  Telegraphenlinien  musste  sich  je  nach  der  Oertlichkeit 
früher  oder  später  von  selbst  die  Nothwendigkeit  einstellen,  mit  einer 
Telegraphenleitung  einen  Flnss,  einen  See  oder  ein  Meer  zu  überschreiten, 
und  in  der  That  scheinen  die  ersten  Versuche  zur  Ueberschreitung  eines 
Flusses  bereits  in  eine  Zeit  zu  fallen,  wo  auch  die  Landleitungcn  noch  keines- 
wegs eine nennenswerthe  Ausdehnung  erlangt  hatten, und  diess  ißt  um  ^^o  we- 
niger zu  verwundern ,  weil  an  den  betreffenden  Oertlichkeiten  eben  nur 
mit  Ueberschreitung  grösserer  Flüsse  Telegraphenleitungen  angelegt  werden 
konnten.  Die  durch  fliessende  oder  stehende  Gewässer  verursachten 
Schwierigkeiten  im  Bau  von  Telegraphenlinien  hat  man  durch  verschiedene 
Mittel  zu  überwinden  gesucht. 

Obschon  man  das  Wasser  als  einen  Leiter  der  Elektricität  kannte, 
wurden  doch  in  England,  Amerika  und  Indien  Versuche  angestellt,  mit 
nicht  isolirten,  in  das  Wasser  eingelegten  Drähten  durch  das  Wasser 
hindurch  zu  telegraphiren.  In  England  versenkten  Edward  Highton 
und  sein  Bruder  blose  Drähte  in  Canäle,  um  das  Gesetz  für  den  Verlust 
der  Elektricität  bei  nicht  isolirten  Leitern  zu  erforschen  {Higlhon^  (he  eleclric 
ielegraph;  London  1852,  S.  161);  dabei  machten  sie  zwar  mit  Leichtigkeit 
Mittheilungen  auf  eine  Entfernung  von  etwa  !4  englische  Meile*),  über- 
zeugten sich  aber,  dass  man  ohne  Isolirung  nicht  in  irgend  eine  beträcht- 
liche Feme  telegraphiren  könne.  Aehnliche  Versuche  stellten  Wright 
und  Bain  am  3.  Juni  1842  auf  dem  Serpentine  River  im  Hydepark  in  Lon- 
don an  (Dingler,  polytechnisches  Journal  85,  S.  348),  In  Ostindien  legte 
Dr.  O'Shaughnessy  nicht  isolirte Drähte  durch  einen  über  eine  englische 


*)  1  British  oder  Statute  mile  =  5280  engl.  Fuss  =  1,61  Kilometer  =  0,217 
deutsche  Meilen;  oder  1  deutsche  Meile  =  4  Knots  oder  Nautical  miles  (Seemeilen) 
=  4,6  engl.  Meilen  =  7,407  Kilometer.     Die  London  oder  English  mile,  nach  wel- 
cher in  England  im  bürgerlichen  Leben  häufig  gerechnet  wird,  hat  nur  5000  Fuss. 
ZciUchrin  f.  Malhemalik  u.  Physik.  XII,  5.  26 
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Meile  hreiten  Fluss  {Higthorty  electric  telegraph  S.  161)  und  fand,  dass 
durch  eine  so  lange  nicht  ieolirte  Leitung  auf  seinem  telegraphischen  In- 
strumente nur  ein  Strom  von  250  galvanischen  Elementen  sichtbare  Zeichen 
hervorbringen  konnte,  und  dieser  kaum.  Hierher  scheint  endlich  noch  der 
in  Dingler's  Journal  (Bd.105,  S.  314,  aus  Moniieur  Jndusiriel  1847,  Nr.lMÖ) 
erwähnte,  1847  auf  der  Insel  Wight  ausgeführte  Versuch  mit  einem  Nott- 
schen  Telegraphen  zu  gehören,  wobei  zwischen  dem  östlichen  und  west- 
lichen Ufer  der  Bucht  zu  Cowes  ein  einfacher  Eisendraht  durch  das  Wasser 
gelegt  war  und  das  Wasser  den  Strom  ohne  die  mindeste  Schwächung  an 
die  Quelle  zurückführte;  dieser  Draht  reichte  vom  H6tel  Medina  bis  zu 
dem  %  englische  Meile  davon  entfernten  HOtel  de  la  Fontaine. 

Auch  ganz  ohne  Draht  hat  man  wiederholt  durch  Flüsse  und  Seen 
hindurch  zu  telegraphiren  versucht.  So  Morse  1842  in  Amerika,  in  einem 
80  Fuss  breiten  Canale  und  in  dem  fast  1  englische  Meile  breiten  Flusse 
Susquehanna  (Dingler's  Journal  99,  S.  54;  Labnulaye^  äiclionnaire  des 
Arts  et  Manufactttres,  Paris  1847,  S.  3578;  Karsten,  Fortschritte  der  Physik 
n,  S.  531).  Später  Dr.  Gintl  im  Meerbusen  von  Triest  und  noch  1859  J. 
B.  Lindsay  in  Dundee  (Wieck,  deutsche  Gewerbezeitung  1859,  S.  225) 
Ueber  den  jüngsten  Vorschlag  vrgl.  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.-Ver.  1867,  S.40. 

Kleine  Flüsse  konnte  man  mit  der  grössten  Leichtigkeit  mit  \;iner 
Luftleitung  überschreiten,  welche  man  auf  entsprechend  hohen  Masten 
aufhing.  Je  breiter  aber  ein  so  zu  überschreitender  Strom  ist  und  mit  je 
grösseren  Schiffen  er  befahren  wird,  desto  schwieriger  wird  nicht  nur  die 
Herstellung  einer  solchen,  den  Winden,  Regen,  Hagel-  und  Schneestürmen 
ausgesetzten  Luftleitung  mit  Rücksicht  auf  die  erforderliche  Festigkeit, 
sondern  desto  stärker  und  höher  müssen  auch  die  Masten  werden,  wenn 
die  auf  ihnen  ausgespannten  Drähte  nicht  Beschädigungen  durch  die 
Schiffsmasteu  ausgesetzt  sein  sollen.  Die  häufig  eintretenden  Unter- 
brechungen Hessen  solche  Leitungen  in  Amerika  als  sehr  kostspielig  er- 
scheinen (Shaffner^  the  telegraph  tnanualy  New-Vork  1859,  S.  599)  und 
abgesehen  von  den  Kosten  der  Wiederherstellung  und  dem  Ausfall  in 
der  Einnahme  blieb  bei  ihrer  Anwendung  eine  höchst  lästige  Unsicherheit 
in  dem  telegraphischen  Verkehre.  So  knickte  am  27.  November  1850  ein 
plötzlicher  Wirbelwind  die  Masten  des  kurz  vorher  fertig  gewordenen 
Mississippi-Ueberganges  von  ihren  mit  Eisen  beschlagenen  unteren  Enden 
ab  und  führte  einzelne  Stücke  davon  mehrere  englische  Meilen  weit  fort. 
Im  Januar  1851  aber  wurde  der  eine  Mast  des  Ohio  -  Ueberganges  ab- 
gebrochen; kaum  war  er  wieder  hergestellt,  so  schnitten  Böswillige 
den  Tennessee -Uebergang  durch;  einige  Tage  später  zerstörte  ein  Orkan 
den  einen  Mast  am  Illinois  -  Ufer  des  Ohio  und  einige  Wochen  später  brach 
ein  Sturm  den  307  Fuss  hohen  Mast  am  Kentucky -Ufer  entzwei.  Trotz 
dieser  Schwierigkeiten  sind  sowohl  in  Europa,  als  in  Amerika  über  be- 
deutende Flüsse  Luftleitungen  gespannt  worden.  So  wurde  1848  die  1200 Fuss 
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breite  Elbe  bei  Hamburg  mit  einem  vierfachen,  stark  zusammengedrehten, 
nicht  geglühten  Stahldrahte  auf  100  Fuss  hohen  Masten  überspannt 
(Steinbeil,  die  galvanische  Telegraphie  Deutschlands;  Abhandl.  der 
Münchener  Akademie  der  Wissenschaften  V.  Bd.  III.  Abth.  S.  793;  etwas 
abweichende  Angaben  macht  Shaf frier ^  ielegraph  manual  S.659)  mit  einem 
Aufwände  von  6000  Mark.  Der  Uebergang  über  den  Niemen  bei  Kowno 
hat  1700  Fuss  Breite  von  Mast  zu  Mast,  während  der  FIuss  nur  halb  so 
breit  ist.  Aehnlich  wurde  die  Dwina  bei  Dünaburg,  die  Weichsel  in 
Preussen,  die  Donau  bei Peterwardein  in  1000 Fuss  und  der  Po  bei  Borgo- 
forte  in  1096  Fuss  Breite  überspannt.  Die  Leitung  über  die  Save  bei 
Belgrad  und  Semlin  hat  220  Ellen  Spannweite,  16  Fuss  Pfeilhöhe,  15^^  Ctr. 
Horizontalzug  im  Scheitel  und  besteht  aus  20  einzelnen  Drähten  mit. 
24—26  Ctr.  Tragfähigkeit.  1863  wurde  der  Rhein  bei  Bingerbrück  von 
der  Ruine  Ehrenfels  nach  der  Elisabethhöhe  mit  einem  hartgezogenen 
Stahldraht  von  3  Millimeter  Durchmesser  überspannt  (Zeitschrift  des  deutsch- 
österreichischen Telegraphenvereins  10,  S.  255 — 262).  Grösser  sind  die 
Flussübersetzungen  in  Amerika  {Shaffner^  telegr.  man.  S.  662 flg.).  Auf 
der  Versuchslinie  Washington-Baltimore  wurde  1845  der  Susquehanna 
überschritten.  Nach  Zerstörung  der  1845  durch  den  Hudson  gelegten 
Leitung  wurde  unter  der  Leitung  von  Henry  J.  Rogers  über  den  2700 
Fuss  breiten  Hudson  eine  Luftleitung  gespannt,  deren  Drähte  man,  so  oft 
ein  Schiff  an  der  Stelle  den  Fluss  passiren  wollte,  in  das  Wasser  niederliess 
und  später  wieder  in  die  Höhe  zog.  Henry  O'Reilly  baute  im  Westen 
mehrere  Flussübergänge  von  1000  — 3000  Fuss  Breite;  so  über  den  Ohio 
bei  Wheeling  1300  Fuss  breit;  über  den  Ohio  bei  Louisville,  2100 Fuss  vom 
Indiana-Üfer  bis  zu  einer  Insel  und  von  dieser  1300  Fuss  bis  zum  Kentucky- 
Ufer;  anfangs  sollte  ein  Seil  aus  3  Drähten  Nr.  18  gespannt  werden,  konnte 
aber  nicht  hoch  genug  gehoben  werden,  da  die  Schornsteine  der  Schiffe 
90  Fuss  über  Deck  emporragten,  und  deshalb  wurden  einzelne  Pianoforte- 
Stahldrähte  benutzt ,  welche  zwar  hoch  genug  aufgezogen  wurden ,  aber  oft 
rissen,  so  dass  man  schliesslich  Eisendraht  Nr.  16  mit  sehr  gutem  Erfolg 
hier  und  bei  allen  folgenden  Uebergängen  benutzte.  Der  Wabash  ward 
bei  Vincennes,  der  Ohio  bei  Maysville  und  bei  Parkersburg,  der  Niagara 
bei  Buffalo,  der  St.  Lawrence  bei  Montreal,  der  Mississippi  bei 
Hannibal  und  die  schmaleren  Buchten  des  Meerbusens  bei  Neuorleans 
überschritten.  Bei  St.  Louis  ist  der  nicht  schiffbare,  2700  Fuss  breite  Arm 
des  Mississippi  vom  Illinois -Ufer  bis  zur  Insel  Bloody  und  ebenso  von 
da  der  2200  Fuss  breite  Arm  bis  zum  St.  Louis -Ufer  überspannt;  der  Mast 
auf  dem  Illinois-Ufer  ist  160  Fuss  hoch,  auf  der  Bloody-Insel  185  Fuss,  auf 
dem  St.  Louis -Ufer  steht  ein  Thurm  von  gleicher  Höhe.  1849  —  1850  tiber- 
schritten Shaffner  und  Mac  Afees  innerhalb  100  englischer  Meilen  den 
Mississippi  bei  Cape  Girardeau  in  Missouri  bei  2980  Fuss  Breite  auf 
210  und  205  Fuss  hohen  Masten,  den  Ohio  bei  Paducah  auf  drei  307,  215 

26* 


^96    Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

und  205  Fuss  hoben  Masten  in  Abständen  von  2400  und  3720  Fuss,  den 
2300  Fuss  breiten  Tennessee  nahe  bei  Paducah  auf  90  und  160  Fuss  hohen 
Masten  nnd  den  Cumberland  mit  einer  Breite  von  1850  Fuss.  *  Die  Auf- 
richtung des  grossen  Mastes  am  Ohio  und  die  Aufhängung  des  Drahtes 
beschreibt  Sh affner  im  (elegraph  manual  S. 664— ß67. 

Wo  man  ein  stehendes  oder  fliessendes  Wasser  nicht  mit  einer  Luft- 
leitung tiberspannen  konnte,  war  man  demnach  darauf  angewiesen,  eine 
isolirte  Leitung  durch  das  Wasser  zu  legen.  Die  Herstellung  einer 
solchen  submarinen  oder  unterseeischen  Leitung  fällt  nahe  zu- 
sammen mit  der  Herstellung  einer  unterirdischen  Leitung  und  setzt 
nothwendig  das  Vorhandensein  eines  im  Wasser  nicht  zerstörbaren  isoliren- 
den  Materials  voraus.  Schon  Wheatatone  legte  (18.19)  bei  seinen  ersten 
Telegraphenleitungen  an  der  Great-Western-Bahn  die  gut  isolirten  Drähte 
in  gusseisernen  Röhren  theils  über,  theils  unter  der  Erde  (Poggendorff, 
Annalen  58,  S.  410).  Jacobi  legte  1842  bei  der  9030  Fuss  langen  Leitung 
auf  dem  Admiralitätsplatze  in  St.  Petersburg  die  mit  Zwirn  übersponnenen, 
darauf  in  eine  heisse  Mischung  von  Wachs,  Harz  und  Talg  getauchten, 
nochmals  besponnenen  und  wieder  mit  demselben  Mastix  bestrichenen 
Drähte  in  Glasröhren  (Poggendorffs  Annalen  58,  S.  411;  66,  S.  211)  und 
auch  die  1 843  gebaute  Linie  St.  Petersburg-Zarsko-Selo  war  eine  unterirdische 
und  durch  Harz  isolirt  (Poggendorffs  Annalen  06,  S.  208;  Polytechn. 
Centralblatt  1844,  IV,  S.  220).  Ausserdem  legte  man  vor  dem  Bekannt- 
werden der  Guttapercha  die  unterirdischen  Leitungen  oft  in  Furchen  in 
Holzbohlen  und  füllte  diese  Furchen  mit  einem  Gemisch  aus  Gyps,  Ziegel- 
staub, Talg  und  Pech  aus,  während  die  Drähte  selbst  mit  Baumwolle  um- 
wickelt und  mit  Talg,  Wachs  nnd  Harz  überstrichen  waren.  Kautschuk 
bewährte  sich  nicht,  reine  Guttapercha  auch  nicht  und  Erdharz  ebenso 
wenig,  weil  es  rissig  wurde  und  sich  zersetzte.  Es  ist  bekannt,  dass  man 
in  Europa  anfangs  vulkanisirte  (oder  geschwefelte,  d.  h.  im  warmen  Zn- 
stande mit  Schwefelstaub  versetzte)  Guttapercha  als  Isolationsmittel  an- 
wandte, welche  sich  anfangs  zwar  gut  bewährte,  bald  aber  sich  gerade 
wegen  der  Beimischung  des  Schwefels  als  unbrauchbar  erwies,  selbst  wenn 
man  die  Drähte  inCementschichten,  oder  in  Ziegelcanäle,  oder  in  Bleiröhren, 
oder  in  Dränageröhren  oder  in  Eisenröhren  einlegte,  so  dass  man  von  den 
trotz  ihrer  hohen  Anlagekosten  seit  1848  in  grösserer  Ausdehnung  an- 
gelegten unterirdischen  Leitungen  (Preussen  besass  davonEnde  1849  etwa  300 
und  Oesterreich  Ende  1850  etwa  160  deutsche  Meilen)  zu  den  Luftleitungen 
zurückkehren  musste  und  erstere  höchstens  etwa  bei  Leitungen  in  Städten 
beibehalten  konnte.  Aehnlich  ging  es  in  Russland  mit  der  Leitung  von 
St.  Petersburg  nach  Moskau.  Bessere  Erfolge  erzielte  man  in  England  an  den 
mit  Guttapercha  oder  Theer,  Talg  und  Harz  isolirten  und  in  hölzernen, 
thönernen  oder  eisernen  Röhren  gelegten  Drähten  (Shaffner,  ielegr.  man, 
S.  589flg.;    Lardner,  Lehre  v.  d.  elektr  Telegr.,  Weimar  1850,  S.  SOflg). 
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In  neuerer  Zeit  macht  man  nnterirdisclie  Leitungen  ganz  ähnlich,  wie  unter- 
seeische, nur  lässt  man  die  äussere  Schutzhülle  aus  Eisendrähten  weg  und 
legt  die  Leitung  dafür  in  eiserne  Röhren.  Ueber  mehrere  neuere  Vor- 
schläge vergleiche  Du  Moncely  Iraite  de  ielegr.  electr.^  Paris  1864,  S.  201.  In 
Amerika  legte  man  9  englische  Meilen  von  Baltimore  Kupferdrähte  Nr.  16, 
mit  Baumwolle  und  Schellack  tiberzogen,  in  Bleiröhren,  vertauschte  sie 
aber  1844  unter  Morse's  Führung  mit  einer  Luftleitung  {Shaffnery  lelcgr, 
man.  S.  587).  Dr.  O'Shaughnessy  baute  1851  mit  Erfolg  auch  eine 
unterirdische  Leitung  von  Calcutta  nach  Bishtapore,  12  englische  Meilen 
lang,  und  zwar  schweisste  er  aus  13'^  Fuss  langen  Rundeisenstäben  200 
Fuss  lange  Stücken  zusammen  und  stellte  dann  aus  diesen  die  Leitung  her; 
die  Stäbe  wurden  spiralförmig  umwickelt  mit  zwei  Lagen  von  Madraszeug, 
das  mit  geschmolzenem  Pech  und  Theer  getränkt  war;  jede  Lage  war 
2^k  Zoll  dick.  Das  Ganze  wurde  in  halbrunde  Dachziegel  gelegt,  welche 
halb  mit  einem  Gemisch  aus  3  Gewichtstheilen  trockenem,  ausgewaschenem 
Sande  und  1  Theil  Harz  ausgefüllt  waren,  und  darauf  wurde  die  ganze 
Rinne  mit  demselben  Gemisch  vollends  ausgefüllt  (ßhaffner^  ielegr.  man, 
S.  595  und  799). 

Eine  wirkliche  unter  seeischeLei  tu  ng  scheint  zuerstDr.O'Sh  au  gh- 
nessy  in  Hindostan  ausgeführt  zu  haben,  welcher  im  April  und  Mai  1839 
in  der  Nähe  von  Calcutta  eine  21  Meilen  lange  Versuchslinie  baute,  welche 
auch  7000  Fuss  Flussleitung  enthielt  (Shaffner,  telegr.  man,  S.  799;  High- 
toHy  electr,  telegr.  S.33).  Diese  Leitung  dürfte  nicht  mit  der  oben(S.  393)  er- 
wähnten nicht  isolirten  Flussleitung  zusammenfallen,  sondern  durch  den 
Hugli  (Hoogly,  Hooghley),  den  Arm  des  Ganges,  an  welchem  Calcutta 
Hegt,  gelegt  worden  sein  und  zwar  als  isolirte  Leitung,  indem  der  Draht 
zuerst  mit  getheertem  Bindfaden  umwickelt,  darauf  in  gespaltenes  indisches 
Rohr  eingeschlossen  und  dieses  wieder  mit  getheertem  Faden  umwickelt 
wurde.  Von  diesen  Versuchen  gab  das  Journal  der  Asialic  sociely  Nach- 
richt (vergl.  Wieck's  deutsche  Gewerbezeitung  1857,  S.  157).  Shaffner 
erwähnt  zugleich,  dass  1852  der  Hugli  und  Huldi  erfolgreich  überschritten 
wurden,  um  Calcutta  mit  dem  Meere  in  Verbindung  zu  setzen. 

1840  legte  Wheatstone  dem  englischen  Unterhawse'linen  Plan  vor, 
zur  Verbindung  von  Dover  und  Calais  ein  Telegraphenseil  durch  den 
Canal  zu  versenken. 

1842  legte  Morse  einen  isolirten  (?)  Kupferdraht  im  Hafen  von  New- 
York  (The  atlantic  lelegraph^  London  1866,  S.  108;  Wiener  Zeitung  vom 
26.  Mai  1857  aus  Moniteur  de  Paris)  und  im  August  1843  regte  er  in  einem 
Briefe  an  den  Schatzsecretär  der  Vereinigten  Staaten  die  unterseeische 
Verbindung  Amerikas  und  Europas  an  (Delamarche,  Elemente  der 
unterseeischen  Telegraphie,  Berlin  1859,  S.  68). 

Hier  mögen  femer  die  in  den  Jahren  1838 — 1843  in  England  angestellten 
Versuche,  Sprengungen  unter  Wasser  mittelst  der  Elektricität  zu  bewirken, 
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ei*wähnt  werden;  dahei  dienten  zwei  mit  Oam  und  einer  wasserdichten 
Composition  überzogene  Drähte  als  Elektricitätsleiter,  sie  waren  durch  einen 
anderthalbzolligen ,  mit  derselben  Composition  getränkten  Strick  von 
einander  getrennt;  das  Ganze  aber  war  wieder  mit  Garn  umwickelt  und  mit 
der  Composition  überzogen  (Civil  Engineer  artd  Architecls  Journal  1843,  S.337; 
1844  S.  251). 

1843  wurde  die  Guttapercha,  der  eingetrocknete  Saft  eines  auf  der 
Halbinsel  Malacca  und  den  Inseln  des  Indischen  Archipels  wachsenden 
Baumes  (Isonandra]  Gutta),  durch  den  Wundarzt  Dr.  Montgomerie  in 
Singapore  bekannt  und  Prof.  Faraday  schlug  vor,  sie  zur  Isolation  von 
Telegraphen  drahten  zu  benutzen.  1847  wurde  in  Brooklyn  (New- York) 
eine  Guttaperchamanufactur  zur  Herstellung  isolirter  Drähte  von  Samuel 
T.  Armstrong  eingerichtet  und  schon  1848  wurde  ein  Versuch  mit  einem 
mit  Guttapercha  überzogenen  Drahte  im  Hudson  •  gemacht  {Shaffner^ 
ieiegr.  man.  S.  524)  und  zwar  mit  so  gutem  Erfolge,  dass  Armstrong  noch 
1848  im  iVew- -Tor Ar- /oi/rwö/ o/*  Commerce  den  Vorschlag  machte,  ein  Tele- 
graphentau mittelst  Guttapercha  zu  isoliren  und  durch  den  atlantischen 
Ocean  zu  legen;  die  Kosten  schlug  Armstrong  auf  3500000  Dollars  an. 
In  England  und  Deutschland  fing  man  etwa  gleichzeitig  die  Guttapercha 
zur  Isolation  zu  benutzen  an. 

Bevor  jedoch  die  Guttapercha  zur  Isolation  unterseeischer  Leitungen 
verwendet  wurde,  war  schon  am  20.  November  1845  von  Ezra  Cornell 
durch  den  Hudson  bei  Fort  Lee,  12  englische  Meilen  oberhalb  New -York, 
eine  Leitung  in  Bleiröhren  gelegt  worden  (Shaffner^  lelegr.  man.  S.  662), 
deren  Draht  mit  Baumwolle *umwickelt  und  mit  Kautschuk  isolirt  war;  es 
waren  2  Taue  so  hergestellt  worden  und  arbeiteten  mehrere  Monate  sehr 
gut ,  bis  sie  1846  vom  Eis  fortgerissen  wurden ,  worauf  die  oben  (S.  395)  er- 
wähnte Luftleitung  ausgespannt  wurde.  1847  aber  wurde  ein  von  S.  T* 
Armstrong  gefertigter,  mit  Guttapercha  überkleideter  Kupferdraht  von 
T.  M.  Clark  und  J.  W.  Nortons  für  die  Magnetic- Telegraph -Company 
im  Hudson  versenkt  (Shaffner^  ielegr,  man,  S.  663),  aber  schon  am  näch- 
sten Tage  von  einem  Anker  zerrissen.  Durch  die  oben(S.394flg)  bertihrten 
Unfälle  der  Luftleitungen  über  den  Mississippi  und  Ohio  veranlasst,  ver- 
senkte Shaffner  Eisendrähte  Nr.  10  mit  drei  Lagen  von  Guttapercha  im 
Mississippi  (telegr,  man.  S.  600),  von  diesen  hatte  aber  das  sandige  Wasser 
des  Mississippi  schon  nach  kurzer  Zeit  die  Guttapercha  abgerieben.  Um 
das  Isolationsmittel  zu  schützen^  umgab  Shaffn  er  dasselbe  mit  drei  Lagen 
gut  mit  Theer  getränkter  Leinwand,  legte  auf  die  Leinwand  entlang  dem 
ganzen  Seil  sechs  Drähte  Nr.  10  und  band  diese  aller  20  Zoll  mit  Eisendraht 
Nr.  16  fest;  allein  auch  dieses  Tau  dauerte  nur  wenige  Monate;  daher  ent- 
schloss  sich  Andreas  Wade,  durch  den  Mississippi  bei  St.  Louis  ein  Tau 
zu  legen,  bei  dem  die  Guttapercha  ringsum  mit  Eisendrähten  belegt  war. 
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Im  Juli  1846  stellte  Hay  im  Hafen  zn  Portsmouth  am  Bord  der  Schiflfe 
Pique  und  Blake  und  zwischen  den  Scliiffen  und  dem  Lande  Versuche  mit 
einem  isolirten  Drahte  an,  welcher  halb  so  lang  war,  als  er  hätte  sein  müsseui 
um  vom  Admiraiitätsgehäude  in  Portsmouth  bis  zur  Bucht  von  Gosport  zu 
reichen  (D  i  n  g  1  e  r '  s  Journal  102,  S.  80  aus  Moni teur  Industriel  1846,  Nr.  1035) . 
Ende  November  1846  aber  wurde  in  dem  Hafen  von  Portsmouth  eine  unter- 
seeische Leitung  von  Watering -Island  im  Dock -Yard  bis  zur  Landungs- 
treppe bei  Royal -Clarence- Yard  auf  der  Insel  Wight  gelegt  (Polytechn. 
Centralblatt  1847,  S.  108). 

Die  South-Eastern-Railway-  Company  beabsichtigte  1847  ein  Tau  zwischen 
Folkestone  undBoulogne  zu  versenken  {Civ,  Eng.andArch.  J,  1847,  S.31);  im 
Jahre  vorher  aber  hatte  das  englische  und  französische  Gouvernement  die 
Erlaubniss  zur  Legung  eines  Taues  zwischen  Gap  Gris  Nez  oder  Blanc  Nez 
und  South-Foreland  ertheilt  und  an  dieses  sollte  sich  ein  Tau  von  Marseille 
nach  Algier  anschliessen  (Civ^  Eng,  and  Arch,  J.  1846,  S.  160). 

Noch  vor  1848  soll  femer  ein  Amerikaner,  Colone!  Colt,  eine  kurze 
unterseeische  Leitung  von  Hellgate  nach  Fireisland  gelegt  und  auch  bei 
der  amerikanischen  Regierung  um  die  Geldmittel  zu  einem  Telegraphen 
zwischen  Amerika  und  Europa  nachgesucht  haben  (Wieck,  deutsche  Ge- 
werbezeitung 1857,  S.  157;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  155). 

Im  Jahre  1846  machte  W.  Siemens  in  Berlin  seine  ersten  Versuche, 
den  Draht  für  unterirdische  Leitungen  mittelst  Guttapercha  zu  isoliren,  und 
1848  legte  er  im  Hafen  zu  Kiel  in  reine  Guttapercha  eingeschlossene  Drähte 
nach  unterseeischen  Minen ;  auch  führte  er  in  demselben  Jahre  einen  Draht 
durch  den  Rhein  von  Deutz  nach  Köln  (Poggendorff 's  Annalen  79, 
S.  481  flg.).  Dieses  auf  dem  Rheinbette  liegende  Flusskabel  wurde  anfangs 
öfter  durch  die  Anker  der  Schiffe  zerrissen  oder  beschädigt,  weshalb 
Nottebohm  einige  Fuss  oberhalb  desselben  eine  ungemein  starke  Anker- 
kette quer  durch  den  Rhein  legen  Hess;  die  Beschädigungen  des  Kabels 
hörten  nun  auf,  aber  in  der  Ankerkette  fand  man  beim  Aufheben  derselben 
14  meist  schwere  Schiffsanker  eingehakt,  welche  die  Schiffer  hatten  kappen 
müssen,  da  sie  dieselben  nicht  wieder  aufzuwinden  vermochten  (Schellen, 
das  atlantische  Kabel,  Braunschweig  1867,  S.  26).  Auch  in  denCanälen  von 
Triest  und  Venedig  wurden  1850  mit  vulkanisirter  Guttapercha  isolirte  sub- 
marine Leitungen  hergestellt  und  mittelst  angehängter  Gewichte  auf  den 
Boden  versenkt,  mussten  aber  ähnlich  wie  die  unterirdischen  Linien  auf 
dem  Festlande  bald  wieder  aufgegeben  werden  (Dr.  Mi  litzer,  die  öster- 
reichischen Telegraphenanstalten,  Wien  1866,  S.  7  und  10). 

Am  10.  Januar  1849  telegraphirte  C.V.Walker,  der  Dirigent  der 
englischen  Südwesteisenbahngesellschaft,  im  Hafen  zu  Folkestone  bei  Dover 
auf  einem  2  Meilen  langen  in  das  Meer  versenkten  Kabel  (Knies,  der 
Telegraph   als   Verkehrsmittel,   Tübingen  1857,  S.  135;    Schellen,    der 
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elektro *magneti8che  Telegraph,   1.  Aufl.,    Braunschweig  1850,   8.203    aus 
Cio.  Eng,  and  Arch.  J,  1849,  S.  61). 

Noch  in  demselben  Jahre  erlangte  die  Pariser  Soci^t^  Carmichael 
und  Comp.,  an  deren  Spitze  Brett  stand,  von  der  franz<>sischen  Ee^e- 
rung  eine  Concession  mit  dem  ausschliesslichen  Rechte,  innerhalb  10  Jahren 
von  England  nach  bestimmten  Punktender  französischen  Küste  zu  telegraphi- 
ren;  aber  unter  der  Bedingung,  die  telegraphische  Verbindung  beider  Länder 
noch  vor  dem  September  1850  herzustellen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  162; 
Highton ^  electr,  ielegr.  ^.  \ol\  Shaffner^  telegr.  man.  S.  607 flg.)  Nach 
einem  am  27.  August  1850  angestellten,  aber  durch  den  Sturm  unterbroche- 
nen Vorversuch,  bei  welchem  sich  Jacob  Brett,  Reid  und  Wollast on 
auf  dem  Schiff  Goliath  befanden  {Mechanics  Magazine  bZ^  S.  196  und  215), 
legte  der  Engländer  Charles  J.  Wollaston,  der  Ingenieur  der  Snb- 
marine-Telegraph- Company,  am  28.  August  1850  einen  29  englische  Meilen 
langen ,  einfachen ,  mit  Guttapercha  überzogenen  Kupferdraht  Nr.  14  von 
Dover  nach  Calais;  John  Watkins  Brett  blieb  am  Ufer  zurück;  das 
Schiff  lief  am  28.  August  10  Uhr  von  Dover  aus  und  langte  um  8%  Uhr  bei 
dem  21  englische  Meilen  von  Dover  entfernten  Cap  Gris  Nez  an.  Die 
Guttapercha  bestand  aus  drei  Lagen  und  war  Hk  Zoll  dick;  versenkt  wurde 
das  Telegraphenseil  vermittelst  bleierrier  Klampen  von  20 — 25  Pfund  Ge- 
wicht, welche  in  Abständen  von  je  Vis  Meile  an  dem  Seil  befestigt  wurden. 
Die  grösste  Tiefe  betrug  30  Faden*).  Leider  dauerte  der  Erfolg  des  nach  langen 
Vorarbeiten  und  mit  gewaltigen  Anstrengungen  vollendeten  Unternehmens 
nur  wenige  Stunden;  denn  die  Wellen  durchscheuerten  das  Seil  an  dem 
felsigen  Ufer  bei  Cap  Gris  Nez.  Shaffner  {telegr,  man,  S.  607)  fand  bei 
einem  fünf  Jahre  versenkt  gewesenen  Stück  dieses  Seils  die  Guttapercha 
noch  in  ganz  gutem  Zustande.  Da  das  Tau  gut  geai*beitet  hatte,  so  blieb 
die  Concession  aufrecht  erhalten  und  schon  im  nächsten  Jahre  fertigten 
Robert  Stirling  NewallÄ  Co,  in  ihrer  grossen  Seilerwaaren fabrik  in 
Gateshead  am  Tyne  im  Verlaufe  von  drei  Wochen  ein  neues,  24  englische 
Meilen  langes  und  180  Tonnen**)  schweres  Tau;  in  diesem  befanden  sich 
vier  Kupferdrähte  Nr.  16,  von  denen  jeder  in  der  unter  der  Direction  von 
Samuel  Statham  stehenden  Guttapercha -Company  in  London  mit 
einer  doppelten  Hülle  von  Guttapercha  überzogen  worden  war;  nachdem 
nach  NewalTs  Erfindung  (Mechanics  Magazine  bl,  S.  392)  zwischen  die 
vier  Drähte  getheerte  Hanfstricke  gelegt  waren,  wurde  das  Ganze  mit  ge- 
theerten  Hanfstricken  spiralförmig  eng  umwickelt  und  endlich  auf  einer 
grossen,  vom  Ingenieur  Fenwick  eigens  dazu  gebauten  Maschine  mit 
einer  aus  zehn  verzinkten  Eisendrähten  Nr.  1  von  V^g  Zoll  Dicke  bestehen- 


*)  1  Faden  =  6  Fass  engli«ch  =  5,8268  Fass  preussisch. 
♦♦)  1  Tonne  =  20  Ctr.  =  2240  Pfund  Avoir-du-poia  =  ?Ü32  Zollpfund;   1  Pfand 
Avoir-da  pois  =  0,90720  Zollpfuud. 
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den  Metallhülle  umwunden.  Das  Seil  selbst  kostete  0000  Pfand  Sterling 
und  die  Gesammtkosten  waren  auf  15000  Pfund  Sterling  geschätzt  (Mec/u 
Magnz,  67,  8.  410,  mit  Abbildung  des  Taues;  Shaffner^  ielegr.  man.  S.  608; 
Lardner,  Lebre  von  dem  elektrischen  Telegraphen,  Weimar  1856,  S.  39» 
Higthon  giebt  die  Kosten  auf  20000  und  75000  Pfund  Sterling  an).  Am 
25.  September  1851  wurde  dieses  Seil  von  Crampton  unter  Beihtilfe 
Wollaston's  versenkt.  Zu  diesem  Behufe  war  aus  dem  früheren  Kriegs- 
dampfer Blazer  die  Maschine  nebst  Schornstein  entfernt  worden ,  um  Platz 
für  das  Tau  gewinnen;  darauf  wurde  der  Blazer  von  London  nach  Dover 
und  am  25.  September  von  Dover  nach  South  Forelan d  geschleppt,  hier  das 
eine  Tauende  an  die  englische  Küste  geschafft  und  nun  der  Blazer  nach 
Cap  Gris  Nez  fortgeschleppt.  An  der  französischen  Küste  wurde  das  Tau, 
welches  noch  um  1  Meile  verlängert  werden  musste,  bei  Saangate,  I  Meile 
südlich  von  Calais  gelandet.  Obgleich  das  'Tau  beim  Legen  durch 
Schlingenbildung  und  die  Beibung  beim  Austritt  aus  dem  Schiffe  mehrfach 
be-schädigt  wurde,  zeigte  es  sich  doch  bei  der  Prüfung  gut  isolirt  {Highton^ 
electr,  (eiegr,  S.  157—159).  Mit  der  glücklichen  Legung  dieses  Taues  hatte 
die  Submarine  Telegraph  Company  und  überhaupt  die  unterseeische  Tele- 
graphie festen  Boden  für  die  Zukunft  gewonnen.  Highton  (the  electr. 
telegr.  S.  160)  theilt  mit,  es  sei  schon  damals  ein  zweites,  zwischen  England 
und  Frankreich  zu  legendes  Tau  in  Arbeit  gewesen. 

Das  nächste  Tau  wurde  bereits  am  1.  Juni  1852  zwischen  England  und 
IrlandjVonHolyheadnachHowth,  auf  Kosten  derHerrenNewall&Co. 
gelegt,  in  deren  Fabrik  in  Gateshead  bei  Newcastle  es  in  vier  Wochen 
gefertigt  worden  war,  worauf  es  in  20  Eisenbahnwagen  nach  Maryport 
geschafft,  dort  an  Bord  derBritannia  gebracht  und  nachHolyhead  an  der 
Küste  von  Wales  gefahren  wurde.  Es  enthielt  nur  1  Kupferdraht  Nr.  16, 
welcher  in  der  grossen  Fabrik  von  Statham  &  Co.  in  London  mit 
zwei  Lagen  Guttapercha  umkleidet  worden  war;  das  in  die  tiefe  See  kom- 
mende Stück  dieses  Taues  war  mit  einer  leichteren  Schutzdecke  versehen, 
als  die  Küstenenden ;  denn  während  bei  ersterem  die  Guttapercha  nur  mit 
zwölf  verzinkten  Eisendrähten  Nr.  16  umsponnen  war,  so  dass  das  Seil 
etwa  einen  Finger  dick  war,  hatten  die  Küstenenden  desselben  eine  Hülle 
von  sechs  sehr  dicken  verzinkten  Eisendrähten ,  wodurch  es  um  die  Hälfte 
dicker  wurde.  Vom  Schiff  aus  wurde  das  eine  Ende  des  70  englische 
Meilen  langen  und  nur  80  Tonnen  schweren  Taues  bei  Holyhead  befestigt 
und  mit  einem  Telegraphen  verbunden;  während  nun  das  Schiff  nach  dem 
60  Meilen  entfernten  Howth  bei  Dublin  fuhr  und  dabei  das  im  Schiffsräume 
sehr  sorgfältig  aufgewickelte  Tau ,  mehrmals  über  ein  Bremsrad  in  die  See 
ablaufend ,  auf  den  Meeresboden  versenkt  wurde ,  unterhielt  man  vom  Ufer 
aus  durch  das  ganze  Tau  hindurch  eine  beständige  Correspondenz  mit  dem 
Schiffe,  da  in  dessen  Kajüte  ein  zweiter  Telegraph  aufgestellt  war.  Durch 
einen  Zählapparat  am  Bremsrade  wurde  die  abgelaufene  Länge  des  Taues 
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angegeben.  Die  Tiefe  des  Wassers  stieg  bis  70  Faden,  also  über  das 
Doppelte  der  Tiefe  zwischen  Calais  nnd  Dover.  Innerhalb  18  Standen 
waren  64  Meilen  Tau  gelegt ,  1  Stunde  später  das  Seil  an  die  Küste  ge- 
bracht, mit  der  Leitung  von  Howth  nach  Dublin  verbunden  und  London 
und  Dublin  standen  in  unmittelbarem  Verkehr  mit  einander.  Allein  nach 
drei  Tagen  versagte  das  Seil  den  Dienst,  da,  wie  sich  bei  dem  noch  ISS/i 
erfolgten  Wiederaufheben  des  Seils  {Hiyhlon^  elecir.  telegr.S.  160) 
zeigte,  ein  SchifPsanker  nahe  an  der  irischen  Küste  den  Eisen draht  zerrissen, 
das  innere  Seil  aber  sehr  gedehnt  hatte  (L ardner,  elektr.  Telegr.  8.  39 
und  40;  Shaffner,  telegr.  man,  S.  611).  Der  Plan  zur  Verbindung  Eng- 
lands und  Irlands  war  schon  1850  aufgetaucht  (Meck,  Magaz,  53,  8.  328). 

Am  9.  October  1852  machten  Ne wall  &  Co.  noch  den  Versuch,  durch 
den  schmälsten  Theil  des  irischen  Canals,  zwischen  Donaghadee  and 
Port  Patrick  in  Schottland,  21  englische  Meilen,  ein  Tau  zu  legen.  Von 
dem  sechs  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  16  enthaltenden,  mit  zwölf  Eisen- 
drähten Nr.  2  geschützten,  25  englische  Meilen  langen  Tau  waren  von  der 
Britannia  bereits  16  Meilen  glücklich  gelegt,  als  eine  plötzliche  Kühlte 
die  Steuerung  in  der  erforderlichen  Richtung  unmöglich  machte,  so  dass 
das  Tau  in  7  Meilen  Entfernung  von  der  irischen  Küste  gekappt  werden 
musste  und  9  Meilen  Tau  an  Bord  blieben.  Die  versenkten  16  Meilen 
wurden  1854  von  Newall  wieder  heraufgeholt  und  zeigten  sich  noch  gut 
erhalten,  obgleich  stellenweise  die  Schutzdrähte  angefressen  waren  und  an 
anderen  Stellen  Zoophyten  hingen.  Das  Aufholen  war  sehr  schwierig,  da 
die  Tiefe  bis  150  Faden  beträgt,  und  trotzdem  ein  von  einer  Dampfmaschine 
getriebener  Apparat  am  Bord  des  Dampfers  angewendet  wurde,  dauerte  die 
Arbeit  vier  Tage,  da  man  wegen  der  Stärke  der  Fluth,  die  sich  mit  einer 
Geschwindigkeit  von  6  Meilen  in  einer  Stunde  bewegte ,  nur  während  der 
Zeit  des  Hoch-  und  Tiefwassers  arbeiten  konnte  {Mech,  Magaz,  57,  8.  391; 
Lardner,  elektr.  Telegr.  S.  41;  Shaffner^  telegr,  man,  8.  612). 

In  Nordamerika  wurde  im  December  1852  ein  von  Newall  &  Co. 
gefertigtes  Tau  zwischen  dem  Vorgebirge  Torm ent ine  in  Neubraun- 
schweig  und  Carlton  Head  auf  der  Prinz  Eduards-Insel  im 
St.  Lorenzbusen  glücklich  gelegt;  die  Entfernung  beider  Punkte  beträgt 
10  englische  Meilen.  Das  Tau  enthielt  nur  einen  Leitungsdraht  und  nenn 
Schutzdrähte;  es  war  dazu  bestimmt,  einen  Theil  einer  Leitung  zu  bilden, 
welche  von  der  Prinz  Eduards  -  Insel  nach  der  St.  Pauls -Insel  oder  der 
Westküste  von  Neufundland  laufen  sollte  {Shaffner^  telegr,  man.  S.  616; 
Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  17). 

Im  Winter  1852—1853  fertigten  Newall  &  Co.  in  hundert  Tagen  ein 
Seil  von  70  Knoten  Länge  zur  Verbindung  Englands  mit  Belgien  für  eine 
zweite  Privatgesellschaft,  die  sich  aber  am  21.  Juni  1853  mit  der  Soci^t^ 
Carmichael&Co.  zur  Submarine-Telegraph- Company  vereinigte.  Dieses 
Seil  enthielt  sechs  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  16  in  Guttapercha,   war 
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äusserlicli  durch  zwölf  Eisendrähte  Nr.  2  geschützt,  so*  dass  es  einen  Zug 
von  etwa  50  Tonnen  aushalten  konnte;  es  wog  500  Tonnen  und  kostete 
33000  Pfund  Sterling;  in  70  Stunden  wurde  es  eingeschifft  und  am  6.  Mai 
1853  in  18  Stunden  zwischen  Dover  und  Mittelkerke  hei  Ostende 
gelegt  (Shaffner,  lelegr.  man.  S.  013;  Knies,  d.  Telegraph,  S.  130;  Zeit- 
schrift d.  Tel.-Ver.  l,  S.  113;  8,  S.  102). 

Nach  diesem  glücklichen  Erfolge  arheitetenNewall  &  Co.  in  24  Tagen 
ein  neues  Kahel  von  derselben  Dicke  und  demselben  Gewichte,  dessen 
6  Drähte  Nr.  lö  in dess  etwas  anders  angeordnet  waren ;  es  war  25  Meilen  lang, 
kostete  13000  Pfund  Sterling  und  wurde  am  23.  Juni  1853  für  die  British 
and  Irish  Magnetic  Telegraph  -  Company  zwischen  Donaghadee  und 
Port  Patrick  gelegt.  An  derselben  Stelle  wurde  1854  zwischen  Port 
Patrick  undWhitehead  noch  ein  zweites,  fast  ganz  gleiches  Tau  von 
27  Meilen  Länge  für  dieselbe  Gesellschaft  versenkt  {Shaffner,  telcgr,  man, 
S.  614). 

Am  16.  August  1853  wurde  femer  die  schon  im  Jahre  vorher  für 
Ruyssenaers  concessionirte  (Civ,Eng,and  Arch,J.  1852,  S.  239)  Linie  Ox- 
fordness-HaagderElectric  and  International  Telegraph  Company  eröffnet. 
Durch  sie  wurden  England  und  Holland  mittelst  eines  von  Oxfordness  bei 
Ipswich  in  der  Grafschaft  Suffolk  nach  dem  Fischerdorfe  Scheveningen, 
%  Stunde  westlich  vom  Haag  laufenden  Taues  von  eigenthümlicher  Con- 
Btruction  verbunden.  In  der  tiefen  See  wurden  nämlich  in  Entfernungen 
von  etwa  %  Meile  von  einander  drei  von  Newall&Co.  gelieferte  dünne 
Seile  mit  je  einem  Leitungsdrahte  Nr.  16  und  einer  Hülle  von  je  zwölf 
Eisendrähten  versenkt;  das  erste  im  Mai,  das  zweite  im  Juni,  das  dritte  im 
September.  Ihre  Länge  beträgt  119,  118  und  123  englische  Meilen.  Die 
beiden  Küstenenden  aber  sind  aus  sieben  solchen  dünneren  Seilen  zu- 
sammengedreht, von  denen  drei  mit  jenen  drei  Seilen  vereinigt,  die  anderen 
vier  aber  für  den  späteren  Bedarf  aufgespart  wurden  (Shaffner^  telcgr. 
man.  S.  615).  Schon  am  30.  September  1855  wurde  hier  in  21  Stunden  noch 
ein  viertes,  110  Meilen  langes,  ebenfalls  von  Newall  verfertigtes  Kabel 
gelegt;  aber  die  Landstation  vom  Haag  nach  Amsterdam  verlegt  (Zeit- 
schrift d.Tel.-Ver.2^  S.62  und  266).  Das  erste,  dritte  und  vierte  Kabel  wurden 
wiederholt  von  Ankern  zerrissen  und  vor  1861  aufgenommen,  während  das 
zweite  damals  noch  gut  arbeitete  (Zeitung  des  Vereins  deutscher  Eisenbahn- 
verwaltungen 1861,  S.  334;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  I,  S.  64  und  214).  Ferner 
wurde  im  September  1858  noch  ein  136  Meilen  langes,  bei  Glass, 
Elliot  &  Co.  gefertigtes  Seil  zwischen  Oxfordness  und  Haarlem  ge- 
legt; es  hat  vier  mit  Guttapercha  überzogene  Kupferdräbte  Nr.  13,  von 
denen  zwei  mit  Chatterton's  Mischung  und  jeder  wieder  mit  zehn  Eisen- 
drähten Nr.  00  bedeckt  ist;  1  Meile  wiegt  9^  Tonnen.  Endlich  wurde 
1862  noch  ein  von  Glass  &  Co.  gefertigtes  Tau  mit  vier  Drähten  gelegt. 
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dessen  15  Meilen  langes  Küstenende  10  Tonnen  für  1  englische  Meile  i^rog, 
während  das  Mittelstück  10V4  Tonnen  wog  (Deutsche  Ind.-Ztg.  1862,  S.  362). 

Im  Jahre  1853  wurden  noch  drei  von  Ne  wall  &  Co.  verfertigte  Kabel 
versenkt,  nämlich  das  erste  mit  vier  Drähten,  von  6  Meilen  Länge  und  von 
8  Tonnen  Gewicht  auf  1  Meile,  im  Meerbusen  (Firth  oder  Frith)  des  Forth 
in  Schottland;  das  zweite  für  die  Electric  and  International  Companys  von 
2  Meilen  Länge  mit  vier  Drähten  imFlussTay  in  Schottland;  und  das 
dritte  im  grossen  Belt  von  Korsör  auf  Seeland  über  Sprogoe  nach 
Nyborg  auf  Fünen.  Das  letztere  war  16  englische  Meilen  lang,  hatte  drei 
durch  Guttapercha  und  Garn  gut  isolirte  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  18, 
äusserlich  aber  neun  dicke  Eisendrähte  Nr.  2,  wog  5  Tonnen  für  die  Meile 
und  wurde  am  7.  Mai  1853  gelegt;  am  9.  Mai  folgte  die  Legung  eines  Kabels 
durch  den  kleinen  Belt  von  Strüb  auf  Fünen  nach  Friedericia  und  am 
1.  Februar  1854  wurde  die  Linie  Helsingör -Hamburg  eröflfnet  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  1,  S.  81,  88  und  205;  Dingler's  Journal  150,  S.  430).  Von 
Vedbek  bei  Helsingör  auf  Seeland  nach  dem  Edelhof  Hillesborg  bei 
Helsingborg  in  Schweden  wurde  1854  ein  2,2  geographische  Meilen  langes, 
mit  zehn  Eisendrähten  Nr.  2  umsponnenes  Tau  mit  drei  kupfernen  Drähten 
Nr.  10  durch  den  Sund  gelegt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  284;  2,  S.  88). 
Die  Kosten  der  Legung  dieses  von  Glass,  Elliot  &  Cq.  in  Greenwich 
gelieferten  Taues  wurden  von  der  dänischen  und  schwedischen  Kegierang 
gemeinschaftlich  getragen.  Wassertiefe  bis  14  Faden.  Gewicht  8  Tonnen 
für  1  Meile  (Zeitung  des  Vereins  deutscher  Eisen bahnverwaltungen  1861, 
S.  334).  Im  Jahre  1863  wurde  diese  durch  Schiffsanker  oft  beschädigte  und 
ganz  zerrissene  Leitung  durch  ein  neues,  von  W.  T.  Henley  in  London 
verfertigtes,  vorzügliches  Tau  mit  vier  Drähten  ersetzt  (Zeitschr.  d.  TeL- 
Ver.  11,  S.  203). 

Aus  dem  Jahr  1854  wären  noch  aufzuführen  ein  5  Meilen  langes  Tau 
mit  sechs  Kupfer-  und  zehn  Eisendrähten  im  Zuydersee  in  Holland 
(Lardner,  elektr.  Telegr.  S.  37),  und  drei  für  die  Electric  and  Inter- 
national Company  gelegte  Taue,  eins  von  1  Meile  Länge  zwischen  Hurst 
Castle  und  der  Insel  Wight  von  Newall  &  Co.,  und  zwei  65 
Knoten  lange  zwischen  Holyhead  und  Howth,  das  erste  von  Fentor, 
Hyde  &  Co.,  welches  nicht  arbeitete,  das  zweite  von  Newall  &  Co., 
welches  bis  1859  arbeitete;  beide  letztere  wurden  im  September  1854  gelegt 
(Zeitung  d.  Ver.  d.  Eisenbahn verw.  1861,  S.  334). 

Shaffner  (telegr. man.  9> Ml)  erwähnt  unter  anderen  vonNe  wall  &  Co. 
gearbeiteten  Tauen  auch  zwei  Flüsskabel;  nämlich  ein  2  Meilen  langes  und 
4  Tonnen  schweres  Seil  mit  blos  einem  Leitungsdrahte  und  zehn  Schutz- 
drähten, welches  bei  New -Orleans  durch  den  Mississippi  gelegt  wurde 
für  den  Balize •  Telegraphen ,  und  ein  ähnliches,  durch  den  Hudson  bei 
New  York  gelegtes. 
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Im  Jahre  1854  begannen  anch  die  Arbeiten  im  Mittelmeere.  Die- 
selben nehmen  ein  höheres  Interesse  für  sich  in  Anspruch,  theils  durch  die 
weit  grösseren  Entfernungen  und  die  grösseren  Meerestiefen  *),  welche  mit 
dem  Tan  zu  überschreiten  waren,  theils  durch  die  grössere  Wichtigkeit  der 
beabsichtigten  Linien  für  den  Verkehr.  Galt  es  doch  nicht  blos  Piemont 
mit  der  Insel  Sardinien  und  Frankreich  mit  Corsica  und  Algier  zu  ver- 
binden>  sondern  John  Watkins  Brett  fasste  zugleich  die  Fortführung 
der  Leitung  nach  Aegypten  ins  Auge,  behufs  der  Herstellung  einer  tele- 
graphischen Verbindung  zwischen  England  und  Ostindien,  und  zwar  wurde 
anfän^ich  die  Fortführung  der  Leitung  entlang  der  Nordküste  Afrikas,  sehr 
bald  aber  auch  eine  Linie  von  Sardinien  über  Malta  gerade  nach  Alexandria 
beabsichtigt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  71  und  273;  2,  S.  144;  3,  S.  94). 
Die  von  der  französischen  und  italienischen  Regierung  ertheilten  Con- 
cessionen  erstreckten  sich  vom  Jahre  1853  auf  50  Jahre;  ausserdem  garan- 
tirte  die  französische  Regierung  der  zum  Bau  der  Leitung  zwischen  Europa 
und  Afrika  zusammengetretenen  Privatgesellschaft,  an  deren  Spitze  J.  W. 
Brett  stand,  eine  4%  Verzinsung  des  Anlagekapitals  bis  zur  Höhe  von 
A^k  Millionen  Francs  und  erhöhte  diese  Garantie  später  auf  5%,  während 
die  italienische  für  weitere  3  Millionen  Francs  5%  garantirte  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  1,  S.  71;  2,  S.  143).  In  ähnlicher  Weise  stellte  die  englische 
Regierung  eine  jährliche  Unterstützung  von  5%  des  auf  120000  Pfund 
Sterling  geschätzten  Anlagekapitals  für  die  Leitung  nach  Malta  und  Corfu, 
die  Ostindische  Compagnie  aber  eine  Zinsgarantie  von  5%  für  dar  Anlage- 
kapital zu  einer  Linie  nach  Ostindien  in  Aussicht  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3, 
S.  94).  Das  erste  Stück  der  Mittelmeerlinic,  nämlich  von  Spezzia  bei 
Genua  nach  Corsica  wurde  am  24.  Juli  1854  innerhalb  12  Stunden  von 
J.  W.  Brett  gelegt;  es  war  bei  Glass,  Elliot  &  Co.  in  einer  Länge  von 
HO  Meilen  angefertigt  worden,  enthielt  sechs  Drähte  und  glich  übrigens 
dem  im  Jahre  1853  zwischen  Port  Patrick  und  Donaghadee  versenkten  Seil. 
Während  der  Legung  überfiel  ein  heftiger  Sturm  das  Schiff,  so  dass  man 
eine  Zeit  lang  ein  Zerreissen  des  Seils  befürchtete.  Zwischen  den  Inseln 
Corsica  und  Sardinien,  durch  die  Strasse  von  Bonifacio,  wurde  ein 
auch  bei  Glass,  Elliot  &  Co.  gefertigtes,  10  Meilen  langes  und  8  Tonnen 
für  l  Meile  wiegendes  Seil  mit  ebenfalls  sechs  Kupferdrähten  Nr.  16  und 
zwölf  eisernen  Schutzdrähten  Nr.  1  noch  in  demselben  Jahre  gelegt,  worauf  am 
15.  April  1855  die  Linie  von  Spezzia  nach  Sardinien  eröffnet  wurde  (Zeit- 
schrift d.  Tel.-Ver.  1,  S.  174;  2,  S.  115)      Im  September  des  Jahres  1855 


^)  Nach  den  im  Frühsommer  1855  von  dem  französischen  Hydrographen- 
Ingenieur  Darondeau  ausgeführten  Sondirungen  steigen  die  Meerestiefen  zwischen 
Sardinien  und  Afrika  bis  auf  2000  —  8000  Meter  =  1100—  1500  Faden.  Das  Aus- 
führlichere  über  die  drei  vorgeschlagenen  Routeu  vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2, 
8.280. 
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aber  machte  J-  W.  Brett  den  ersten  Versuch,  Afrika  mit  der  Insel 
Sardinien  von  dereb  südlichster  Spitze,   dem  Cap  Spartivento,  aus    zu 
verbinden.     Das  benutzte,   162  Meilen  lange  Seil  enthielt  sechs  einfache, 
einzeln  mit  Guttapercha  umbüUte,  kupferne  Leitungsdrähte,  welche    mit 
einer  Seele  und  einer  Hülle  von  Hanf  zu  einem  runden  Tau  vereinigt  und 
mit    zwölf    Eisendrähten   übersponnen  waren.     Die   Legung   begann    am 
25.  September,  verlief  anfangs  ganz  glücklich;  allein  am  26.  September  lief 
das  Seil  in  1640  Meter  ^5225  prenssische  Fuss  Tiefe  zu  schnell  ab   nad 
musste,  da  sich  Schlingen  bildeten,  wieder  aufgewunden  werden;  dies  ging 
aber  äusserst  langsam  von  Statten  und  nach  einigen  Tagen  angestrengter 
Arbeit  riss  endlich  das  SeiL     Man  machte  zwar  noch  den  Versuch,    den 
Rest  des  Seils  vom  Cap  Spartivento  aus  nach  der  Insel  Galita  zu  legen ;  aber 
auch  dies  misslang.     Brettes  Bericht  an  die  französische  Regierung  ent- 
hält   die    Zeitschrift    des    deutsch -österreichischen   Telegraphen -Vereins 
(2,  S.  281).     Im  August  1856  versuchte  Brett,  ein  175  Meilen  langes  Tau 
mit  nur  drei  Drähten  und  zehn  Schutzdräbten  zu  versenken,  welches  blos 
5  Tonnen  für  1  Meile  wog,  während  das  frühere  12  gewogen  hatte;  nachdem 
man  sehr  bedeutende  Tiefen  (bis  über  2000  Meter)  glücklich  überschritten 
und  sich  der  Insel  Galita  bis  auf  einige  Meilen  genähert  hatte ,  wurde  das 
Tau  am  19.  August  an  einer  scharfen  Felsenkante  durchschnitten  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  3,  S.  152  und  209  flg.).     Die  französische  Regierung  hielt  trotz- 
dem die  der  Gesellschaft  ertheilte  Concession  mit  einigen  Abänderungen 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  4,  S.  181  flg.)   aufrecht    und  nun  übernahmen  Ne- 
wall  <&  Co.  für  die  Gesellschaft  der  Mittelmeerlinie  die  Anfertigung  und 
Lcgnng  eines  Seils   mit   vier  Leitungsdrähten.     Jeder    dieser  Leitungs- 
drähte bestand  aber  aus  vier  dünnen  Kupferdrähten ;  als  Umhüllung  dagegen 
hatte  das  Seekabel  achtzehn  dünnere,  das  Küstenkabel  zwölf  weit  stärkere 
Eisendrähte.      Die  absolute  Festigkeit  betrug  8   Tonnen.     Im   Ganzen 
waren  162  Meilen  Kabel  an  Bord  der  Elba,  welche  die  Legung  ausführen 
sollte.     Von  dem  Küstenkabel  waren  6  Meilen  schon  mit  dem  Seekabel 
verbunden   und  10  Meilen   lagen   in   einem  Schiffsräume  besonders.     Am 
5.  September  1857  traf  die  Elba  in  Bona  in  Algier  ein,  von  wo  aus  das 
Kabel,  ohne  die  Insel  Oalita  zu  berühren,  nach  dem  125  Meilen  entfernten 
Cap  Spartivento  gelegt  werden  sollte.     Bei  der  Legung,  welche  Dela- 
marche  (Elemente  der  unters.  Telegr.  S.  93 — 102)  ausführlich  beschreibt, 
wurde  nach  einem  Vorschlage  von  Siemens  eine  Vorrichtung  benutzt, 
welche  einestheils  zum  Messen  der  Spannung  des  Kabels  dienen,  anderen* 
theils  den  Einfluss  der  Schwankungen   des  Schiffs  mildern  sollte.     Am 
7.  September  Nachmittags  brachte  man  das  Ende    des  Kabels   in    einer 
kleinen  Bucht  beim  Fort  Gönois  ans  Land  und  Abends  7  Uhr  segelte  die 
Elba  ab,  in  Begleitung  dreier  kleiner  Kriegsdampfer.     Während  der  Nacht 
wurden  aller  10  Minuten  einige  Worte  durch  zwei  Drähte  des  Kabels  ge- 
wechselt,  während   die  beiden   anderen   so   verbunden   waren,   dass  sie 
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beständig  auf  ihre  Isolation  geprüft  werden  konntep.  Um  das  Kabel  nicht 
zu  schnell  auslaufen  zu  lassen,  machte  man,  jedoch  ohne  wesentlichen  Er- 
folg, einige  Versuche  mit  Fallschirmen ,  nämlich  mit  dreieckigen  Stücken 
Segeltuch,  an  deren  drei  Zipfeln  dünne  Stricke  befestigt,  unterhalb  zu- 
gammengeschürzt  und  mit  einer  Kugel  versehen  waren,  welche  um  das 
Kabel  geschleudert  wurde.  Am  nächsten  Tage,  Abends  11  Uhr,  war  das 
Seekabel  und  auch  das  noch  vorhandene  Küstenkabel  ausgelegt,  das  Schiff 
aber  war  noch  20  Meilen  von  der  sardinischen  Küste  entfernt  und  musste 
sich  hier  vor  Anker  legen.  Ein  am  9.  September  Vormittags  angespleisstes 
dünneres  Kabel,  von  derselben  Construction ,  wie  das  Malta -Kabel,  war 
gegen  Mittag  ebenfalls  ausgelegt  und  das  Land  immer  noch  nicht  erreicht; 
daher  wurde  ein  noch  dünneres  Kabelstück  angeknüpft;  allein  kaum  war 
die  Verbindungsstelle  über  Bord,  so  riss  es  8— iO  Meilen  vom  Lande  bei 
80  Faden  Tiefe.  Am  28.  October  traf  der  Blazer  mit  einem  neuen  Kabel 
aus  England  ein  und  begann  die  Aufsuchung  des  versenkten  Taues, 
welches  am  nächsten  Morgen  8  Uhr  am  Bord  erschien;  5  Minuten  später 
war  die  Correspondenz  schon  im  Gange  und  nun  wurde  das  Tau  von  12—15 
Arbeitern  mit  den  Händen  heraufgezogen,  bis  Abends  11  Uhr  das  vier- 
drähtige  Tau  an  Bord  war.  An  dieses  wurde  am  folgenden  Morgen  das 
neue  Tau  angeknüpft,  die  Legung  begonnen,  um  1  Uhr  bei  Cap  Spartivento 
das  Land  erreicht  und  um  4  Uhr  zuerst  von  hier  telegraphirt.  Die  Stationen 
Algiers  waren  so  mit  Europa  in  Verbindung  gesetzt;  allein  schon  1860  war 
die  Strecke  Cagliari-Bona  betriebsunfähig  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  141). 
Im  Juni  1858  wurde  das  Kabel  wegen  einiger  Isolationsfehler  theilweise  bis 
zu  600—700  Faden  Tiefe  von  Newall  wieder  aufgenommen  und  die  fehler- 
haften Stellen  herausgeschnitten,  so  dass  alle  vier  Drähte  brauchbar 
wurden.  Zugleich  wurden  auch  die  beiden  Taue  von  1855  und  1856  auf- 
geholt, das  erstere  vollständig  bis  zu  einer  Tiefe  von  600  Faden,  das  zweite 
dagegen  riss  wegen  der  darin  befindlichen  Schleifen  bei  400  Faden  Tiefe. 

Für  die  Mediterranean- Extension -Telegraph -Company  hatten  Ne- 
wall &  Co.  die  Herstellung  einer  Linie  Sardinien-Malt^-Corfu 
übernommen.  Das  für  diese  Linie  bestimmte  Tau  enthielt  nur  einen ,  aus 
sieben  dünnen  Kupferdrähten  Nr.  14  gebildeten  Leitungsstrang  und  war 
mit  achtzehn  einfachen  Eisendrähten  Nr.  10  umsponnen;  die  englische Mdile 
desselben  wog  1060  englische  Pfund;  die  absolute  Festigkeit  betrug  3%  Ton- 
nen. Das  Küstenende  hatte  eine  Hülle  von  zehn  weit  stärkeren  Eisen- 
drähten. Die  Elba  traf  am  10.  November  1857  mit  etwa  800  Meilen  Tau  in 
Cagliari  ein,  wohin  auch  das  englische  Kriegsschiff  Desperate  und  der 
Blazer  kam,  der  die  Elba  ins  Schlepptau  nehmen  sollte.  Am  13.  fuhren 
diese  drei  Schiffe  nach  Cap  S.  Elia,  4  Meilen  östlich  von  Cagliari,  und 
legten  das  Küstenkabel,  welches  jedoch  am  folgenden  Morgen  gekappt 
wurde,  weil  es  beim  wiederholten  Umspringen  des  Windes  mehrere  Brüche 
bekommen  hatte.     Nachdem  ein  neues  Kabelende  aus  Land  gebracht  war, 
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fuhren  die  drei  Schiffe,  am  14.  Abends  8  Uhr  ab,  die  Nacht  verlief  ohne 
Unfall ,  die  grösste  Tiefe  von  etwa  10000  Fuss  wurde  am  15.  Vormittags 
während   eines  sehr  heftigen  Gewittersturms  glücklich  überschritten   und 
am  17.  Abends  8  Uhr  die  St.  Georges -Bay,  etwa  4  Meilen  nördlich  von  La 
Valette  erreicht,  wo   das  Tau  Nachts  2  Uhr  ans  Land  gebracht  wurde. 
Im  Ganzen  waren  etwa  370  Meilen  Tau  ausgelegt.     Widriger  Winde  halber 
wurde  die  zweite  Strecke  von  Corfu  aus  gelegt.     Am  1.  December   früh 
7  Uhr  trafen  die  Schiffe  vor  der  St.  Gordo-Bay  an  der  Westküste  der  Insel 
ein,  brachten  das  Küstenende  ans  Land  und  fuhren  gegen  11. Uhr  ab,  wäh- 
reud  der  ganzen  Fahrt  vom  schönsten  Wetter  begünstigt.     Am  3.  December 
Nachmittags  wurde  die  grösste  Tiefe  von  etwa  8000  Fuss  überschritten  und 
am  4.  December  Mittags  die  St.  Georges-Bay  erreicht,  nachdem  etwas  über 
400  Meilen  Tau  versenkt  worden  waren;  das  Küstenende  wurde  am  Nachmittag 
des  4.  ans  Land  gebracht.     Die  Linie  von  Cagliari  bis  Corfu  mit  Einschluss 
der  Landleitungen  auf  Malta  (nach  La  Valette)  und  auf  Corfu  (nach  der 
Stadt  Corfu),  ferner  mit  Einschluss  der  von  Siemens  &Ha]ske  gelieferten 
Apparate  für  die  drei  Stationen,  kostete  125000  Pfd.Sterling(Delamarche, 
Elemente  d.  unters.  Telegr.  S.  103 — 108).     Leider  trat  aber  die  LinieMalta- 
Cagliari  schon  nach  12  Monaten  wieder  ausser  Thätigkeit  und  die  Strecke 
Malta-Corfu  im  August  1860  infolge  einer  Unterbrechung  20— 40  Meilen  von 
Corfu.     Besser   hielt  sich  das  1859  von  Sicilien  nach  Malta  gelegte, 
70  Meilen  lange,  von  Glass,Elliot&Co.  für  die  Mediterranean-Extension- 
Company  verfertigte  Tau,  welches  einen  Strang  von  sieben  Kupferdrähten 
Nr.  22  enthielt,    mit  Guttapercha,   mit  getheertem  Hanf  und  zehn  Eisen- 
drähten Nr.  5%  tibersponnen  war  und  3  Tonnen  für  1  Meile  wog.     Sici- 
lien und  die  Südspitze  Italiens   wurden  durch  zwei  Leitungen  und 
Corfu  mitOtranto  1861  durch  ein  von  Glass,  Elliot  &  Co.   für   die 
Mediterranean  -  Extension  -  Company  verfertigtes,    60  Meilen  langes,    1865 
unterbrochenes  Tau  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  12,  S.  63)  verbunden,   dessen 
Strang  von  sieben  Kupferdrähten  Nr.  22  mit  drei  Hüllen  von  Guttapercha 
und  Chatterton's  Mischung  bedeckt,  mit  getheertem  Garn  überzogen  und 
von  zehn  Eisendrähten  Nr.  5%  umgeben  war,  so  dass  1  Meile  3  Tonnen 
S%  Centner  wog   (Zeitg.  d.  Ver.  d.  Eisenbahn verw.  1861,   S.  322  und  345). 
Die  Strecke  Malta-Alexandria  kam  auch  noch  vor  dem  Ende  des  Jahres 
1861  zur  Ausführung ;   das  Tau  war  ebenfalls  von  Glass,  Elliot  &  Co. 
geliefert.     Der  betreffende  Vertrag  wurde  am  21.  April  zwischen  der  eng- 
lischen und  türkischen  Regierung  abgeschlossen   und  Anfang  November 
wurde  die  von  Malta  nach  Tripolis,  über  Benghazi  nach  Alexandria  laufende 
Linie  eröffnet    (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  163  und  217;    Sachs,  (deutsche) 
Ind.-Ztg.  1861,  S.  337,  506,  542;  1862,  S.  234).   Die  Strecke  Benghazi- Alexan- 
dria war  wiederholt  unierbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  10,  S.  120;  11,  S.  48 
und  243;  12,  S.  63). 

Bevor  wir  den  Bau  der  nach  Ostindien  zielenden  Linien  weiter  ver- 
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folgen,  ßind  einige  früher  gelegte  Leitungen  nachzuholen.  Die  New-York- 
New-Foundland  and  London  Telegraph  Company,  an  deren  Spitze  P.  C  o  o  - 
per,  Ch.  White,  M.  Taylor,  C.  W.  Field  und  M.  Q.  Roberts 
standen,  während  Morse  als  Techniker  gewonnen  war,  hatten  sich  günstige 
Priyilegien  auf  Neufundland,  Cap  Breton,  Prinz  Eduards  -  Insel  und  in 
Canada  erworben,  auch  ein  älteres  für  Neubraunschweig  angekauft,  und 
machten  im  August  1855  den  Versuch,  ein  von  Kuper,  Glass&Co.  in 
Greenwich  gefertigtes,  dem  6rossen-Belt-Kabel  ähnliches,  74  Meilen  langes 
Seil  durch  den  St.  Lorenzbusen  nach  Cap  Breton  zu  legen.  Am 
22.  August  traf  die  Sarah  Bryant  mit  dem  Seil  in  der  Bucht  beim  Cap  Ray 
an  der  Südwestspitze  von  Neufundland  ein,  in  der  Nacht  des  23.  wurde 
das  Seil  gelandet,  am  24.  befestigt  und  am  25.  begann  bei  stürmischem 
Wetter  die  Legung,  endete  aber  bald  mit  dem  Kappen  des  Seiles  und 
2  Meilen  Verlust;  nicht  glücklicher  war  man  am  20.  und  28.  August,  weshalb 
man  die  Legung  nach  einem  Verluste  von  42  Meilen  Tau  aufgab  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  3,  S.  15 — 20;  Pfeiffer,  Handbuch  der  elektro  -  magnetischen 
Telegrapbie,  Weimar  1865,  S.  153 — 158).  Im  Sommer  des  nächsten  Jahres 
wurde  das  Tau  wieder  aufgenommen.  Am  9.  Juli  1856  2  Uhr  Nachmittags 
fuhr  der  Dampfer  Propontis  mit  einem  neuen,  auch  bei  Kuper,  Glass&Co. 
verfertigten,  170 Tonnen  schweren  Tau  von  Cap  Ray  aus  und  erreichte  nach 
15%stündiger  Fahrt  glücklich  das  Cap  North,  die  Nordspit^e  der  Insel 
Cap  Breton.  Die  grössten  Tiefen  betrugen  150—200  Faden  |\au8gelegt 
wurden  85  englische  Meilen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver,  3,  S.  175).  Das  Tau 
war  leichter,  als  das  vom  Jahre  1855  und  sein  Leiter  war  aus  vier  dünnen 
Kup  ferdrähten  zusammengedreh  t,  was  offenbar  ein  Fortschritt  war, 
da  so  die  Festigkeit  und  Leitungsfähigkeit  zugleich  erhöht  wurde  {S haff- 
ner ^  ielegr,  man,  S.  017).  Die  Propontis  hatte  auch  ein  Tau  von  12  eng- 
lischen Meilen  Länge  und  30  Tonnen  Gewicht  aus  derselben  Fabrik  an 
Bord,  mittelst  dessen  am  16.  Juni  das  Cap  Travers  auf  der  Prinz  Eduards- 
Insel  mit  dem  Cap  Tormentine  in  Neubraunschweig  glücklich  verbunden 
wurde  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  175).  Dieses  Tau  hatte,  wie  die  Zeitung 
des  Vereins  deutscher  Eisenbahnverwaltungen  (1861,  S.  334;  nach  dem  Blue 
book  on  silbmarine  ielegraph  cfl6/^5)  berichtet,  einen  Strang  von  sieben  Kupfer- 
drähten Nr.  22,  Guttapercha  als  Isolator  und  zwölf  Eisendrähte  Nr.  9  als 
Schutzhülle  und  nach  derselben  Quelle  (S.335)  war  das  zwischen  Cap  Breton 
und  Neufundland  gelegte  Tau  diesem  an  Gewicht  (2,6  Tonnen  für  1  Meile  j 
das  von  1855  wog  5  T. ;  Mech,  Magaz,  (54,  S.  513)  und  Construction  gleich. 

Im  Schwarzen  Meere  wurden  von  Newall  &  Co.  während  des 
Krimkrieges  zwei  Taue  gelegt,  das  eine  von  Varnanach  Balaclava  an 
der  Südküste  der  Krim  vom  10.  bis  13.  April  1855,  das  andere  von  Varna 
nach  Constantinopel  vom  1.  bis  5.  October  1853.  Das  letztere  enthielt 
blos  einen  Kupferdraht  mit  einem  starken  isolirenden  Ueberzuge  aus  Gutta- 
percha und  Garn  und  einer   schützenden  Hülle  von  zwölf  spiralförmig 
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umgewundenen  Cisendräfaten;  es  war  172  englische  Meilen  lang  nnd  wog 
gegen  200  Tonnen.  Das  erstere  enthielt  einen  Kupferdraht  Nr.  16  (V^g  Zoll 
Durchmesser)  mit  drei  dünnen  Lagen  Guttapercha  und  war  nur  an  der 
Küste  mit  zehn  und  zwölf  Schutzdrähten  umgehen ;  es  war  356  englische 
Meilen  lang  und  kostete  einschliesslich  der  Legung  22000  Pfund  Sterling; 
von  dem  mittleren  Theil  wog  1  Meile  nur  2%  Centner,  von  den  Uferenden 
15  und  35  Centner.  Dies  war  bis  dahin  die  längste  unterseeische  Leituhg 
und  arbeitete  über  6  Monate  gut,  trotz  der  stürmischen  Wogen  des  Schwar- 
zen Meeres  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  168  und  283;  Shaffner^  lelegr. 
man.  S.  618). 

Die  zweite  behufs  der  Erreichung  Indiens  nach  Aegypten  gebaute 
Linie  benutzte  Constantinopel  als  Anknüpfungspunkt  an  die  festländischen 
Linien.  Schon  am  10.  Januar  1857  ertheilte  die  türkische  Regierung  der 
Gesellschaft  des  Engländers  LionelGisborne,  der  Levant  Telegraph 
Company,  die  Concession  auf  09  Jahre  zur  Anlage  einer  Telegraphenleitung 
von  Constantinopel  zu  Land  nach  Cap  Hellas  an  der  Südspitze  der  Halb- 
insel Galipoli  (Dardanellen)  und  von  da  unterseeisch  über  die  Inseln  Chios 
und  Rhodos  nach  Alexandria.  Von  Alexandria  sollte  die  Leitung  ober- 
irdisch nach  Suez  und  dann  durch  das  Rothe  und  Arabische  Meer  mit 
Berührung  mehrerer  Küstenpunkte  bis  zur  Mündung  des  Indus  geführt 
werden  und  von  da  weiter  nach  dem  holländischen  Ostindien  und  Austra- 
lien (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  274;  5,  S.  209).  Das  Tau  von  Cap  Hellas 
nach  Chios  und  von  da  nach  Candia  wurde  von  Newall  &  Co.  ver- 
fertigt und  im  Juni  1858  gelegt;  es  ist  450  Seemeilen  lang,  enthält 
einen  Strang  von  sieben  Kupferdrähten  und  achtzehn  eiserne  Schutzdrähte 
Nr.  14;  die  Meile  wiegt  1  Tonne.  Genau  so  war  das  von  Newall  &  Co. 
für  die  griechische  Regierung  gelieferte,  150  Seemeilen  lange,  im  Juni  1859 
gelegte  Tau  von  Athen  nach  Syra  und  Chios  beschaffen  (Ztg.  d.  Ver. 
d.  Eisenbahn verw.  1861,  S.  345).  Etwa  gleichzeitig  wurde  Chios  mit 
Smyrna  verbunden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  236  und  319).  Auch  im 
Hellespont  wurde  eine  unterseeische  Leitung  versenkt.  Ueber  Unter- 
brechungen und  Wiederherstellungen  dieser  Leitungen  hat  die  Zeitschrift  des 
deutsch -österreichischen  Telegraphen  -  Vereins  (8,  S.  217,  218  und  287; 
9,  S.  232  und  240;  10;  S.  123,  231 ;  11,  S.  52  und  188)  wiederholt  berichtet. 

Gleichzeitig  wurde  auch  der  Bau  der  unterseeischen  Leitung  durch 
das  Rothe  und  das  Arabische  Meer  in  Angriff  genommen.  Die 
ganze  Strecke  von  3043  Seemeilen  Länge  bestand  aus  sechs  Abthei- 
lungen ,  welche  alle  glücklich  versenkt  wurden ,  von  denen  jedoch  schon 
1861  nur  noch  zwei  arbeiteten.  Das  ganze  Tau  war  von  Newall  &  Co. 
verfertigt,  hatte  einen  Leitungsstrang  von  sieben  Kupferdrähten,  welcher 
180  Pfund  für  1  Meile  wog,  mit  vier  Hüllen  von  Guttapercha  nach  Chatter- 
ton's  Patent  im  Gesammtgewicht  von  212  Pfund  auf  1  Meile  und  darüber 
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mit  Garn  im  Gewicht  von  \^k  Centner  für  1  Meile  bedeckt  war;  die  äussere 
Hülle  bestand  ans  achtzehn  Drähten  von  bestem  Holzkohleneisen  und  wog 
16  Centner  für  1  Meile,  so  dass  1  Meile  des  fertigen  Taues  21  Centner 
schwer  war.  Die  erste  Strecke  von  Suez  nach  Kosseir  an  der  Küste 
Aegyptens,  in  einer  Länge  von  255  Meilen,  wurde  schon  am  5.  Mai  1859 
gelegt  an&  trat  durch  einen ,  wahrscheinlich  in  der  Verankerung  liegenden 
Fehler  dicht  bei  Kosseir  ausser  Dienst.  Auf  der  am  17.  Mai  1859  ver- 
senkten! 474  Meilen  langen  Strecke  von  Kosseir  nach  Suakin,  an  der 
nnbischen  Kfiste,  nahm  die  LeitungsfUhigkeit  5  Tage  nach  der  Legung  ab, 
erhielt  sich  aber  in  den  nachfolgenden  9  Monaten  unverändert  und  das  Tau 
arbeitete  gut.  Das  am  28.  Mai  1859  gelegte  Tau  auf  der  029  Meilen  langen 
Strecke  von  Suakin  nach  Aden  an  der  Südwestspitze  Arabiens  war  schon 
anfangs  nicht  ganz  vollkommen  und  stellte  nach  9  Monaten  den  Dienst 
ein.  Auf  der  vierten  Strecke  von  Aden  nach  Hallari  (Kuria-Moria-Insel?), 
welche  718  Meilen  lang  war  und  am  12.  Februar  1860  belegt  wurde,  trat  nach 
3  Monaten  eine  Unterbrechung  ein ,  welche  man  230  Meilen  von  Aden  an 
einer  seichten  Stelle  vermuthete.  Das  zwischen  Hallari  und  Maskat  an 
der  Südostspitze  Arabiens  im  Januar  1860  versenkte ,  486  Meilen  lange  Tau 
arbeitete  gut ,  während  das  von  Maskat  nach  Karratschi  (Currachee)  an  der 
westlichen  Mündung  des  Indus  laufende  Tau  von  481  Meilen  Länge  bald  ver- 
sagte (Ztg.  d.  Ver.  d.  Eisenbahnverw.  1861,  S.  345).  Mit  dem  Misslingen 
dieser  Linie,  welche  übrigens  später  die  Telegraph  to  India  Com- 
pany wieder  herzustellen  versuchte  und  von  Suez  bis  zur  Insel  Jubal 
(Dschubal)  am  Eingange  in  den  Golf  von  Suez  vollendete  (Zeitschr.  d. 
Tel.- Ver.  8,  S. 290),  waren  auch  die  weitergehenden  Pläne  Gisborne^s 
gekreuzt.  Von  Karratschi  oder  Hyderabad  sollte  nämlich  die  Eegierung 
der  englisch  -  ostindischen  Besitzungen  die  bereits  bestehenden  Leitungen 
durch  Vorder-  und  Hinterindien  bis  zur  Insel  Singapore  ausdehnen  und 
von  da  sollte  eine  unterseeische  Leitung  über  die  holländischen  Inseln  nach 
Australien  gelegt,  ausserdem  aber  auch  die  Küste  von  Cochinchina  mit 
China  verbunden  werden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  5,  S.  209flg.;  Wieck, 
Gewerbeztg.  1859,  S.  432).  Begannen  die  Bauten  auf  den  holländischen 
Inseln  und  Australien  auch  bereits  im  Jalyr  1858  und  wurde  auch  schon  1859 
Singapore  unterseeisch  mit  Batavia  verbunden,  desgleichen  die  Bass- 
Strasse  zwischen  Australien,  Kingsinsel,  Elephanteninsel  und  Tasmania 
(Van  Diemensland)  überschritten,  so  ist  doch  Australien  noch  nicht  in 
vollständiger  telegraphischer  Verbindung  mit  Europa,  obwohl  die  ost- 
indischen Stationen  sowohl  mittelst  der  russisch-asiatischen  Landlinien,  als 
mittelst  der  türkischen  und  persischen  Landlinien  und  der  im  Persischen 
Busen  und  im  Arabischen  Meere  liegenden  unterseeischen  Leitung 
erreicht  werden  können.  Diese  Anfang  1864  bereits  eröffnete  (deutsche 
Ind.-Ztg.  1864,  S.  179)  Unterseelinie  läuft  von  Karratschi  über  Gwadur 
(Gwater)   in  Beludschistan,   Müssendem   an   der  Ostküste  Arabiens  und 
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und  Abuscher  (Bender-Bouchir,  Bnshir)  in  Persien  nach  Fava  oder  Fao  an 
der  Mündung  des  Schatt-el -Arab,  wo  die  türkische  von  Skutari  über 
Diarbekir,  Bagdad  und  Bassora  kommende  Linie  sich  anschliesst,  während 
in  Abuscher  ein  Anschluss  an  die  persischen  Linien  hergestellt  ist,  welche 
ihrerseits  in  der  Richtung  auf  Tiflis  bei  Djoulfa  mit  den  rnssischen  und 
bei  Khauakin  mit  den  türkischen  Linien  verbunden  sind  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Vor.  11,  S.  244  und  246;  12,  S.  63  und  64;  5,  S.  185). 

Wir  haben  bisher  mit  möglichster  Vollständigkeit  die  Ausführung 
unterseeischer  Telegraphenleitungen  zu  schildern  versucht  und  würden 
nun  zu  den  grössten  derartigen  Unternehmungen  überzugehen  haben. 
Bevor  dies  indess  geschieht,  mögen  einige,  das  bis  jetzt  Mitgetheilte  zum 
Theil  ergänzende  Zusammenstellungen  Erwähnung  finden,  wobei  sich  zu- 
gleich zu  einigen  Zusätzen  und  Bemerkungen  Gelegenheit  bieten  wird. 
Zunächst  findet  sich  inDingler's  polytechnischem  Journal  (Bd.  350,  S.1S4) 
eine  dem  Scientific  Americain  vom  21.  August  1858  entnommene ,  in  den  bei- 
gefügten Kabellängen  von  anderen  unter  sich  tibereinstimmenden  Angaben . 
mehrfach  abweichende  Zusammstellung  der  bis  1858  gelegten  Taue,  welche 
(mit  Berücksichtigung  der  Bd.  150,  S.  429  gegebenen  Berichtigungen)  fol- 
gendermaassen  lautet: 

Gelegt:         LUnge: 
England-Frankreich      .     .     .     1851      86  Kilometer, 
England-Belgien       ....     1852    114         „ 

England-Wand 1852    103         „ 

England-Holland  ....  1853  173  „ 
Irland-Schottland  (2  Kabel)    .     1853     3V» 

Italien-Corsica 1854    103         ,, 

Corsica-Sardinien  ....  1854  15  ,, 
Dänemark,  grosser  Belt  .  .  1853  23  ,, 
Dänemark,  kleiner  Belt      .     .     1853       8         ,, 

Sund 1855      18 

Meerbusen  des  Forth     .     .     .     1855       6         ,, 

Schwarzes  Meer 1855    600         „ 

Solent-Insel  Wight   ....     1855       5 
Strasse  von  Messina       .     ,     .     1856        8         ,, 

St.  Lorenzbusen 1856    111  ,, 

Meerenge  von  Northumberland    1856      16         „ 

Bosporus 1856        2 

Strasse  von  Canso  (Cap  Breton- 
Neuschottland)      ....     1856        3         „ 
St.  Petersburg-Kronstadt       .     1856      13         „ 

Sicilien-Algier 1857     240         ,, 

Irland-Amerika 1858   2925         ,, 
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Ferner  führt  Th,  du  Moncel  (iraiie  de  telegraphie  eleclrique^  Paris 
1864,  S.  250)  an,  dass  von  den  bis  1861  gelegten  11180  Kilometer  Kabel  zur 
Zeit  nur  noch  6787  Kilometer  in  Dienst  seien,  nämlich : 
in  seichtem  Wasser: 

Gelegt:         Länge: 

Calais-Dover 1851     40  Kilometer, 

Belt 1853     30         „ 

Dover- Ostende 1853 

England-Holland       .... 

Meerbusen  des  Forth     .     .     . 

Port  Patrick-Donaghadee  .     • 

Fluss  Tay 

Corsica- Sardinien      .... 

Holyhead-Howth       .... 

England-Insel  Wight     .     .     . 

Port  Patrick- Whitehead     .     . 

Sund 

Varna-Constantinopel    .     .     . 

Prinz  Eduard-Insel-Neubrann- 
schweig •     .     1856 

England-Hannover   . 

Oxford  ness-Haarlem 

Liverpool- Holyhead 

Weymouth-Jersey,6uem8ey  etc.  1858 

Whitehaven-Insel  Man 

England-Dänemark  . 

Boulogne-Folkestone 

Singapore-Batavia     . 

Schweden-Gothland 

Tasmania-Australien 

Grosser  Belt  .     .     . 


in  tiefem  Wasser: 

Spezzia- Corsica  .  .  .  . 
Neufundland-Cap  Breton  . 
Dardanellen-Chios,  Candiai 
Cbios-Smyrna  ( 

Athen-  Syra-Chios 
Sicilien-Malta  .     . 
Barcelona-Mahon 
Iviza-Majorka 
Spanien-Iviza  .     . 


1853 

130 

n 

1853 

189 

1» 

1853 

8 

)i 

1853 

40 

»» 

1853 

1,6 

»» 

1854 

17,6 

»» 

1854 

120 

t» 

1854 

1,6 

»» 

1854 

41 

>t 

1854 

21 

n 

1855 

275 

»» 

1856 

19 

» 

1858 

450 

n 

1858 

218 

1» 

1858 

40 

1» 

1858 

149 

t» 

1858 

58 

»t 

1859 

560 

t> 

1859 

38 

>t 

1859 

880 

99 

1859 

102 

99 

1859 

384 

99 

1860 

44 

99 

Sa.3856,s 

Kilometer. 

Gelegt: 

Länge : 

1854 

176  Kilometer, 

1856 

136 

1858 

833 

1850 

278 

1859 

112 

1860 

290 

1860 

118 

1860 

122 
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Gelegt:        Länge: 

Algier-Minorka 1860    770  Kilometer, 

Corfu-Otranto 1861     96         „ 


Sa.  6787,8  Kilometer, 

Ausser  Dienst  waren : 

Gelegt:        Lunge: 

Holyhead-Howth  (1.  Tan)  .     .  1852    120  Kilometer, 

Varna-Balaclava 1855    570         „ 

Valentia-Nenfundland     .     «     .  1858  3540         „ 

Algier-Sardinien 1857    200  *      „ 

Sardinien-Malta- Corfn    .     .     .  1857  1120         „ 

Kotbes  und  Indisches  Meer  1859  5630         „ 


Sa.  11180  Kilometer. 

Dagegen  enthält  die  Zeitung  des  Vereins  deutscher  Eisenbahnverwal- 
tungen (1801,  S.  345)  aus  Blue  book  on  submarine  telegraph  cables  die  Angabe, 
dass  bis  dahin  etwa  11360  englische  Meilen  (=  18200  Kilometer)  versenkt, 
jedoch  nur  wenig  über  3000  Meilen  noch  arbeitsfähig  wären.  Die  an  der- 
selben Stelle  gegebene  (jener  in  der  Zeitschr,  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  183  ähn- 
lichen) Zusammenstellung  führt  28  im  seichten  und  12  im  tiefen  Wasser  gelegte 
Taue  auf.  Die  meisten  derselben  haben  wir  schon  ausführlicher  besprochen 
und  deshalb  ausser  dem  atlantischen  Mos  noch  folgende  nachzutragen : 

Das  England-Hannover-Kabel  von  Olass,  EUiot  &  Co.  für 
die  Submarine  Company  verfertigt,  1858  gelegt,  280  Meilen  lang,  mit  swei 
Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  22,  welche  mit  Guttapercha  nnd 
Chatterton's  Mischung  überzogen  nnd  zwölf  Eisendrähten  Nr.  6% 
umsponnen  sind;  3  Tonnen.  Schon  1854  hatte  die  hannoverische 
Regierung  A.  Rujssenaers  im  Haag,  dem  ersten  Unternehmer  der 
Oxfordness-Scheveningen- Linie,  eine  Concession  zur  Verbindung  Eng- 
lands und  Hannovers  ertheilt;  doch  erst  am  i.  April  1850  eröffnete 
die  Submarine  Company  die  1858  gelegte  Linie  von  Cromer  bei  Nor- 
wich  in  Noifolk  nach  Emden,  welche  sehr  oft  unterbrochen  war 
(Zeitschr.  d,  Tel.-Ver.  1,  S.  291;  6,  S.  88;  deutsche  Ind.-Ztg.  1862,  S.  338; 
1863,  S.  538).  Im  Herbst  1860  legte  Eeuter's  Telegramm -Compagnie  zu 
London  ein  neues  Tan  von  Cromer  nach  Norderney,  welches  bei 
Nordteich  ans  Festland  gebracht  nnd  über  Land  mit  Emden  verbanden 
wurde  (deutsche  Ind.-Ztg.  1866,  S.  149  und  370). 

Das  Kabel  von  Liverpool  nach  Holyhead,  25  Meilen  lang,  von 
Gl  aas  &  Co.  für  die  Liverpool  Dock  Committee,  1858  gelegt,  mit  zwei 
Kupferdrähten  Nr.  16  in  Guttapercha  nnd  mit  zwölf  Eisendrähten  Nr.  6; 
3  Tonnen  2  Centner. 

Das  Kabel  von  Weymonth  (bei  Dorchester)  nach  den  Canalinseln 
Alderney,  Guernsey  und  Jersey,  03 Meilen  lang,  von  Newall  &  Co. 
für  die  Chanel  Islands  Telegraph  Company,  1858  gelegt,  mit  einem  Kupfer- 
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draht  Nr.  4  in  Guttapercba  und  Garn  nnd  nenn  galranisirten  Eisendrähten 
Nr.  6;  2  Tonnen  17  Centner.  Die  Eisendrähte  wurden  dreimal  an  den 
scharfen  Felsen  durchgeschenert.  Zwischen  Guernsey  und  Jersey  war  die 
Leitung  schon  1861  unterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  288;  9,  S.  70; 
10,  S.  118). 

1860  wurde  Yon  der  Submarine  Company  Jersey  mit  Frankreich 
bei  der  Station  Coutances  (Pirou)  yerbunden;  diese  Leitung  war  1863  unter- 
brochen, wurde  aber  am  11.  November  1864  wieder  hergestellt  (Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  7,  S.  06;  8,  S.  162;  10,  S.  227;  11,  S.  188  und  238). 

Das  Kabel  von  Whitehaven  nach  der  Insel  Man,  86  Meilen 
lang,  von  Glass&Co.  1858  gelegt,  mit  einem  Kupferdraht  Nr.  16  in 
Guttapercha  und  zehn  Eisendrähten  Nr.  6%  und  darüber  noch  eine  Schicht 
von  Asphalt  und  Hanf;  2%  Tonnen. 

Das  Kabel  von  England  nach  Dänemark,  350  Meilen  lang,  von 
Olass  &  Co.  für  die  Submarine  Telegraph  Company,  gelegt  1850,  am 
23.  Januar  1860  eröffnet,  mit  drei  Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  24 
in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten  Nr.  5^;  4  Tonnen;  läuft  von 
Cromo r  bei  Norwich  über  Helgoland  nach  Vesterhever  bei  Tönningen 
an  der  Westküste  Schleswigs  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  323;  11,  S.  45). 

Das  Kabel  von  Folkestone  nach  Boulogne,  von  Glass&Co. 
für  die  Submarine  Company  am  26.  Juli  1859  gelegt,  24  Meilen  lang,  mit 
sechs  Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  22  in  Guttapercha  und  zwölf 
Eisendrähten  Nr.  0;  10  Tonnen.  Nach  Civil  Engineer  and  ArcMlects  Journal 
(1850,  S.  248)  enthält  es  sechs  Drähte  Nr.  1  um  eine  Hanfseele.  1865  sollte 
noch  ein  weiteres  Tau  von  Cap  Gris  Nez  nach  England  gelegt  werden 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1865,  S.  440). 

Das  Kabel  von  Singapore  nach  Batavia  auf  Java,  von  Ne- 
wall  &  Co.  für  die  holländische  ßegierung,  1850  gelegt,  550  Meilen  lang, 
mit  sieben  Kupferdrähten  Nr.  1  in  Guttapercha,  Garn  und  achtzehn  Eisen- 
drähten; 21  Centner.     Einmal  zerbrochen  und  reparirt. 

Das  Kabel  von  Schweden  nach  Gothland,  von  Glass  &  Co.  für 
die  schwedische  Regierung,  1850  gelegt,  64  Meilen  lang;  mit  einem  Strang 
aus  sieben  Kupferdrähten  Nr.  22  in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten 
Nr.  0;  2^  Tonnen. 

Das  Tasmanian-Kabel,  von  William  T.  Henley  für  die  austra- 
lische Regierung,  1850  durch  die  Bass- Strasse  gelegt;  in  drei  Sectionen 
zusammen  240  Meilen  lang;  mit  Kupferdraht  Nr.  16  in  Guttapercha  und 
zehn  Eisendrähten  Nr.  8;  2  Tonnen. 

Zweites  Belt-Kabel,  von  W.  T.  Henley  für  die  dänische  Re- 
gierung, 1860  gelegt,  28  Meilen  lang.  Auf  der  halben  Länge  mit  sechs 
Kupferdrähten  in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten  Nr.  1 ;  8  Tonnen ; 
auf  der  anderen  Hälfte  mit  drei  Kupferdrähten,  zehn  Eisendrähten; 
b%  Tonnen. 
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Kabel  von  Dacca  nach  Pegu,  von  Henley  für  die  indische  Re- 
gierung, 116  Meilen,  mit  sieben  Knpferdrähten  (180  Pfand)  in  vier  Höllen 
von  Guttapercha  nach  Chatterton^s  Patent  (212  Pfund)  und  Hanf 
(1%  Centner)  und  in  18 Eisendrähten  (16 Centner);  21  Centner  für  1  Knoten. 

Die  spanische  Regierung  hat  drei  Kabel  von  W.  T.  Henley,  im 
September  1860  zwischen  dem  Festlande  und  den  Balearen  gelegt,  nämlich: 
Barcelona-Mahon  auf  Minorca,  180  Meilen,  mit  sechszehn  Eisen- 
drähten Nr.  12%,  1%  Tonne;  Iviza-Majorca,  74  Meilen,  und  von  dem 
festländischen  Cap  St.  Antonio*Iviza,  76  Meilen,  letztere  beide  mit  je 
zwei  Leitern  von  Kupferdrähten  Nr.  16  in  Guttapercha  und  achtzehn 
Eisendrähten  Nr.  11%  ;  38  Centner.  Barcelona -Mahon  war  1862  und  1865 
unterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  9,  S.  72;  12,  S.  68).  Vergl.  S.  417. 

Das  Kabel  von  Toulon  nach  Algier,  480 Meilen,  von  Glass&Co. 
für  die  französische  Regierung;  die  Abtheiluug  von  Algier  nach  Mi- 
norca im  September  1860  gelegt;  mit  einem  Strang  von  sieben  Kupfer- 
drähten Nr.  22,  mit  drei  Hüllen  von  Guttapercha  und  Chatterton*s 
Mischung,  umkleidet  mit  getheertem  Garn  und  zehn  Stahldrähten  Nr.  14, 
deren  jeder  mit  getheertem  Hanf  umwickelt  ist;  22%  Centner. 

Die  angegebenen  Gewichte  beziehen  sich  auf  eine  englische  Meile. 

Im  Juli  1805  arbeiteten  (nach  The  Atlantic  Telegraph^  London  1866, 
S.  115),  mit  Weglassung  mehrerer  kürzerer,  folgende  Unterseetaue: 

Zahl  Länge     Wassertiefe  Arbeitet 

der  in  in  seit 

Leiter.  engl.Meil.      Faden.  Jahren. 

N.    Dover-Calais 4  27  .  14 

N.    Belt 3  18  .  12 

N.    Dover-Ostende 6  SO^yfe  .  12 

N.    Meerbusen  des  Forth 4  6  .  12 

N.    Port  Patrick-Donaghadee        ...     6  25  .  12 

N.    Fluss  Tay 4  2  .  12 

N.   Port  Patrick- Whitehead    ....     6  27  .  11 

G.    Sunfl 3  12  14  11 

G.    Italien- Corsica 6  110  325  11 

G,    Corsica-Sardinien 6  10  20  U 

G.    Aegypten 4  10  .  10 

G.    Italien- Sicilien 3  5  27  10 

G.   Nenfundland-Cap  Breton  ....     1  85  360  9 

G.    Prinz  Eduard-Neubraunschweig      .1  12  14  9 

Strasse  von  Canso 3  1%  .  9 

Norwegische  Fjords 1  49  300  8 

G.   Donaumündung 1  3  ,  8 

G.    Ceylon-Hindostan 1  30  .  8 

G.   Italien- Sicilien 1  8  60  7 
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Zahl  Länge     Wassertiefe  Arbeitet 

der  in  in                 seit 

Leiter,    engl.  Meil.     Faden.        Jahren. 

G.    England-Holland 4  140  30  7 

G,    England-Hannover .2  280  30  7 

G,    Norwegische  Fjords      .....     1  16  300  7 

H.   Anstralien-Kings  Insel      ....     I  140  45  7 

H.   Ceylon-Indien 1  30  45  7 

G.    Alexandria 4  2  .  6 

G.    England-Dänemark 3  368  30  6 

G.    Schweden-Gotbland 1  64  80  6 

G.    Folkestone-Boalogne    .....     6  24  32  6 

G,    Indische  Ströme 1  10  .  0 

G.    Malta-Sicilien 1  60  79  6 

G.    England-Insel  Man 1  36  30  6 

iV.    Snez-Insel  Jabal 1  220  .  0 

G.    Jersey-Pirou  (Frankreich)    ...     1  21  15  5 

Tasmania  (Bass- Strasse)  ....     1  240  .  5% 

H.    Grosse  Belt 6a.3  28  18  5 

H.   Dacca-Pegu 1  116  .  5 

H.    Barcelona-Mahon  (Minorca)       .     .     1  180  1400  5 

H.    Minorca-Majorca 2  35  (?  33)  250  5 

H.    Iviza-Majorca 2  74  500  5 

H.    St.  Antonio- Iviza 2  76  450  & 

G.    Norwegische  Fjords 1  16  300  4 

G.    Toulon-Corsica 1  195  1550  4 

H.    Holyhead-Howth 1  64  .  4 

G.    Malta-Alexandria 1  1535  420  3 

H.    Newhaven  (Beacby  Head)-Dieppe  .     4  80  .  4 

G.    Pembroke  (Wales)- Wexford  (Irland)    4  63  58  3 

E.    Meerbasen  des  Forth 4  6  .  3 

G.    England-Holland 4  130  30  3 

E.    FlussTay 4  2  .  3 

G.    Sardinien  (Cagliari)-Sicilien(Trapani)  1  243  1200  2 

H,    Otranto-Avalona 1  62 

Algier- Sicilien 1  212 

H.    Fao- Karratschi 1  1450 

H.    Schweden-Preussen 3  55 

G.    Irland-Neufundland 7  (I)  1987  2400 

H.    Algier-Sicilien 1  259  390  *4 

Sa.  8040  engl.  M. 

Durch  die  den  Ortsnamen  vorgesetzten  Buchstaben  sind  die   Ver- 
fertiger und  Leger  der  Taue  angedeutet  und  zwar  Glas8,Elliot&Co. 
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durch  G,  R.  S.  Newall  &  Co.  durch  iV,'  W.  T.  Henley  durch  H,  die 
Electric  and  International  Company  durch  E  und  Gebrüder  Siemens 
durch  5.  Die  isolirten  Drähte  für  alle  diese  Taue  seien  Yon  der  Gutta- 
percha Company  in  London  hergestellt  worden. 

Mit  dem  vorstehenden  Verzeichnisse  stimmt  das  in  Petermann*« 
geographischen  Mittheilungen  (1865,  S.  392,  aus  Illusirated  London  News^ 
September  1865)  enthaltene  fast  ganz  überein,  welches  die  Zahl  der  Taue 
in  Europa,  Asien,  Afrika  und  Australien  auf  52  mit  5625  englische  Meilen 
Länge  bei  0783  Meilen  Drahtlänge ,  die  der  Taue  in  den  Vereinigten 
Staaten  und  Britisch -Nordamerika  auf  05  mit  68  englischen  Meilen  Länge 
bei  133  Meilen  Drahtlänge  angiebt.  Nach  Gisborne  (vergl.  deutschelnd.- 
Ztg.  1865,  S.  205)  waren  im  April  1865  38  Taue  von  5066  englischen  Meilen 
Länge  im  Betrieb ;  das  Gewicht  von  1  Meile  Tau  schwankt  zwischen  0,89 
und  0,75  Tonnen ,  bei  den  nur  einige  Zeit  in  Betrieb  gewesenen  23  Tauen 
dagegen  zwischen  0,1  und  2,5  Tonnen,  und  bei  dem  10  Jahre  ohne  Störung 
thätigen  Tau  Spezzia-Corsica  betrug  es  7,5  Tonnen;  neun  Kabel  ver- 
unglückten beim  Legen  und  wogen  0,45  bis  8  Tonnen. 

Hierzu  wären  noch  folgende  Bemerkungen  zu  machen: 

Das  Tau  zwischen  Preussen  und  Schweden,  seit  1863  beabsichtigt, 
wurde  am  5.  und  6.  Juni  1865  gelegt  und  läuft  von  dem  Dorfe  Skarebo  bei 
Trelleborg  nach  der  Putgartner  Schlucht,  etwas  westlich  vom  Vorgebirge 
Arcona  auf  Bügen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  12,  S.  53  und  65;  deutsche  Ind*- 
Ztg.  1863,  S.  68  und  201).  Die  am  15.  August  1855  eröffnete  Station  Put- 
bus auf  Bügen  ist  seit  1855  mit  Stralsund  durch  zwei  auf  der  Insel 
Danholm  zusammenstossende  Taue  von  63  und  315  Buthen  Länge  mit 
einfachem  Draht  verbunden  (Zeitschr.  d,  Tel.-Ver.  2,  S.  182). 

Eine  Verbindung  zwischen  der  Insel  Gothland  und  Liebau  in 
Curland  war  schon  1861  projectirt,  wurde  1863  der  Submarine  Telegraph 
Company  concessionirt;  1865  wurde  femer  eine  Linie  von  Nystadt  in 
Finnland  über  die  Alands-Inseln  nach  Grislehamm  in  Schweden, 
sowie  eine  Linie  Cronstadt-Bornholm-Kopenhagen  genehmigt 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1861,  S.  400;   1863,  S.  368;   1864,  S.  78;   1865,  S.  40  und 


B.  S.  Newall  erhielt  1867  Concession  zur  Anlage  zweier  Taue  von 
Dänemark  nach  Norwegen  und  nach  England;  die  norwegisch- 
englische Gesellschaft  vereinigte  sich  mit  der  dänisch- englischen ,  die 
Legung  des  Taues  zwischen  Aren  dal  in  Norwegen  und  Hirts  hals  in 
Jütland  musste  am  20.  Mai  d.  J.  15  englische  Meilen  von  Hirtshals  wegen 
eines  Fehlers  im  Tau  unterbrochen  werden,  ward  aber  am  1.  Juni  glücklich 
vollendet  (deutsche  Ind.-Ztg.  1867,  S-  140  und  180;  Leipziger  Zeitung  1867, 
S.  3072  und  3302). 

Das  Tau  zwischen  Algier  und  Mahon  auf  Minorca  wurde  zur  Her- 
stellung einer  Leitung  von  Algier   nach  Port-Vendres,   südöstlich 


Telegraphie.    Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  4 1 9 

von  Perpignan,  benutzt,  welche  am  1.  November  1801  dem  Verkehr  über- 
geben wurde,  aber  schon  1862  unterbrochen  war  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8, 
S.  212;  9,  S.  220;  11,  S.  237).  Im  Jahr  1864  wurde  eine  Leitung  zwischen 
Garthagena  in  Spanien  und  Oran  in  Algier  rersenkt,  hielt  aber  nur 
einen  halben  Tag  (deutsche  Ind.-Ztg.  1864,  S.  40  und  430).  Endlich  wurde 
im  Juni  1865  Algier  mit  Sicilien  verbunden  und  es  lief  das  400  Kilo- 
meter lange  Tau  von  Marsala  nach  Biserta  in  Tunis  und  von  da  nach 
La  Calle  bei  Bona;  ersteres  war  ein  gewöhnliches  Eisenkabd,  letzteres  mit 
zwei  Kupferblechstreifen  umwickelt  und  von  Siemens  in  London  ver- 
fertigt (Schellen,  d.  elektro*magn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  227;  Zeitschr.  d, 
Tel.-Ver.  12,  S.  56  und  63;  deutsche  Ind.-Ztg.  1865,  S.  250). 

Zu  einer  Leitung  Harseille-Corsica  erhielt  Pier-Alberto 
Balestrini  1857  Concession.  Die  Linie  Toulon-Ajaccio  wurde  am 
1.  November  1861  eröffnet,  war  aber  schon  1863  unterbrochen;  ja,  1864 — 1865 
war  keine  Linie  nach  Corsica  dienstfähig  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  5,  S.  127; 
8,  S.  215;  10,  S.  118;  11,  S.  240  und  242;  12,  S.  50).  Zwischen  Corsica 
und  Livorno  ward  1866  eine  Unterseeleitung  hergestellt  (deutsche  Ind.- 
Ztg.  1866,  S.  30).  Die  Leitung  zwischen  den  Inseln  Pro  cid a  und  Ischia 
im  Busen  von  Neapel  war  1865  unterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  12,  S.63). 

Für  militärische  Zwecke  wurden  zuerst  1850  die  Forts  in  den  Lagunen 
von  Venedig,  im  folgenden  Jahre  die  Inseln  Cherso  und  Lussin  mit 
Istrien  verbunden  und  1862  die  Inseln  Curzola,  Lesina  und  Lissa  ins 
'Netz  aufgenommen.  Die  etwas  über  11  geographische  Meilen  langen  Taue 
zwischen  den  letzteren  waren  aus  einer  Kölner  Fabrik  bezogen  und  spielten 
bei  den  kriegerischen  Ereignissen  1866  eine  wichtige  Rolle.  1864  ward  auch 
die  Insel  Brazza  unterseeisch  mit  dem  Festlande  verbunden  (Militzer, 
die  österr.  Telegr.- Anstalten,  Wien  1866,  S.  12). 

Im  Bodensee  kam  die  schon  1854  projectirte  Linie  Friedrichs- 
hafen-Romanshorn  erst  am  3.  April  1856  zur  Ausführung,  indem  ein 
über  42000  Fuss  langes  Tau  aus  der  Fabrik  von  Feiten  &  Guilleaume  in 
Köln  versenkt  wurde.  Die  am  5.  September  1862  gelegte  Linie  Lindau- 
Rorschach  wurde  am  1.  October  1862  eröffnet.  Friedrichshafen 
und  Bregenz  wurden  durch  ein  50000  Fuss  langes,  180  Centner  schweres, 
in  Köln  gefertigtes  Tau  verbunden,  das  am  I.  April  1865  in  Betrieb  kam 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  80  und  151;  0,  S.  226;  12,  S.  51;  deutsche  Ind.- 
Ztg.  1862,  S.  418;  1865,  S.  140).  Im  Vierwaldstädter  See  lag  schon 
etwas  früher,  als  im  Bodensee,  ein  Tau  (Knies,  d.  Telegraph  S.  136). 

Im  Rh  ein  wurde  am  11.  October  1862  zwischen  Mannheim  und  Ludwigs- 
hafen ein  Telegraphenseil  versenkt  (d.  Ind.*Ztg,  1862,  S.  481).  Auch  durch 
die  Elbe  bei  Pillnitz  wurde  sehr  frühzeitig  ein  Tau  mit  drei  Drähten  und 
zehn  sechsdrähtigen  Schutzlitzen  gelegt. 

Im  Zuidersee  wurde  1801  ein  Tau  zwischen  Enkhuizon  und 
Stevoren  versenkt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  87;  8,  8.  262). 
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Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Niederlande  1858  85  Eahel 
von  30914  Meter  besassen,  dass  in  Frankreich  1859  28  Kabel  von  180 
Kilometer  Länge  versenkt  wurden  und  dass  Norwegen  1859  24  Küstenkabel 
hatte  (Zeitschr.  d.TeL-Ver.  1,  S.55;  4,  S.  277;  6,  S.  1;  7,  S.  90). 


Wir  scbliessen  diesen  geschichtlichen  Ueberblick  mit  einem  kurzen 
Bericht  über  die  telegraphische  Verbindung  Europas  und  Amerikas, 
auf  welche  wir  später  und  ausführlicher  zurückkommen  werden.  Die 
ersten  Anregungen  einer  solchen  Verbindung  von  Morse  1843,  von  Arm- 
strong und  von  Colt  1848  wurden  schon  erwähnt.  1851  trat  Reynolds 
in  New- York  mit  dem  Vorschlage  auf,  ein  Tau  mit  vier  mittelst  Guttapercha 
isolirten  Drähten  vom  Cap  Canso  nach  einem  Punkte  bei  Galwaj  in 
Irland  zu  legen  und  berechnete  den  Aufwand  auf  3000000  Dollars  {Civ,  Eng, 
and  Arch.  /.  1851,  8.  535).  Auch  in  England  tauchte  ein  Plan  schon  1850 
nach  der  Legung  des  ersten  Taues  zwischen  Dover  und  Calais  auf  {Mech. 
Magaz.  53,  S.  198).  Die  Ingenieure  C.  W.  und  J.  J.  Harrison  schlugen 
1852  vor,  eine  Leitung  von  der  Nordostspitze  Schottlands  über  die  Orkney- 
Inseln,  die  Shetland-  und  Faroer  -  Inseln  nach  der  Südostküste  von  Island, 
quer  durch  Island  und  nach  der  Ostküste  Grönlands  bei  der  Insel  Graah  zu 
führen,  von  wo  man  mittelst  einer  Landleitung  und  eines  in  der  Davisstrasse 
versenkten  Taues  Labrador  erreichen  könne  {Mech.  Magaz.  57,  S.  329,  388; 
Civ.  Eng.  and  Arch.  J.  1852,  S.  336;  Zeitschr.  d.  Tel.Ver.  1,  S.  144).  Aehn- 
lich  war  der  1854  von  T.  P.  Shaffner  entworfene  Plan  zu  einem  ,,6ürtel- 
telegraphen  um  die  Erde^S  welcher  von  Labrador  über  Grönland,  Island, 
die  Faroer -Inseln  nach  Bergen  in  Norwegen  laufen  sollte,  von  wo  ein 
Zweig  über  Christiania  und  Kopenhagen  nach  Deutschland,  der  andere 
über  Stockholm  durch  Finnland  nach  St.  Petersburg  und  Moskau  durch 
Sibirien  einerseits  nach  China,  andererseits  dem  Amur  entlang  über  die 
Aleuten  durch  das  russische  und  britische  Nordamerika  nach  San  Francisco 
und  Missouri  gebaut  werden  sollte.  Am  24.  Januar  1855  erhielt  Shaffner  in 
Schweden  eine  Concession  auf  100  Jahre  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  302; 
2,  S.  210).  Die  unmittelbare  Verbindung  der  beiden  Erdtheile  durch  ein 
quer  durch  den  Atlantischen  Ocean  gelegtes  Tau  ward  seit  1854  vorwiegend 
ins  Auge  gefasst  und  namentlich  durch  die  Bemühungen  des  Amerikaners 
Cyrus  W.  Field  der  Ausführung  entgegengeführt.  Field  vereinigte 
sich  nach  dem  Misslingen  der  ersten  Unternehmungen  im  St.  Lorenzbusen 
mit  noch  fünf  Männern  zu  der  New- York,  New-Foundland  and  London 
Telegraph  Company,  *  welche  das  Recht  auf  50  Jahre  erwarb,  auf  Neufund- 
land ein  Telegraphentau  zu  landen.  Schnell  wurden  die  Arbeiten  auf 
Cap  Breton  und  Neufundland  in  Angriff  genommen;  allein  die  Legung 
des  im  December  1854  von  Field  in  England  bestellten  Taues  misslang 
1855,   worauf  ein  zweites  1850  glücklich  versenkt  wurde.     Nachdem  sich 
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nnn  Field  der  Unterstützang  der  englischen  nnd  amerikanischen  Regie- 
rung versichert  hatte ,  vereinigte  er  seine  Gesellschaft  mit  der  in  England 
gebildeten  Transatlantic  Submarine  Telegraph  Company  zu   der  Atlantic 
Telegraph  Company,  ein  Tau  wurde  von  Glass&Co.  und.  Ne  wall  &  Co. 
angefertigt  und  am  5.  August  von  Yalentia  bei  Irland  aus  gelegt;  dasselbe 
riss  aber  am  11.  August  früh  4  Uhr  bei  einer  Tiefe  von  2000  Faden,  nach- 
dem schon  880  Meilen  gelegt  waren.     Noch  1857  erhielt  Field  die  Zu- 
sicherung  weiterer    Unterstützung    von    der    amerikanischen   Regierung. 
Trotz  mehrfacher  Verbesserungen  namentlich  der  Auslegemaschinen  miss- 
lang auch  der  zweite  Versuch ,  Ende  Juni  1858.     Da  man  sich  aber  durch 
den  Versuch  überzeugt  hatte,  dass  ein  Telegraphiren  durch  das  am  Bord 
des  Niagara  und  Agamemnon  befindliche  Tau  möglich  sei,  so  wurde  am 
20.  Juli  1858  mitten  auf  dem  Ocean  begonnen  und  am  5.  August  kam  der 
Niagara  in  Trinity  Bai  auf  Neufundland,  der  Agamemnon  bei  Valentia  an. 
Das  Telegraphiren  begann  am  16.  August,  war  aber  schon  am  1.  September 
unmöglich.      Zwar  suchte  die  Gesellschaft  bei  der  englischen  Regierung 
schon  1858  um   Garantieleistung  für  ein  neues  Actienkapital  nach  und 
erlangte  sie  schliesslich  auch;  allein  erst  Anfang  1864  konnte  man  an  die 
Anfertigung  eines  neuen  Taues  denken,  welches,  2300  Knoten  lang,  vom 
Januar  bis  Juni  1865  auf  den  Great  Eastern  geladen  wurde.     Am  22.  Juli 
wurde  das  an  Bord  der  KaroHne  geladene  Küstenkabel  in  der  Foilhomme- 
rum-Bay  auf  Valentia  glücklich  gelandet;  die  Legung  des  Tiefseekabels  miss- 
glückte aber  auch  diesmal ,  denn  am  2.  August  riss  das  Tau  beim  Auf- 
winden einer  Fehlerstelle  aus  1950  Faden  Tiefe,  wenig  über  600  Meilen  von 
Heart's  Content,  wo  es  gelandet  werden  sollte,  und  über  1000  Meilen  von 
Valentia.     Vergeblich  bemühte  man  sich,    das  Tau  wieder  aufzufischen. 
Die  Aussicht  auf  Erfolg  war  aber  jetzt  noch  grösser;  deshalb  bildete  sich 
bereits  im  März  1866  eine  neue  Gesellschaft,  die  Anglo  American  Telegraph 
Company,  und  setzte  sich  mit  der  früheren  ins  Einvernehmen ;  am  15.  Juni 
war  das  neue  Tau  und  das  zur  Ergänzung  des  vorjährigen  nöthige  Stück 
fertig,  am  7.  Juli  landete  der  William  Cory  das  Küstenende  in  der  Foil- 
hommerum-Bay,  am  14.  begann  der  Great  Eastern  die  Legnng  des  Tiefsee- 
kabels und  langte  glücklich  inHeart*s  Content  an,  woselbst  das  Küstenende 
am  27.  Juli  ausgelegt  wurde.     Nun  nahm  der  Great  Eastern  frische  Kohlen 
nnd  das  zur  Vollendung  des  Taues  von  1865  nöthige  Stück  ein  und  lief  am 
9.  August  wieder  ans;   er  hob  das  bereits  am  12.    vom  Albany  und  am 
15.  vom  Great  Eastern  selbst  einmal  aufgefischte  Tau  am  17.  auf  kurze 
Zeit;  am  31.  August  Mittags  2  Uhr  50  Minuten  fasste  man  das  Tau  wieder,  ' 
hob  es  am  2.  September  Morgens  10  Minuten  vor  1  Uhr  über  Wasser,  knüpfte 
das  Ergänzungsstück  an  und  landete  am  8.  in  Heart's  Content.    Seitdem 
haben  beide  Taue  gut  gearbeitet.  Am  18.  Mai  1 867  jedoch  traf  auf  dem  Festlande 
die  telegraphische  Nachricht  ein ,  das  neue  atlantische  Tau  sei  beschädigt, 
angeblich  durch  einen  Eisberg,  unweit  der  Küste  in  16  Faden  Tiefe;  das  alte 
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aberarbeite  noch  gut;  am  20.  Mai  folgte  die  Kande,  die  Beschädigung 
befinde  sich  3  Meilen  von  der  Station  Heart^s  Content,  1^^  Meile  von  der 
Küste  und  sei  leicht  herstellbar;  am  20.  Juni  wurde  die  erfolgreiche  Be- 
endigung der  Beparatnr  gemeldet. 

Bei  den  Plänen,  die  ganze  Erde  mit  Telegraphen  zu  um- 
spannen, spielen  natürlich  die  Unterseestrecken  eine' wichtige  Rolle  und 
deshalb  Übten  theils  die  Erfolge ,  theils  die  Misserfolge  mit  unterseeischen 
Telegraphen  auf  die  Entstehung  und  Gestaltung  solcher  Pläne  einen  we- 
sentlichen Einflass.  Jetzt  ist  natürlich  die  ümspannung  der  Erde  mit 
Telegraphen  nur  noch  eine  Frage  der  Zeit.  In  allen  darauf  zielenden 
Plänen  nimmt  aber  die  Verbindung  Europas  mit  Amerika  wegen  der 
Grösse  des  erforderlichen  Unterseekabels  einen  hervorragenden  Platz  ein« 
Die  beiden  ältesten  Entwürfe  dazu  von  Harri  so  n  1852  und  von  Shaffner 
1854  wurden  soeben  bereits  erwähnt.  Inzwischen  ist  der  Landabschnitt 
rüstig  seiner  Vollendung  entgegengeführt  worden.  Die  russisch-sibirische 
Linie  wurde  Anfang  1861  begonnen  und  reichte  im  Herbst  1862  schon  von 
Moskau  über  Kasan,  Perm,  Tjumen  im  Gouvernement  Tobolsk  (Ende  Juli 
1862  eröffnet)  und  Jekaterinenburg  bis  Omsk;  am  2.  December  1863  waren 
auch  in  Nischney-Udinsk  und  in  Irkutsk  (5700  Werst,  etwa  815  geo- 
graphische Meilen  von  St.  Petersburg)  Telegraphenstationen  eröffnet.  Nach 
der  St.  Petersburger  Börsenzeitung  waren  1866  fast  alle  Untersuchungen  auf 
dem  Festlande  und  die  Messungen  in  der  Behringsstrasse  beendet  und  es 
sollten  im  Laufe  dieses  Jahres  von  Eenel  noch  800  Meilen  gebaut  werden ; 
die  Strecken  von  dem  Hafen  Granley  nach  dem  Kwichpak  und  entlang 
diesem  Flusse  von  der  Mündung  des  Anadyr  (an  der  nordöstlichen  Spitse 
Sibiriens)  bis  zum  Fort  Anadyr ,  von  Ochotsk  nach  Gisehiga  und  vielleicht 
bis  zur  Verbindung  mit  der  Anadyr- Strecke  sollten  gebaut  sein;  die  Taue 
zwischen  den  Buchten  Granley  und  Ssenjawin  (184  Meilen)  und  den  Caps 
Sponberg  und  Tolstoi  (im  Anadyrbusen,  210  Meilen)  sollten  im  September 
dieses  Jahres  gelegt  werden  (deutsche  Ind.-Ztg.  1861,  S.  45;  1862,  S.  456 
und  481 ;  1864,  S.  28  und  38;  1866,  S.  380;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  47  und 
189).  Nach  Mittheilungen  aus  St.  Petersburg  vom  5.  Mai  1867  (Leipziger  Zei- 
tung 1867,  S.  2780)  war  die  ganze  Amurlinie  von  Nikolajewsk  bis  zum 
Hafen Nowgorodskaja  in  der  Possietbucht  eröffnet;  diese  Linie  von  1884  Werst 
Länge  ist  in  zwei  fast  gleiche  Hftlften  getheilt,  von  denen  die  nördliche  von 
Nikolajewsk  nach  Charabowka  am  Amur  geht,  eine  Zweiglinie  von  Ssofitsk 
nach  der  Bay  de  Castries  entsendet,  900  Werst  lang  ist  und  den  sibirischen 
Telegraphen  mit  den  russisch-amerikanischen  verbinden  soll,  während  die 
südliche  von  Charabowka  nach  dem  Hafen  Nowgorodskaja  geht,  804  Werst 
misst  und  einst  bis  Nangasaki  in  Japan  und  Shanghai  in  China  fortgeführt 
wird.  Die  ganze  Linie  hat  nur  12  Telegraphen-,  17  Control-  und  19  Be- 
aufsichtigungs- Stationen.  Von  den  für  die  Linie  des  Amurtelegraphen 
ausgesetzten  750000  Kübel  waren  500000  verausgabt,  250000  zu  Ergänzungs- 
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arbeiten  bestimmt.  Ausser  der  schon  erwähnten,  1863  eröffneten  (deutsche 
Ind. -Ztg.  1863,  S.  388)  Linie  von  Kasan  nach  Tiflis  sollten  von  der 
sibirischen  Linie  noch  zwei  andere  südlich  abzweigen,  von  Omsk  über 
Bakhara  und  Kabul  nach  Karratschi  und  von  Kiachta  bei  Irkutsk  nach 
Peking,  Nanking,  Formosa,  die  Philippinen  und  Neu -Guinea  nach 
Australien.  Auf  der  amerikanischen  Seite  wurden  am  22.  October  1861  die 
californischen  Linien  bei  San  Francisco  mit  den  östlichsten  festländischen 
Linien  verbunden;  1866  aber  wurde  die  Strecke  bis  zur  Vancouvers -Insel 
an  der  Westküste  des  britischen  Nordamerika  fertig  und  am  25.  April 
wurden  die  ersten  Begrttssungen  zwischen  Victoria  auf  Vancouvers  -  Insel 
und  Washington  (7500  englische  Meilen)  ausgetauscht ;  von  der  Absendung 
bis  zum  Eintreffen  der  Antwort  verstrichen  24  Stunden  (deutsche  Ind.-Ztg. 
1861,  S.  577;  1866,  S.  219).  Die  Länge  dieses  Ueberlandtelegraphen 
des  Major  Perrj  Mc  Donnough  Collins  misst  durch  Britisch  -  Nord- 
amerika 1200,  durch  ßussisch- Amerika  900,  über  die  Behringsstrasse  184, 
über  denOolf  von  Anadjr  300,  bis  zur  Amurmündung  1800  englische  Meilen 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1866,  S.  289). 

Von  San  Francisco  oder  Panama  wurde  femer  eine  unterseeische 
Linie  durch  den  grossen  od^r  stillen  Ocean  über  die  Sandwich- 
Inseln  nach  Japan,  China  oder  Australien  projectirt  {Mlanlic  Telegr,  S.  104) ; 
zugleich  hätte  man  über  Rangoon,  Calcutta  und  Bombay  einen  Anschluss 
nach  Vorderasien  und  Europa  erzielen  können. 

Zahlreicher  sind  die  Pläne  zur  Verbindung  Nord-  und  Süd- 
amerikas mit  Europa  und  Afrika.  Abgesehen  von  einer  schon  im 
Februar  1857  von  den  westindischen  Inseln  aus  angeregten  Verbindung 
Nord-  und  Südamerikas  über  die  englischen  und  dänischen  Inseln  (Knies, 
d.  Telegraph,  S.  145),  und  von  der  wiederholt  aufgenommenen  und  selbst 
concessionirten  Linie  über  Island,  Grönland  und  Labrador  (deutsche  Ind.- 
Ztg.  1861,  S.  337;  1865,  S.479;  1866,  S.  439),  kamen  auch  verschiedene  andere 
Linien  in  Vorschlag.  Schon  1859  ertheilte  die  spanische  Regierung  dem  Eng- 
ländern orace  Perry  Concession  zu  einer  Linie  zwischen  der  Pjrenäischen 
Halbinsel  und  Cuba;  dieselbe  sollte  von  Cadiz  aus  Über  Madeira,  über 
die  Canarischen  und  Cap  Verde^schen  Inseln  (mit  einer  Abzweigung  nach 
dem  Senegal)  nach  der  Insel  Fernando  Noronha  vor  der  brasilischen 
Küste  laufen,  dieselbe  bei  Cap  San  Koque  erreichen  und  von  da  südlich 
nach  Kio  Janeiro,  nördlich  nach  der  Mündung  des  Amazonenstroms  und 
des  Orinoco  über  die  Antillen  bis  Cuba  fortgesetzt  werden ;  1864  war  in 
Spanien  eine  Gesellschaft  mit  12  Millionen  Thalern  zur  Ausführung  dieser 
Linie  in  der  Bildung  begriffen  und  1865  wurde  diese  Linie  von  A.  de  Mar- 
co artu  in  London  von  Neuem  angeregt  (Wiecks  deutsche  Oewerbeztg. 
1869,  S.  432;  Shaffner,  telegr.  man.  S.  656;  deutsche  Ind.-Ztg.  1864,  S.309; 
1865,  S.  439).  Ebenso  wurde  im  Jahre  1866  ein  älterer  Plan ,  über  die 
Azoren   und  Bermuden   Amerika   beim  Cap  St.  Charles  gegenüber  dem 


424  Beiträge  z.  Geschichte  d.  Fortschritte  etc.  VonDr.  E.Zetzsche. 


Fort  Monroe  in  Virginia  zn  erreichen ,  wieder  aufgenommen  {Shaffner^ 
ielegr.  man.  8.  656;  deutsche  Ind.-Ztg.  1866,  S.  430).  Aehnlich  ist  der 
namentlich  von  Alberto  Balestrini  befürwortete  Plan  einer  Linie  von 
Paris  nach  Lissabon,  von  da  zu  Land  nach  der  Sttdspitze  Portugals  (Cap 
St.  Vincent),  entlang  der  Küste  Maroccos  nach  den  Canarischen  und  Cap 
Verde'schen  Liseln,  Cap  San  ßoque,  Cayenne  und  Neu-Orleans,  ebenfalls 
mit  einer  Zweiglinie  nach  St.  Louis  am  Senegal  und  der  Insel  Goree 
(Atlantic  Telegr.  S.  104;  deutsche  Ind.-Ztg.  1863,  8.  232;  1865,  S.  349;  1866, 
S.  370).  Ferner  erhielt  die  französische  Transatlantische  Compagnie 
(Bowett,  Senior  &  Tratter)  voa  der  französischen  Begierung  (und 
Anfang  1867  die  Firma  Orton  &  Co.  vom  Staate  New- York)  die  Con- 
cession  zur  Anlage  einer  Linie  von  Brest  über  Cap  Finisterre  an  der 
spanischen  Küste  nach  einer  der  französischen  Inseln  St.  Pierre  oder 
Miquelon  bei  Neufundland  {Atlantic  Telegr.  S.  105;  deutsche  Ind.-Ztg.  1864, 
S.  209  und  269).  Endlich  beabsichtigt  Allan*s  Oceau  Telegraph  Company 
ein  niich  Allan 's  Principien  hergestelltes  Tau  von  Falmouth  in  Cornwall 
nach  Oporto  in  Portugal  oder  Corunna  an  der  Nordwestküste  Spaniens  zu 
legen  und  von  da  ein  zweites  über  die  Azoreninsel  Flores  nach  Halifax  in 
Neuschottland  (deutsche  Ind.-Ztg.  1863,  13.  280;  1865,  S.  370;  1866,  8.  439; 
1867,  S.  99). 

Nachträge:  l)  Das  Tau  für  die  Behringsstrasse  und  die  Anadyrbai 
ging  im  Februar  t866  von  England  ab. 

2)  Im  August  1867  ertheilte  die  französische  Regierung  einer  französisch- 
englischen  Gesellschaft  die  Concession  zur  Verbindung  Brests  mit  St. 
Pierre -Miquelon  und  es  soll  das  Tau  (zwischen  Brest  und  Connecticut) 
durch  den  bereits  hierzu  gemietheten  Great  Eastern  im  Mai  bis  Juli  1808 
versenkt  werden  (Leipziger  Zeitung  1867,  S.  4868). 

3)  Eine  hübsche  kurze  Zusammenstellung  auch  der  unterseeischen 
Telegraphen  enthält  das  19.  Ergänzungsheft  (8. 46 flg.)  von  Petermann^s 
geographischen  Mittheilungen. 

4)  Als  besonderes  Schriftchei)  erschien:  The  North- Atlantic  Telegraph^ 
via  the  Faröe  isles^  Irelnad  and  Greenland,      fVilh  map.     London  1861. 

5)  In  England  ist  (nach  Les  Mondes  12,  S.  230)  der  Plan  ernstlich  ins 
Auge  gefasst  worden,  England  unmittelbar  mit  seinen  entferntesten  Colonien 
durch  unterseeische  Taue  zu  verbinden.     Die  Länge   derselben  würde 

betragen : 

voQ  Falmouth  bis  Oibraltar  .     .  1500  Kilometer, 

„  Gibraltar  bis  Malta    .     .     .  1500 

„  Malta  bis  Alexandria      .     .  1200 

„  Suez  bis  Aden 2000 

„  Aden  bis  Bombay  ....  2500 

„  Gale  bis  Singapore     .     .     .  2700 

,,  Singapore  bis  Hongkong     .  2000 

„  Gale  bis  zur  Georgsstrasse  .  5000 

„  Australien  bis  Neuseeland  .  1500 

„  Aden  bis  zu  den  Seychellen  2000 

,y  den  Seychellen  bis  Mauritius  1500 

,,  Mauritius  bis  Natal     .     .     .  3000 

,.  Neufundland  bis  Bermudas  1600 

„  Bermudas  bis  Westindien   .  500 
(Fortsetzung  folgt.) 
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XXIV.  lieber  den  Krflmmimgs- Schwerpunkt  algebraischer  Cnryen. 
Von  Prof.  Carl  Neumann  in  Tübingen.  Was  den  Beweis  der  im  zweiten 
Heft  (Seite  172)  von  mir  angegebenen  Sätze  anbelangt,  so  erlaube  ich  mir 
nachträglich  Folgendes  hinzuzufügen. 

Sind  x^  y  die  Coordinaten  für  irgend  ein  unendlich  kleines  Element  ds 
der  gegebenen  Curve,  und  ist  r  der  zugehörige  Krümmungs  -  Radius,  und 
sind  endlich  ^0,  B^  die  Coordinaten  des  Krümmungs -Schwerpunktes  der 
Curve,  so  ist: 

/x  ds  ry  ds 


n'  '~fr 


die  Integration  hinerstreckt  über  alle  Elemente  der  Carve.     Denken  wir 

uns  in  den  beiden  Endpunkten  eines  solchen  Elements  ds  die  Normalen 

errichtet,  so  erhalten  wir  ein  schmales  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen 

Basis  ds  ist   und  dessen  Schenkel  den  zugehörigen  Krümmungs -Radius  r 

repräsentiren.     Bezeichnen  wir  daher  den  von  den  Schenkeln  eingeschlos- 

ds 
senen  Winkel  mit  dcoy  so  wird  ds  =  rd(o,  mithin  —  =c/a).      Hierdurch 

r 

gehen  die  Formeln  1)  über  in : 

/xdm  fydto 

^  ^_^ »  — */ 

*;                                ^0 —     /*,      »  0 —     /*.      * 

Jdm  Jdm 

Nach  diesen  Bemerkungen  wenden  wir  uns  zu  unserem  eigentlichen 
Gegenstand.  Die  gegebene  Curve  sei  von  der  n^^  Ordnung  und  besitze 
also  n(n  —  1)  =  m  parallele  Tangenten.  Ein  solches  System  paralleler 
Tangenten  hat  tn  Berührungspunkte,  deren  Schwerpunkt  unab- 
hängig  ist  von  der  Richtung  des  Systems  (nach  dem  Chasies- 
sehen  Satz.  Vergl.  Liouville,  Journal  de  math,  t.  F/,  p.  345).  Die  Co- 
ordinaten dieses  Schwerpunktes  mögen  bezeichnet  werden  mit  A^  B,  Es 
ist  nachzuweisen,  dass  A^  B  identisch  sind  mit  A^  B^. 

Das  System  paralleler  Tangenten  befinde  sich  in  beliebiger  Lage. 
Sein  Neigungswinkel  gegen  eine  feste  Axe  (etwa  gegen  die  ^-Axe  des 

ZelUchrifl  f.  MaihemaUk  a.  Physik.  XII,  5.  28 
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Goordinatensystems)  sei  =  ca,  nnd  seine  m  Bertthrungspnnkte  mögen  be- 
zeichnet werden  mit  x^^  y^^  x^,  j^s » •  •  •  •  ^m»  ym«  Nach  der  Definition  von 
J^  B  ist  alsdann: 

^  m  ^  m  ' 

Geben  wir  nnn  dem  Tangentensystem  statt  der  Richtang  co  der  Beihe 
nach  die  Sichtungen  m  +  dm,  m  +  2d{o,  m  +  Zda^  ,...y  wo  do  einen 
beliebigen  unendlich  kleinen  Winkel  vorstellt,  und  bezeichnen  wir  die 
Werthe,  welche  die  Coordinaten  x^j  yk  hierbei  successive  annehmen,  mit 

a:%»  y'»>     x"k%  y'k>     «'"ai  y'"*i »  ßo  werden  wir,  analog  mit  3),  folgende 

Formeln  erhalten: 

m  ' 

m 

Jl  — , 

m 

Wir  denken  uns  diese  Gleichungen  so  weit  fortgesetzt,  bis  das  Tangenten- 
System  durch  successive  Vermehrung  des  Winkels  oo  wieder  zurückkehrt 
in  seine  i^n fängliche  Lage,  also  so  weit  fortgesetzt,  bis  jeder  der  m  Be- 
rührungspunkte die  ganze  Curve  einmal  durchlaufen  hat.  Wir  denken  uns 
sodann  jede  dieser  Gleichungen  mit  dm  multiplicirt,  und  endlich  alle  diese 
Gleichungen  zusammen  addirt.     Alsdann  erhalten  wir: 

^.  ^  /.^  rvida}  +  fx^dm  +  ,,,,+  fx^doi 

4)  j4    d(ist  =  ^L-t s^' d 

»^  m 

Nach  2)  ist  aber: 

jx^dm  jx^dm  jXmdm 

/  =  -«0 »  7i~  =  -^0 »    •  •  •  •         7»  1  ^^  ^0  • 

dm  Jdm  Jdm 

Hierdurch  geht  die  Formel  4)  über  in  ^  =  ^o-  Und  ebenso  wird  offenbar 
sich  zeigen  lassen,  dass  3  =  8^  ist. 

Hiermit  ist  der  erste  jener  Sätze  bewiesen.  Die  drei  anderen 
Sätze  lassen  sich  beweisen  durch  Anwendung  derjenigen  Methode,  deren 
Liouyille  sich  bedient  hat  in  dem  schon  genannten  Aufsatze  (Z.  Journal 
U  VI.  p.  845). 


XZV.  XTeber  den  Xrttminiings  -  Sohwerpimkt  algebraisoher  Fl&ohen. 
Von  Prof.  Carl  Neumann  in  Tübingen.  Denkt  man  sich  eine  gegebene 
Fläche  als  eine  materielle  Fläche  von  überall  gleicher  Dicke  und  von 
«iner  Dichtigkeit,  welche  an  jeder  Stelle  dem  Product  der  Hauptkrüromungs- 
Radien   umgekehrt  proportional    ist,    so    mag    der   Schwerpunkt  dieser 
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materiellen  Fläche  knrzweg  genannt  werden:  der  Krümmungs- 
Schwerpunkt  der  Fläche.  Für  diesen  Punkt  gilt,  wenn  die  Fläche 
eine  algebraische  ist,  folgender 

Sats.  Legt  man  parallel  zn  einer  beliebig  gewählten  Ebene 
sämmtlicbe  Tangentialebenen  an  die  Fläche,  so  ist  der  Schwer- 
punkt der  Bertihrungspnnkte  jederzeit  identisch  mit  dem  Krüm- 
mungs-Schwerpunkt der  Fläche. 

Beweis.  Die  gegebene  Fläche  sei  von  der«**"  Ordnung  und  be- 
sitze also  n{n  —  l)  =  m  parallele  Tangentialebenen.  Ein  solches  System 
paralleler  Tangentialebenen  hat  tn  Berührungspunkte  ,  deren  Schwerpunkt 
(dem  Chasles^schen  Satze  zufolge)  unabhängig  ist  von  der  Hich- 
tung  des  Systems.  Die  Coordinaten  dieses  Schwerpunktes  mögen  be- 
zeichnet werden  mit  Jy  B^  C, 

Ausser  der  gegebenen  Fläche  denken  wir  uns  (an  irgend  einer  anderen 
Stelle  des  Raumes)  eine  mit  dem  Radius  1  beschriebene  Halbkngelfläche. 
Diese  mag  durch  irgend  welche  Curven  in  unendlich  kleine  Flächen- 
elei^ente  getheilt  sein  und  eines  derselben  mit  dm  bezeichnet  werden. 

Mit  jedem  Punkte  n  auf  der  Halbkugelfläche  correspondiren 
m  Punkte  der  gegebenen  Fläche,  nämlich  diejenigen  Punkte  Pi ,  Pt  >  •  •  •  -Pmy 
in  welchen  die  Tangentialebene  der  Fläche  parallel  ist  mit  der  Tangential- 
ebene der  Halbkugelfläche  im  Punkte  9k.  Lässtman  den  Punkt  9r  längs  des  Ran- 
des von  d(o  einmal  herumlaufen,  so  werden  jene correspondirenden  Punkte  pj, 
P%y  »"-Pm  ebenfalls  kleine  geschlossene  Curven  beschreiben  auf  der  gegebe- 
nen Fläche.  In  solcher  Weise  ergeben  sich  die  mit  dm  correspondirenden 
Flächenelemente  (/0|,  do^^  .,,,  do^.  Zwischen  diesen  Elementen  finden 
(vergl.  GausSy  disquisiiiones  gen,  circa  superficies  curvas)  die  Relationen  statt: 

1)  --Izr^dm,     .— «  =  rfco,  ....-— =  c/a, 

/f,  /Ig  /lfn 

WO  Riy  i^,  ..../?M  das  Product  der  Hauptkrümmungs- Radien  für  die 
Elemente  do,,  cfo,,  ....  dom  bezeichnen. 

Sind  OTi,  av  ....  ^m  die  x  Coordinaten  für  m  correspondirende  Punkte 
innerhalb  der  betrachteten  m  Elemente,  so  ist  nach  der  für  Aj  By  C  ge- 
gebenen Definition: 

_.  .       x,+x^+  ....  +x^ 

'  m 

oder  was  dasselbe  ist : 

3)  ^m(f(»  =  jr,  do»  +  rF,  dcö  +  ....  -f  x^dm^ 

oder,  wenn  man  für  dm  die  Werthe  l)  substituirt: 

Nimmt  man  für  dm  der  Reihe  nach  alle  Elemente  der  Halbkugelfläche, 
und  bildet  man  jedesmal  die  entsprechende  Gleichung  4),  so  liefert  die 
Addition  aller  dieser  Gleichungen : 

28* 
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rdo        {*x  do 


wo  die  Integration  sämmtlicbe  Elemente  do  der  gegebenen  Fläche   (und 
jedes  nur  einmal)  enthält.     Mit  5)  analoge  Formeln  werden  sich  offenbar 
ergeben  für  B  und  C.     Hieraus  aber  folgt,  dass  der  Punkt  A^  B^  C  identisch 
ist  mit  dem  Krümmungs-Schwerpunkt  der  gegebenen  Fläche. 
Tübingen,  16.  Juli  1867. 


XXVI.  Einfache  Constmotion  der  Berührungslinien  an  die  Lemniscate. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  9.)  In  einer  interessanten  Notiz  über  magnetische 
Curven  im  3.  Hefte  dieses  Bande«  (S.  277  —  279)  hat  Herr  P.  Zech  An- 
wendung von  dem  bipolaren  Coordinatensysteme  gemacht.  Meines  Wissens 
giebt  es  nur  ein  Lehrbuch,  in  welchem  dieses  System  einigermaassen 
erörtert  wäre:  Sturm y  Coitrs  d' Analyse  de  t ecole  polylechnique  {2^  edition. 
Paris  iSG^)  To/. /,  pa^.  209  flg. ,  woselbst  auch  in  einer  kurzen  Neben- 
bemerkung von  jenen  Winkeln  der  Brennstrahlen  mit  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Brennpunkte  die  Rede  ist,  von  welchen  Herr  C.W.  Baur 
(nach  Z  e  c  h  ^  s  Angabe)  einen  so  eleganten  Gebrauch  zu  machen  wusste. 
Dieses  Coordinatensystem ,  bei  welchem  jeder  Punkt  einer  Curve  durch 
seine  Entfernungen  w,  v  von  zwei  festen  Punkten  Z7,  V  gegeben  wird,  ver- 
dient in  der  That  eine  genauere  Beachtung,  als  ihm  bisher  zu  Theil  ge- 
worden ist.  Sturm  leitet  schon  am  angeführten  Ort  den  geometrischen  Sinn 
des  erbten  Diflerentialquotienten  des  einen  Brennstrahles,  nach  dem  anderen 
genommen,  ab,  und  findet,  wenn  o,  ß  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Brenn- 
strahlen f/,  V  mit  der  Berührungslinie  an  dem  durch  sie  gegebenen  Punkte  der 

Curve  bilden,  —-  =  m'  = ^.     IJr  bedient  sich  dabei  eines  creometrischen 

dv  cos  fS  ° 

Grenzüberganges,  welcher  analytisch  sich  etwa  folgendermaassen  über- 
setzen lässt.  Nennt  man  6  und  b  die  beiden  Winkel,  welche  die  Brenn- 
strahlen mit  der  l/F bilden,  so  ist  nach  bekannten  Formeln  ans  der  An- 
wendung gewöhnlicher  Polarcoordinaten  für  den  Bogen  s : 


ds^ 
de 
somit 


-/"H^h'^'re-^, 


ds  u 

dS       sin  a 


und  mittelst  Division  durch    ,  _,  auch 


ds__     1 
du      cos  Ol' 
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Ebenso  ist  augenblicklich 

d5_     1 

dv      cos  ß' 

Also    endlich,    wieder    durch    Division    der    beiden    letztgeschriebenen 

Gleichungen 

du cosa 

dv  cosß' 
Bei  solchen  Curven ,  deren  Gleichungen  mittelst  Bipolnrcourdinaten  eine 
einfache  Gestalt  besitzen,  führt  die  Roh ervaT sehe  Methode,  Tangenten 
zu  ziehen  (so  sagt  Herr  Zech  a.  a.  0.)i  zu  einfachen  Constructionen  der 
Tangenten.  Auch  dieses  kann  ich  nur  bestätigen,  indem  ich  hinzufüge, 
dass  seine  Erläuterung  dieses  Ausspruches  am  Beispiele  der  Hyperbel  fast 
wörtlich  wiederholt  werden  kann,  um  allgemeine  Geltung  zu  haben. 

Es  sei  die  Curve /*  (t/,  t?)  =  0  gegeben  und  aus  derselben  der  Dif- 
ferentialquotient —  =u  bekannt.  Sind  m,  v  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes My  so  werden  u  +  rfw,  v  +  dv  die  Coordinaten  eines  unendlich  nahe 
liegenden  Punktes  M'  sein ,  welcher  ebensowohl  der  Curve ,  als  ihrer  Be- 
rührungslinie in  M  angehört.  Dieser  Punkt  wird  somit  erhalten  werden 
können  als  Durchschnitt  zweier  Kreisbögen,  welche  von  ü  aus  mit  dem 
Halbmesser  u  +  du,  von  F  aus  mit  dem  Halbmesser  v  +  dv  beschrieben 
werden.  Um  diese  Halbmesser  zunächst  zu  erhalten,  verlängert  man 
beide  Brennstrahlen  u  und  v  über  den  Punkt  M  hinaus  und  nimmt  auf  der 
Verlängerung  von  v  das  unendlich  kleine  Stückchen  MM^  =  dv^  auf  der 
Richtung  der  w  das  gleichfalls  unendlich  kleine  Stückchen  MM^=^du=^u  .dv^ 
also  naturgemäss  entweder  als  Verlängerung  über  M  hinaus  oder  als 
Verkürzung  gegen  den  Brennpunkt  ü  hin,  je  nachdem  u  positiv  oder 
negativ  ist.  Mit  diesen  Halbmessern  werden  also  die  Kreisbögen  M^M* 
und  M^M'  beschrieben.  Beide  selbst  unendlich  kleine  Kreisbögen 
können  als  Senkrechte  auf  die  Richtung  des  jedesmal  als  Halb- 
messer dienenden  in  seiner  Länge  veränderten  Brennstrahles  ange- 
sehen werden.  Geht  man  daher  zu  einem  beliebigen  Punkte  T  der  Berüh- 
rungslinien über  und  fällt  aus  ihm  auf  die  Richtung  der  v  und  u  die  beiden 
Senkrechten  TLy  und  TZ,,  so  entsteht  ein  Viereck  ML^TL^,  welches 
dem  unendlich  kleinen  gemischtlinigen  Vierecke  MM^M'M^  ähnlich  ist; 
es  wird  also  auch  die  Proportion  der  endlichen  Längen  stattfinden  müssen: 

ML,  (=^r)  :  ML^  (=^w)  =  l :  u\ 
Diese  Proportion  zum  Ausgangspunkt  der  Zeichnung  nehmend,  hat  man 
also  nur  V  um  ein  beliebiges  Jv  bis  Z,  zu  verlängern,  auf  m  von  ^  aus 
Au^=^u  ,Av  bis  X,  aufzutragen,  und  alsdann  in  Z,  und  Z,  die  Senkrechten 
zu  den  Brennstrahlen ,  auf  welchen  diese  beiden  Punkte  selbst  liegen ,  zu 
errichten.  Der  Durchschnittspunkt  dieser  Senkrechten  wird  ein  Punkt  T 
der  Berührungslinie  sein. 
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Die  ConstructioQ  vereinfacht  sich  nun  häufig  in  ganz 
überraschender  Weise,  wenn  das  an  sich  beliebige  Jv=^v^ 
Ju=u.v  genommen    wird. 

Dtie  Qleichung  der  Carve  heisse 

u=ia,log  r, 
folglich  ist 

u  ,v  =  a^ 
d.  h.  um  die  Funkte  Zi  und  Zt  zu  finden,  in  welchen  die  in  T  sich 
schneidenden  Senkrechten  errichtet  werden,  verlängert  man  den  einen 
Brennstrahl  um  seine  eigene  Länge,  den  anderen  um  ein  constantes  StückCa. 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  {UV  als  Absissenaxe,  [7  als  Anfangs- 
punkt, die  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  üV=J/fj  heisst  die 
Gleichung  dieser  Curve 
2 


Zu  einer  praktisch  äusserst  bequemen  Anwendung,  welche  gleichwohl 
noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint,  führt  die  .obige  Bemerkung  bei  der 
Lemniscate,  deren  Gleichung  in  bipolaren  Coordinaten  bekanntlich 

heisst.     Hier  ist 

u.v=s  —  M, 
d.  h.  der  Punkt  Z,  fällt  mit  dem  Brennpunkte  ü  zusammen.  Die  Con- 
struction  ist  somit  folgende :  Man  verlängert  den  einen  Brennstrahl  VM  um 
ein  ihm  gleiches  Stück  M£i  und  erhebt  in  Zf  eine  Senkrechte.  Eine 
zweite  Senkrechte  zu  dem  anderen  Brennstrahle  UM  errichtet  man  in 
dem  demselben  angehörenden  Brennpunkte  ü.  Der  Durchschnittspunkt 
der  beiden  Senkrechten  liegt  auf  der  gesuchten  Berührungslinie. 

Cantor. 


XXVn.    lieber  orthogonale  Trajeotorien  in  bipolaren  Coordinaten. 

(Vergl.  Heft  3,  Seite  277.)  Es  möge  hier  zu  dem  in  obigem  Artikel 
von  meinem  Collegen  Zech  mitgetheilten  Verfahren,  das  ich  angegeben 
habe,  um  von  der  Gleichung  einer  Curve  in  bipolaren  Badien  (r,  r)  auf 
die  Gleichung  ihrer  rechtwinkligen  Trajectorien  in  bipolaren  Winkeln 
(9,  g/)  überzugehen,  ein  anderer,  von  speciellen  geometrischen  Betrach- 
tungen unabhängiger  Beweis  mitgetheilt  werden. 

In  einem  einfachen  Polarcoordinatensjstem  sei  wie  gewöhnlich  r  der 
Radius  und  g>  sein  Azimuth,  d.  h.  der  Winkel,  um  welchen  er  im  Sinne  der 
positiven  Drehung  von  der  Polare  abweicht,  so  wird,  wenn  man  das 
Differential/.eichen  d  auf  eine  gegebene  Curve,  welche  die  Trajecte 
heissen  möge,    und  das  Zeichen  ^   auf  ihre  rechtwinklige  Trajectorie 
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bezieht,  die  Bedingung  des  rechtwinkligen  Schnittes  durch  folgende 
Gleichung  ausgedrückt: 

dr    er 
Ist  die  Gleichung  der  Trajecte  in  bipolaren  Radien,  d.  h.  in  den  Ab- 
ständen r  und  r    eines  Curvenpunktes  von  zwei  Polen  0  und  0'  gegeben 
und  man  will  auch  die  Trajectorie  durch  eine  derartige  Gleichung  bestim- 

men,   so  sind  in  1)  für  -r-  und  -r—  ihre  Ausdrücke  in  -r-   und  -^r-  einzu* 
-^  dr  dr  dr  dr 

setzen.     Um  diese  zu  entwickeln,  hat  man,  wenn  q>  und  q>'  die  Azimuthe 

von  r  und  r  in  Beziehung  auf  eine  gemeinschaftliche,  von  0  über  0'  hinaus 

gelegte  Axenrichtung  bedeuten  und  00'  =  m  gesetzt  wird : 

2)  r  cos  q>  —  r  cos  q>'=m 

3)  r  sin  q>  —  /  sin  (p  =  0. 
Diese  geben  differentiirt: 

.  dr,cosq>  —  r  sinq>.dq>  —  dr^cosip^^  rsinq>',dq>'=zO 

dr,sin  q>  +  rcosq>,d(p  —  dr  ,sing/ —  r  cos<p\dq>'=0, 
woraus  durch  Elimination  von  dqf'i 

dr.cos  {<p  —  q/)  —  r  sin  (qp  —  q>')  —  dr  =■  0. 
Oder: 

5)  r —— =  coteny  (qp  —  tp)  —  cosec\Kp — 9  )--j— 

dr  dr 

dr 
Diese  Gleichung  gilt  nach  Maassgabe  des  betreffenden  Werths  von  -p- 

dr 

für  jede  Curve,  sie  kann  deshalb,  wie  sie  nach  unserer  Berechnung  soeben 
für  die  Trajecte  aufgestellt  worden  ist,  eben  sowohl  auch  für  die  Trajectorie 
aufgestellt  werden  und  heisst  dann: 

r  -5-  =  colang  (qp  —  g)')  ""  ^^*^^  i^  "  ^')  •  T"' 
0  r  0  r 

Vermöge  dieser  Ausdrücke  geht  1)  über  in: 

.    ,  'J^r    .   dr\  .  dr     dr 

0=l-co5m(9,-.9,)(^-+^j  +  -.-. 

Oder: 

.  dr  —  dr  +  dr.  cosin  (9  —  q>') 

^  dr       +  dr  —  dr,cosin{jcp  —  qp'j' 

Um  demgemäss  die  Differentialgleichung  der  Trajectorien  zu  erhalten, 

dr 
wird  man  hier  für  —  seinen  Ausdruck  aus  der  Differentialgleichung  der 

Trajecten  einsetzen  und  nöthigenfalls  cosin {(p — q>)  vermittelst  der  sich  aus 
2)  und  3)  ergebenden  Beziehung 

m*s=3r*+r* — 2rr  cos{(p  —  <p') 
eliminiren.     Ueberhoben  ist  man  dieser  Elimination  im  bekannten  Falle 
der  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln ;  denn  aus 

r  +  rz=:ic 
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folgt 


rfr      _ 

also  nach  6) 

dr       —  l  +  cos  (9  —  g)') 


+  1,     r^r=C. 


dr       +1  —  C08[^  —  g)') 
Um  unter  denselben  Umständen  ftlr  die  Trajectorien  eine  Gleichung    in 

q>  und  q>  zu  erhalten,  wird  man  in  1)  zwar  den  Ausdruck  für  -;-  in  -— - 

a  d    '  dr  dr 

nach  5),  für  -r-  aber  seinen  Ausdruck  in  -r—  einsetzen.      Um    diesen    za 

dr  dq> 

entwickeln,  erhält  man  durch  Elimination  von  dr  zwischen  4): 

dr  sin  {tp  —  q/)  -^r  dg>  cos  {q>  —  <p^)  —  r  d(p  =0, 
oder  in  der  Aufstellung  für  die  Trajectorie : 

8)  --—  =  -. -5^ xosec  (a>  —  tp)  —  cotang  {jtp  —  9'). 

r  0(p       r    d(p 

Gleichung  1)  giebt  daher  in  der  Form  : 

1     dr   ,     dq> 

nach  Einsetzung  der  Werthe  aus  5)  und  8) : 

^9)  0=1. i?:-!^'. 

.     '  r     dtp       dr 

Hier  ist  zum  Zweck  der  Herstellung  der  Differentialgleichung  der  Trajec- 

dr 
torien  in  9  und  q>   aus  der  Differentialgleichung  der  Trajecten  —    ein- 

dr 

zusetzen  und  r  mit  /  nöthigenfalls  vermittelst  2)  und  3)  zu  eliminiren. 

Um  beispielsbalber  auch  dieses  Verfahren  auf  die  Nachweisung  des 

gegenseitig  trajectorischen  Verhaltens   zwischen  confocalen  Ellipsen   und 

dr        

Hyperbeln  anzuwenden,  erhält  man  mit  r  +  r=c  oder  —  =  +  l  aus  9) 

0=1. 1^+1  =  ^!^,. 1^  +  1 

r     aq>  —  stn<p      oq>  — 

10)  0  =  4^, +  4^    oder    C  =  fang  ^  .( lang  ^\~  ^  - 

'  stnq> — stnq>  ^  2     \     ^  2j 

Wofern  man  nicht  schon  in  dieser  Gleichung  eine  bekannte  Eigenschaft 
der  confocalen  Hyperbel  oder  Ellipse  erkennen  will,  so  kann  man  von 
derselben  auf  die  reciproke  Beziehung  zwischen  r  und  r  so  Übergehen : 

Vermöge  der  geometrischen  Formel 

«       1  —  cosa  sina 


2  sina  l  -i-  cosa 

kann  man  10)  auf  die  zwei  Formen  bringen : 


c= 
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1  —  cos  fp         sin  ip  r —  r  cos  q>         r  sin  tp  r  —  r  cos  q> 

sinq/      'l  +  cosq>  r  sinq/      'r;;{^rcosq>        r  +  r  cosq> 


sinq>         \^cosq> r  sinq>         rJ^rcostp r^rcostp 

1  +  cos q>  *      sin  q>  r  +r  cos q>  '       rsinq>  r  +  r  cos <p' 

durch  den  Schlnss  nach  dem  Schema  -r  =  -r>  =  ./—  .    also  weiter: 

0  0  0^0 

r  Ijp  r  co5<p  IJT  r  +  r  cos  q>' r'jfl  r"^  tn 

r  +  r  cosq>  +  r  —  r  cos  tp      "+  r+r — nC 


woraas : 


r  +  /  =  (+  m)  (1^*   =  Consl. 
Stuttgart,  im  Jnni  1867.  C.  W.  Baur. 


ZXVnL  Beweis  Ton  Pohlke*B  FondamentalBatz  der  Axonometrie.  Von 
Dr.  Th.  Kete.  Wird  ein  Körper  durch  parallele  Strahlen  auf  eine  he- 
liebige  Ebene  projicirt,  so  kann  die  Projection  desselben  auf  folgende 
Art  axonometrisch  gezeichnet  werden.  Wir  beziehen  den  Körper  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensjstem ,  und  suchen  zunächst  die  Projectionen 
der  drei  Coordinatenaxen ,  sowie  die  Verhältnisse,  in  welchen  die  drei 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  zu  ihren  resp.  Projectionen  stehen. 
Werden  dann  die  Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  diesen 
drei  Verhältnissen  gemäss  verändert  und  hernach  parallel  zu  den  resp. 
Projectionen  der  Axen  und  mit  Berücksichtigung  ihres  Sinnes  aneinander- 
gesetzt,  indem  man  vom  Schnittpunkte  der  Axenprojectionen  ausgeht,  so 
erhalten  wir  eine  ans  den  Projectionen  der  drei  Coordinaten  zusammen- 
gesetzte, gebrochene  Linie,  deren  zweiter  Endpunkt  die  Projection  des 
gegebenen  Punktes  sein  muss.  Auf  diese  Weise  können  alle  Eck-  und 
Kantenpunkte  des  Körpers  in  der  Ebene  verzeichnet,  also  die  Projection 
des  Körpers  und  deren  Umrisse  gefunden  werden.  Wird  diese  Projection 
in  beliebigem  Maassstab  vergrössert  oder  verkleinert,  so  erhalten  wir  ein 
neues  Bild  des  Körpers,  welches  jener  Paraltelprojection  ähnlich  ist; 
dasselbe  kann  auf  dieselbe  Weise  construirt  werden ,  wie  das  erste ,  und 
*heisst  deshalb  gleich  diesem  eine  axonometrische  Zeichnung  des  Körpers. 

Herr  Pohlke  nun  hat  (in  seiner  „darstellenden  Geometrie*'  pag.  113) 
zuerst  den  Satz  aufgestellt,  dass  in  der  Projectionsebene  die  Richtung  der 
drei  Coordinatenaxen,  sowie  die  Verhältnisse,  in  welchen  die  Coordinaten 
jedes  Punktes  zu  ändern  sind,  bevor  man  sie  aufträgt,  (d.  h.  die  Maass- 
stäbe, nach  denen  man  diese  Coordinaten  verzeichnet),  ganz  willkürlich 
angenommen  werden  können,  und  dass  sogar  irgend  zwei  von  den  drei 
Coordinatenaxen  zusammenfallen  oder  eine  derselben  sich  auf  einen  Punkt 
redttciren   dürfe.     Mit  Recht  wird  dieser  Satz  als  Fuudamentalsatz 


434  Kleinere  Mittheilangen. 


der  Axonometrie  bezeichnet;  er  giebt  nns  bei  der  Herstellang  axono- 
metrischer  Zeichnungen  alle  nur  wünschenswerthe  Freiheit.  Den  ersten  Be- 
weis desselben  (Vierteljabrschr.d.  Natnrf.  Gesellsch.  \n  Zürich  1861,  pag.254) 
verdanken  wir  Hrn.  y.  Deschwanden,  welcher  auch  die  grossen  Vortheile, 
die  der  Satz  dem  Zeichner  darbietet,  gebührend  hervorhebt.  Herr  K  i  n  k  e  1  i  n 
hat  (ebenda  pag.  358)  die  an  den  Satz  sich  knüpfenden  Aufgaben  anf 
analytischem  Wege  gelöst  nnd  neuerdings  hat  Herr  Schwarz  (im  63. 
Bande  des  Journals  für  Mathematik)  noch  einen  elementaren  Beweis  des 
Pohlke'schen  Satzes  gegeben.  Die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  recht- 
fertigt wohl  die  Veröffentlichung  eines  neuen,  von  den  bisherigen  wesent- 
lich verschiedenen  Beweises. 

Wir  führen  diesen  Beweis  durch  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

Ein  Tetraeder  ÄBCD  soll  durch  parallele  Strahlen 
so  auf  eine  beliebig  zu  wählende  Ebene  projicirt 
werden,  dass  seine  Projection  A^B^C^D%  einem  ge- 
gebenen Viereck  A^  B^  Ci  D^  ähnlich  wird. 

Wenn  nämlich  diese  Aufgabe  ausführbar  ist,sogiltderPohlke'scheSatz 
nicht  nur  für  rechtwinklige,  sondern  sogar  für  schiefwinklige  Coordinatenaxen. 
Denn  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  AB^  ACy  AD  mit  den  Coordinatenaxen 
zusammenfallen ,  lässt  sich  dann  so  projiciren ,  dass  die  Projectionen  der 
Axen  dieselben  Winkel  mit  einander  bilden ,  wie  die  beliebig  gegebenen 
Geraden  Ai  ^i,  Ai  C„  A^  2>, ;  und  weil  die  Strecken  Ai  5„  ^,  Cj  und  A^  Dt 

AB        jiP        AD 

willkürlich  gegeben  sind,  so  sind  auch  die  Verhältnisse  ,  ,  , 

in  denen  die  Coordinaten  sich  ändern,  ganz  beliebig*  Um  zugleich  die 
vorhin  erwähnten  besonderen  Fälle  des  Pohlke'schen  Satzes  zu  er- 
ledigen, wollen  wir  zulassen,  dass  im  Viereck  A^B^C^D^  der  Eckpunkt  B^ 
auf  die  Seite  A^C^  oder  auch  auf  den  Punkt  A^  fallen  dürfe,  wobei  das 
Viereck  in  ein  Dreieck  ausartet. 

Wir  wollen  der  deutlicheren  Vorstellung  wegen  annehmen,  dem  Te- 
traeder sei  im  Baume  eine  bestimmte  Lage  gegeben ,  so  dass  wir  nur  die 
Kichtung  der  parallelen*  Projectionsstrahlen  und  die  Stellung  der  Pro- 
jectionsebene  zu  suchen  haben.  Wenn  nun  unsere  Aufgabe  ausführbar, 
also  das  Viereck  A^  B^  C,  2>,  einer  Parallelprojection  des  Tetraeders  ähnlich 
und  somit  eine  Abbildung  des  letzteren  ist,  so  kann  leicht  zu  jedem 
Punkte  Pder  Kante  BD  der  entsprechende  Punkt  P^  auf  B^D^  gefunden 
werden,  und  umgekehrt;  denn  durch  P  wird  die  Strecke  B D  in  demselben 
Verhältniss  getheilt,  wie  durch  P,  die  Strecke  B^D^,  Wenn  also  eine 
Projection  von  AB  CD  dem  Viereck  A^  B^C^Dx  ähnlich  ist,  so  ist  zugleich 
die  Projection  des  Tetraeders  APCD  dem  Vierecke  A^Pi  C^D  ähnlich.  Da 
wir  so  die  Eckpunkte  des  Vierecks  A^  B^  Cy  Z>i  mit  anderen  Punkten  der  Ebene 
vertauschen  können,  so  lassen  sich  die  besonderen  Fälle,  in  denen  ^i  ent- 
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weder  auf  ^,  Ci  oder  in  Ai  liegt,  sofort  anf  den  allgemeinen  Fall  zurück- 
führen. 

Ebenso  leicht  aber  können  wir  statt  des  beliebigen  Vierecks  Ai  B^C^D^ 
ein  Parallelogramm  einführen.  Wir  bestimmen  anf  der  Seite  A^B^  oder 
deren  Verlängerung  einen  Pnnkt  i?', ,  nnd  auf  A^  Z>,  einen  Punkt  I/^  so, 
dass  ffi  Ci  II  At  2>,  und  2>',  C,  ||  ^,  Bi  ist  und  folglich  ^,  ß*,  C,  D\  ein  Paral- 
lelogramm.      Der   Punkt   ^, ,   welcher   die  Seite    A^  Bf    im    Verhältniss 

A   B* 

ß—^r-  theilt,   muss  dann  die  Abbildung  eines  Punktes  ^' von  AB   sein, 
BxB  ^ 

durch   welchen    diese  Tetraederkaute  in  demselben  Verhältniss  getheilt 

wird ,  und  ebenso  ergiebt  sich  zu  D\  der  entsprechende  Punkt  D'  auf  der 

Kante  AD.    Unser  Problem  wird  also  gelöst,  indem  wir  von  dem  Tetraeder 

AElCD'   eine  Parallelprojection  bestimmen,  welche  dem  Parallelogramm 

AxBiCxD\  ähnlich  ist. 

Wir  dürfen  somit,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Aufgabe  zu  beschränken, 
das  Viereck  AiB^C^Di  als  Parallelogramm  annehmen.  Dann  müssen  die 
Projectionen  der  Tetraederkanten  AB  und  CD  und  folglich  auch  die 
projicirenden  Ebenen  derselben  einander  parallel  sein,  und  ebenso  muss 
die  projicirende  Ebene  von  BC  parallel  zvl  AD  und  diejenige  von  AD 
parallel  z\x  BC  sein.  Diese  vier  projicirenden  Ebenen  sind  hiernach  leicht 
zu  construiren;  sie  schneiden  einander  in  den  vier  parallelen  Strahlen 
a,  6,  c,  dy  durch  welche  die  resp.  Eckpunkte  A^  By  C,  D  des  Tetraeders 
/  projicirt  werden.  Die  Richtung  der  Projectionsstrahlen  ist  also  völlig 
bestimmt;  sie  ist  zugleich  diejenige  einer  Geraden,  welche  die  Halbirungs- 
punkte  der  Tetraederkanten  AC  und  BD  mit  einander  verbindet;  denn  die 
Abbildungen  dieser  Halbirungspunkte  fallen  beide  auf  den  Punkt,  in 
welchem  die  Diagonalen  Ai  C^  und  B^  D^  des  Parallelogramms  A^  B^  C^  D^ 
hieb  schneiden. 

Die  Projectionsstrahlen  a,  6,  c,  d  sind  die  Kanten  eines  prismatischen 
Raumes,  welcher  von  jeder  Transversalebene  in  einem  Parallelogramm 
At  B^  CfD^  geschnitten  wird.  Es  gilt  nun,  eine  Schnittebene  so  zu  legen, 
dass  dieses  Parallelogramm  dem  gegebenen  ^i  ^j  Cj  D^  ähnlich  wird;  denn 
zu  einer  solchen  Schnittebene  ist  die  gesuchte  Projectionsebene  parallel. 
Zu  dem  Ende  brauchen  wir  nur  die  drei  Ebenen  ab,  ac  und  ad  ao  zu 
schneiden,  dass  die  entstehenden  Schnittlinien  A^B^^  A^C^  und  A^D^  die- 
selben Winkel  mit  einander  bilden,  wie  die  gegebenen  Geraden  AiBi^ 
Ax  Cf  und  Ai  D^ ;  dann  haben  nämlich  die  Dreiecke  At  Bf  C,  und  ^,  ^,  C4 
gleiche  Winkel,  und  die  Parallelogramme  A^B^C^D^  und  A^B^C^D^  sind 
ähnlich.  Beziehen  wir  den  Ebenenbüschel  a  projectivisch  anf  den  Strahlen- 
büschel ^|,  so  dass  den  Ebenen  aby  acy  ad  die  resp.  Strahlen  Ai  ß, ,  A^  C^ 
A^Dx  entsprechen,  so  ist  also  folgende  nicht  unwichtige  Aufgabe  der 
synthetischen  Geometrie  zu  lösen: 
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Ein  Ebenenbüschel  a  {bcd)  soll  so  durch  eine  Ebene 
geschnitten  werden,  dass  der  entstehende  Strahlen- 
büschel ^%(ßiC^D^  einem  gegebenen,  zu  jenem  pro- 
jectivischen  Strahlenbüschel  ^,  (^,  C, />,)  gleich  wird- 
Oder:  Ein  Strahlenbüschel  A^  (BiCiD^)  soll  auf  einen 
zu  ihm  projectivischen  Ebenenbüschel  a  (Jbcd)  gelegt 
werden,  so  dass  der  erstere  als  Schnitt  des  letzteren 
erscheint. 

Wir  schneiden  zunächst  den  Ebenenbüschel  a  {bcd)  durch  eine  snr 
Axe  a  senkrechte  Ebene  in  einem  Strahlenbüschel  ^'  {B'C'D'),  Ist  nun 
dieser  dem  Büschel  Af  {B^  C^D^)  projectivisch  gleich,  so  ist  die  Aufgabe 
gelöst;  wo  nicht,  so  giebt  es  im  Büschel  A'  ein  einziges  Paar  zu  einander 
senkrechter  Strahlen  A'M'  und  A'N\  deren  entsprechende  A^  M^  und  A^  N^ 
gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen.  (Vergl.  Steiner,  System.  Eni- 
Wickelung  etc.  pag.  31.)  Um  diese  Strahlen  zu  finden,  bringen  wir  die 
Strahlenbtischel  in  perspectivische  Lage,  indem  wir  sie  in  dieselbe  Ebene 
und  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  auf  einander  legen,  bestimmen 
sodann  ihren  perspecti vischen  Durchschnitt  u  und  legen  durch  die  Mittel- 
punkte A'  und  A^  einen  Kreis,  dessen  Centrum  auf  u  liegt.  Die  Schnitt- 
punkte des  Kreises  mit  der  Geraden  u  werden  aus  A'  und  A^  durch  die 
gesuchten  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  M'A'N'  und 
M^A^N^  projicirt.  Die  Ebenen  am  und  an  des  Büschels  a,  in  welchen 
die  resp.  Strahlen  A'M'  und  A'N'  liegen,  stehen  ebenfalls  auf  einander 
senkrecht. 

Soll  nun  der  Strahlenbüschel  A^  {B^C^D^)  so  auf  den  Ebenenbüschel 
a  (bcd)  gelegt  werden,  dass  der  erstere  als  Schnitt  des  letzteren  erscheint, 
und  soll  zugleich  Ai  mit  d'  zusammenfallen,  so  müssen  entweder  die 
Strahlen  AfMi  und  A'M'  oder  die  Strahlen  ^, iV,  und  A'N'  zur  Deckung 
gebracht  werden;  denn  nur  dann  kann  der  rechte  Winkel  M^A^N^  in  den 
ihm  entsprechenden  rechten  Flächenwinkel  man  hineingelegt  werden* 
Nun  ist  von  den  spitzen  Winkeln  M*A'B'  und  B'A'N\  welche  zusammen 
den  rechten  Winkel  M'A'N'  ausmachen,  der  eine  grösser  und  der  andere 
kleiner,  als  der  entsprechende  M^  A^  B^  oder  B^^  A^  iV^,  weil  auch 
My  A^  Bi  +  Bi  A^  N^  =  90^     Sei  etwa 

M'A'B'  ^M^A^B,, 
so  muss  Ax  M^  mit  A'M'  zur  Deckung  gebracht  und  der  Winkel  iV,  Ax  B^ 
^m  diesen  Schenkel  A^  Mx  gedreht  werden,  bis  der  bewegliche  Schenkel 
A^  Bx  in  die  ihm  entsprechende  Ebene  ab  fällt.  Wir  erhalten  so  zwei 
Stellungen  für  die  Ebene  des  Büschels  Ax ,  und  dieselben  sind  symmetrisch 
zur  Axe  des  Ebenen büschels  a.  Da  für  jede  dieser  Stellungen  die  drei 
Strahlen  Ax  Mx ,  Ax  Bx  und  Ax  Nx  in  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegen, 
so   fallt  jeder  Strahl  von  Ax    in   die   ihm  entsprechende  Ebene  und  der 
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Strahlenbüschel  ^|  stellt  sich  dar  als  Schnitt  des  Ebenenbtischels  a.  Unsere 
Aufgabe  hat  also  zwei  Lösungen. 

Für  die  Hauptaufgabe  und  damit  auch  für  den  P oh Ik ersehen  Satz 
ergiebt  sich,  dass  die  Richtung  der  Projectionsstrahlen  durch  die  Lage 
des  Tetraeders  und  die  Form  seines  Bildes  völlig  bestimmt  ist,  dass  da- 
gegen die  Projectionsebene  zwei  verschiedene ,  zu  den  Projectionsstrahlen 
symmetrische  Stellungen  annehmen  kann.  Nur  wenn  die  Projection 
orthogonal  ausfällt,  erhalten  wir  ausnahmsweise  eine  einzige  Stellung  für 
die  Projectionsebene. 

Nachdem  so  die  Lösbarkeit  unserer  Aufgabe  nachgewiesen  ist,  können 
wir  auch  direct  aus  den  gegebenen  Stücken  die  Kichtung  der  Projections- 
btrahlen  und  die  Stellung  der  Projectionsebene  finden ,  ohne  erst  ein 
Parallelogramm  in  der  Bildfläche  zu  Hilfe  zu  nehmen.  Sei  wieder  die 
Abbildung  des  Tetraeders  AB  CD  ein  ganz  beliebiges  Viereck  Ai  By  C,  i>,. 
Dann  ist  der  Punkt  Q^ ,  in  welchem  die  Gegenseiten  ^j  B^  und  C^  i>,  des 
Vierecks  sich  schneiden,  die  Abbildung  eines  Punktes  von  AB  und  gleich- 
zeitig eines  Punktes  von  CD^  und  diese  beiden  Punkte  lassen  sich  con- 

struiren  mittelst  der  Theilungsverhältnisse    -^-~  und    ^    *.      Die   Ver- 

Bi  Vi  Vy  Qi 

bindungslinie  q  dieser  beiden  Punkte  giebt  offenbar  die  Richtung  der  Pro- 
jectionsstrahlen an,  weil  zwei  und  folglich  alle  Punkte  dieser  Linie  sich  in 
Ol  abbilden.  Ebenso  finden  wir  zu  den  Punkten  i?|  und  5, ,  in  welchen 
die  Seiten  A^  C^  und  Ay  />,  des  Vierecks  von  den  resp.  gegenüberliegenden 
Seiten  Bi  Dx  und  B^  C,  geschnitten  werden,  zwei  Strahlen  r  und  «,  welche 
zu  de A Projectionsstrahlen  parallel  sind,  weil  zwei  und  folglich  alle  Punkte 
derselben  in  resp.  B^  und  S^  sich  abbilden.  Der  prismatische  Raum,  von 
welchem  die  Projectionsstrahlen  9,  r,  s  die  drei  Kanten  sind,  muss  dann 
durch  eine  Transversalebene  so  geschnitten  werden ,  dass  das  entstehende 
Dreieck  Q^  Bf  5,  dem  Dreieck  Qy  A,  S^  ähnlich  wird.  Zu  der  Schnittebene, 
deren  Construction  oben  angegeben  worden  ist  und  für  welche  wir  zwei 
verschiedene  Stellungen  erhalten,  ist  sodann  die  Projectionsebene  parallel. 
Sobald  wir  von  den  Strahlen  p,  g,  r  nur  zwei  Punkte  kennen ,  so  ist 
deren  Lage  im  Tetraeder  und  folglich  auch  das  Verhältniss ,  in  welchem 
jede  Tetraederkante  von  ihnen  getheilt  wird,  völlig  bestimmt.  Daraus 
folgt  beiläufig  der  Satz : 

„Sind  von  den  Verhältnissen ,  in  welchen  die  sechs  Seiten  eines 
vollständigen  Vierecks  Ay  B^  C,  i>,  sich  gegenseitig  theilen^  irgend 
zwei  gegeben,  so  sind  dadurch  die  übrigen  vier  völlig  bestimmt.^' 
(Yierteljahrsscbr.  d.  Naturforsch.  Gesellsch.  in  Zürich.) 
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XXIX.  Heber  das  Breohnngsgesets.  Anf  Seite  176  des  gegenwär- 
tigen  Bandes  dieser  Zeitschrift  findet  sieb  eine  Notiz  von  Herrn  Dr.  Kahl 
über  einen  elementaren  Beweis  des  Satzes,  dass  das  Minimam  der  Ab- 
lenkung der  Lichtstrahlen  im  Prisma  bei  gleichem  Einfalls-  und  Austritts- 
winke!  stattfinde.  Ich  nehme  davon  Veranlassung,  den  folgenden  Beweis 
mitzutheilen,  der  wohl  nichts  an  Einfachheit  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Es  seien  a  und  b  Einfalls-  und  Austrittswinkel  des  Strahles,  a  und  b' 
die  zugehörigen  Winkel  des  Strahles  innerhalb  des  Prismas  mit  den  Nor- 
malen aber  a>6,  dann  ist  a  +  b'  gleich  dem  brechenden  Winkel  des  Prisma 
uf<niv         ö  +  6= a'+ ^'+ A  X*tf  Z>  die  Ablenkung  «iwa=«5fiia',     5in6==«  si>i6' 

0.  fl  +  6         a  —  b          ,    a +b'        d  —  b' 
stn cos      —  =n$in cos 
2                2                         2                   2 

.  a  +  ft     .  a— 6  d  +  b'     .  d — 6' 

2)  cos svi =ncos stn 

^  2  2  2  2 

^.  ^        a — b    ^       d  +  b*  d  —  6'  a+h 

3)  iang  -—  ,  lang  ——=:iang—^ .  iang  -^. 

Da   a  +  ^  >  ö'  +  ^' »     80    ist    nach    3)    a  —  6  >  a'  —  b\     wenn     nicht 

a  —  b  d  —  b'      ^       .  ,.      .    a  +  b  ^         ,    d  4-  b' 

iang =^iang  — - —  =0;    also  nach  1)   sin ^n  stn ,  und 

2  *  2  2 

es  erhält  die  Ablenkung  den  kleinsten  Werth  wenn  sin =  n  sin . 

^  2  2 

Dies  findet  aber  nur  statt,  wenn  a  —  (>=0=a'  —  b\ 

F.  ElSENLOHR. 


XXX.  lieber  die  ringförmige  Sonnenflnstemiss  am  6.  Man  dieses 
Jahres  in  Dalmatien.  Von  Dr.  E.  Weiss.  Die  Zone  der  Ringförmigkeit 
dieser  Finsterniss  durchzog  unter  anderen  Ländern  auch  die  Südspitze 
Dalmatiens,  und  es  bewog  dieser  Umstand  den  Director  der  Küstenyer- 
messung,  Fregatten capitän  Oesterreicher,  den  Antrag  zu  stellen,  es 
möge  der  Kriegsdampfer  „Fiume"  ausgerüstet  und  nach  Dalmatien  ge- 
sendet werden ,  um  einem  grösseren  Kreise  von  Naturforschern  die  Be- 
obachtung dieses  interessanten  und  wichtigen  Phänomenes  zu  erleichtem. 
Diesen  Antrag  unterstützte  der  Vorstand  der  Marine  -  Centralkanzlei, 
Linienschiffscapitän  B.  y.  Wipplinger,  und  es  kam  dadurch  ein^.  Sonnen- 
finstemiss- Expedition  zu  Stande,  an  der  ausser  dem  Vortragenden  von 
Wien  aus  noch  Dr.  Th.  Oppolzer  und  Oberlieutenant  R.  y.  Stern  eck, 
ferner  yon  Triest  aus  Professor .  Osnaghi  und  Major  Skuppa  Theil 
nahmen.  Ausserdem  hatte  noch  das  gesammte  Offiziercorps  des  Kriegs- 
dampfers seine  Mitwirkung  bei  den  Beobachtungen  zugesagt. 

Die   Mitglieder   der  Expedition   übertrugen  die  Leitung  des   astro- 
nomischen l'heiles  derselben  dem  Verfasser,  welcher  die  gute  Gelegenheit, 
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die  ihm  die  Vereinigang  so  vieler  tüchtiger  Krftfte  darbot,  benützte,  nicht 
nur  die  gewöhnlichen  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen  ausführen 
zu  lassen ,  sondern  auch  die  genaue  Bestimmung  der  Lage  und  Breite  der 
Zone  der  Kingförmigkeit  anzustreben.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  die 
Beobachter  in  drei  grössere  Gruppen  getheilt,  und  davon  eine  unter  der 
Leitung  von  Oberlientenant  B.  v.  Sterneck  nach  Antivari  an  die  südliche, 
und  eine  zweite  unter  der  Leitung  von  Linienschiffsflihnrich  Kiha  in  die 
Nähe  von  Ragusa  an  die  nördliche  Grenzlinie  der  Ringförmigkeit  gesendet. 
Die  dritte  Gruppe,  bei  welcher  ausser  dem  Schiffscommandanten  Fregatten- 
capitän  Oesterreicher  noch  Dr.  Tb.  Oppolzer,  Prof.  Osnaghi, 
Major  Skuppa  und  der  Verfasser  nebst  mehreren  Schiffsoffizieren  sich 
befanden,  stellte  sich  am  Eingange  der  Bocca  di  Cattaro  auf. 

Leider  verhinderte  die  Ungunst  des  Wetters  sowohl  in  der  Centrallinie 
als  auch  auf  der  südlichen  Station  jede  eigentliche  Beobachtung;  allein 
trotzdem  war  das  Unternehmen  kein  fruchtloses ,  sondern  lieferte  so  viele 
wichtige  Resultate ,  wie  bisher  wenig  Sonnenfinsterniss  -  Expeditionen ,  da 
die  nördliche  Station  glücklicher  war,  als  die  beiden  anderen. 

Zuerst  gelang  es  den  Beobachtern  auf  derselben,  die  Lage  der  nörd- 
lichen Grenzlinie  der  Ringförmigkeit  festzustellen.  Sie  wich  von  der 
berechneten  nur  um  %  geographische  Meile  nach  Norden  ab,  und  es  ist 
die  Möglichkeit,  mit  einer  solchen  Präcision  den  relativen  Lauf  von  Sonne 
und  Mond  vorausberechnen  zu  können,  wohl  einer  der  sprechendsten 
Beweise  für  die  hohe  Ausbildung,  deren  sich  sowohl  die  praktische,  als 
auch  die  theoretische  Astronomie  erfreut, 

Ueberdies  sahen  die  Beobachter  an  der  nördlichen  Station  fast  alle 
Phänomene ,  die  man  bisher  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  bemerkt  hat. 
Bei  weitem  die  wichtigste  Beobachtung  ist  jedoch  die  einer  Protuberanz 
vom  Leiter  der  Station,  Linienschiffsföhnrich  Riha  durch  volle  29  Mi- 
nuten, eine  Beobachtung,  die  einzig  in  ihrer  Art  dasteht.  Die  Finsterniss 
hatte,  als  er  die  Protuberanz  das  erste  Mal  wahrnahm,  nach  der  üblichen 
Zählweise  erst  eine  Grösse  von  10,i  Zoll,  bei  der  bisher  noch  Niemand 
daran  dachte,  sich  schon  um  Protuberanzen  umzusehen,  und  als  er  die 
Protuberanz  das  letzte  Mal  erblickte,  war  die  Finsterniss  bereits  wieder  zu 
einer  zehnzölligen  herabgesunken,  und  da  entschwand  sie  seinen  Augen 
noch  nicht  wegen  Lichtschwäche,  sondern  wegen  eintretender  Bewölkung, 
Durch  diese  Beobachtung  erfahren  wir  also,  dass  die  Protnberanzen  auch 
bei  grösseren  partiellen  Sonnenfinsternissen  gesehen  werden  können.  Sie 
verdient  indess  noch  in  einer  anderen  Richtung  eine  besondere  Beachtung. 
Es  ist  längst  als  erwiesen  anzusehen  und  die  Beobachtungen  bei  dieser 
Finsterniss  haben  neue  Bestätigungen  dafür  beigebracht,  dass  die  Pro- 
tnberanzen dem  Sonnenkörper  angehörige  Gebilde  seien.  Näheres  über 
ihre  eigentliche  Natur  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  verschiedenen 
Vorgängen  auf  der  Sonnenoberfläche  wissen  wir  aber  so  gut  wie  Nichts, 
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und  es  dürfte  anch  noch  eine  lange  Zeit  vergehen,  ehe  wir  darüber  Auf- 
schlnss  erhalten  werden,  wenn  es  nicht  gelingt,  Protnberanzen  ausser  bei 
Sonnenfinsternissen  auch  bei  anderen  häufiger  sich  wiederholenden  An- 
lässen zu  beobachten.  Als  solche  hat  schon  vor  Jahren  Dir.  v.  Littrow 
auf  Sonnen-Auf-  und  Untergänge  im  Meere  hingewiesen ;  allein  der  Vor- 
schlag scheint  bis  jetzt  nicht  genügend  gewürdigt  worden  zu  sein, 
wahrscheinlich  weil  man  das  Suchen  nach  Protuberanzen  bei  solchen  Oe 
legenheiten  für  vergeblich  hielt.  Die  Wahrnehmung  Riha's  lässt  jedoch 
gar  nicht  daran  zweifeln,  dass  dabei  grössere  Protnberanzen  sichtbar 
werden  müssen;  es  wäre  daher  sehr  zu  wünschen,  dass  diese  Beobachtung 
die  Küstenbewohner  veranlassen  möchte,  den  Vorschlag  von  Director 
V.  Littrow  zu  beherzigen,  und  bei  klaren  Auf-  und  Untergängen  der 
Sonne  im  Meere  eifrig  nach  Protnberanzen  zu  suchen:  ihre  darauf  ver- 
wendete Mühe  wäre  gewiss  keine  vergebliche,  sondern  sicher  vom  besten 
Erfolge  begleitet,  wie  eine  Beobachtung  von  TacchiniamS.  August  1865 
beweist.  (Wien.  Akad.) 


XVIII. 
üeber  y^begrenzte*'  Derivationen  und  deren  Anwendung. 

Von 

Dr.  Anton  Karl  Grünwald, 

Doce&t  der  Mathematik  am  Polytechnikum  zu  Prag. 


Der  französische  Mathematiker  L  i  o  u  v  i  1 1  e  veröffentlichte  bekanntlich 
im  Jahre  1832  im  Journal  de  VEcole  polylechnique  (Tome  XII f^  Cahier  XXI) 
Bwei  wichtige  Arbeiten  unter  dem  Titel:  ,^Memoire  sur  quelques  Queslions 
de  Geometrie  et  de  MScanique  el  sur  un  nouveau  genre  de  Calcul  pour  r^soudre 
ces  Quesions^^  und  ^^Memoire  sur  le  Calcul  des  Diffirenlielles  ä  Indices  queh 
conques^^^  in  welchen  er  einen  neuen  Calcul  mitDifferentialqnotienten  mit  be- 
liebigem Index  einfährt  und  anwendet.  In  dem  zuerst  eingeführten  Memoire 
erklärt  sich  der  Verfasser  über  den  Begriff,  welchen  man  sich  nach  seiner 
Ansicht  über  die  Bedeutung  von  Differentialquotienten  mit  beliebigem 
Index  zu  machen  habe,  in  folgender  Weise  (siehe  II,  p.  3) : 

„  Voici  la  notion  exacle  qu'on  doil^  suivant  moi,  se  former  des  diffSrenlielles 
ä  indices  quelconques.  Je  suppose  que  y  reprisenie  une  fonction  de  x,  el  Je 
diveloppe  celle  foncUon  en  une  serie  dexponenlielles  teile  que 

A^e^i*+A^e^*+A^€^**+elc. 
ou  pour  übriger:  ^^„6*»*,     Cela  posS,  je  nomme  diffirentielle  ou  pluldl  ddrivee 
de  y  de  t ordre  \k  la  fonction  que  Von  diduil  de  y,  en  multipliant  chaque  terme 
^m  e^'  de  la  serie  par  la  puissance  ^  de  Vexposant  correspondanl  ou  par  m'*, 

etfexprime  celte  derivee  par  ——.     Tai  ainsi 

dxf^ 

^z=2A^e^*mf^. 
dxß 

Quelquefois    et  surtout    lorsque   (i  est  negativ,  Je    denole  2Ame^'  m**   par 
y  dx"/^  etfappelle  alors  cette  quantiti  ,,integral  de  Vordre  — fi". 
Die  hier   angeführte  Definition  der  Differentialquotienten  mit  belie- 
bigem Index  setzt  eine  besondere  Form  der  Function  y  voraus,  und  ist 
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streng  genommen  nur  dann  anwendbar,  wenn  und  insofern  als  y  in  eine 
convergente  Keibe  von  der  Form 

A^  g"»i '  +  ^,  ß'-t*  +  A^  c"»,*  +  etc. 
entwickelt  werden  kann.     Dieser  Umstand  war  es  zunächst,  welcber  mich 
vor  mehreren  Jabren  veranlasste,  denselben  Gegenstand  von  einem  nenen 
Gesichtspunkte  ans  selbstständig  zu  behandeln. 

Ich  fand,  dass  es  nicht  blos  nicht  nothwendig  ist,  die  Definition  der 
Differentialquotienten  mit  beliebigem  Index  von  einer  besonderen  Form 
der  Function  abhängig  zu  machen,  sondern  dass  man  sogar  durch  Einfüh- 
rung eines  neuen  Begriffes  „der  begrenzten  Derivationen  eines  beliebigen 
Index"  (einer  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  begrenzten  Integrale) 
einen  viel  umfassenderen  Calcul  erhält,  als  es  der  Liouville'sche  ist; 
einen  Calcul,  mittelst  dessen  viel  allgemeinere  Probleme  der  reinen  und 
angewandten  Analjsis  gelöst  werden  können. 

Diesen  neuen  Calcul  unterbreite  ich  in  den  folgenden  Blättern  nebst 
Proben  seiner  Anwendung  dem  Urtheite  der  Matbematiker. 

I. 

Wir  denken  uns  alle  Punkte  in  der  Ebene  des  Papieres  auf  ein  Polar- 
coordinatensystem  bezogen,  dessen  Ursprung  der  Punkt  0,  dessen  Axe  (za- 
gleich  die  die  Axe  reellen  positiven  Abscissen)  OX  ist,  und  stellen  nach  dem 
Vorgange  unseres  unsterblichen  Gauss  jede  complexe  Ghrösse  x^=^r(cosk 
+  sin  kj/ — 1)  durch  den  Endpunkt  eines  Radius  vector  dar,  dessen  Länge 
dem  Modulus  r,  dessen  Polarwinkel  der  Amplitude  l  gleich  ist. 

Ist  y  =f{x)  eine  beliebige  Function  der  unabhängigen  Variablen  x, 
und  beschreibt  der  unabhängig  bewegliche  Punkt  x  eine  beliebige  Curve 
in  der  Ebene  des  Polarcoordinatensjstems,  so  beschreibt  der  abhängig  be- 
wegliche Punkt  y  eine  von  jener  abhängige  Curve  in  derselben  Ebene. 
Wir  nennen  in  diesem  Falle  den  Inbegriff  (geometrischen  Ort)  der  von  dem 
unabhängig  veränderlichen  Punkte  x  durchlaufenen  Stellen  das  „Argu- 
ment-" oder  „a:- Gebiet";  den  Inbegriff  der  von  dem  abhängigen  Punkte  y 
durchlaufenen  correspondirenden  Punkte  hingegen  das  (jenem  xr- Gebiete 
entsprechende)  „Functions-**  oder  „y-Gebiet**;  den  Anfangspunkt,  von 
welchem  ans  der  Punkt  x  seine  Carve  zu  beschreiben  beginnt  „die  untere**^ 
den  Endpunkt,  bei  welchem  er  dieselbe  allenfalls  zu  beschreiben  aufhört, 
„die  obere  Grenze  des  Argumentgebietes**. 

Wir  ziehen  jedoch  in  den  folgenden  Blättern  ausschliesslich  nur  ge- 
radlinige Bewegungen  des  Punktes  x  und  die  ihnen  entsprechenden  im 
Allgemeinen  krummlinigen  des  Punktes  y  in  Betracht  und  beschränken 
uns  ausserdem  noch  auf  solche  geradlinige  Argumentgebiete,  innerhalb 
welcher  die  Function  y  =zf[x)  endlich  und  stetig  bleibt. 

Sei  d  =  ee^^''^  =  t(^cos  q)  +  sinq)j/ —  l)  eine  unabhängige  Grösse,deren 
Kichtungscoefficient  e^'^^^  constant,  sonst  aber  beliebig,  und  deren  Modo- 
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lu8  i  eine  anendlich  klein  werdende  Grösse  ist;  ferner  sei  n  eine  endliche 
oder  anendlich  gross  werdende  positive  ganze  Zahl,  und  x — nS=:zu  ein 
beliehiger  Pnnkt  der  Ebene,  von  welchem  ans  der  variable  Punkt  x  die  in 
einer  anter  dem  Winkel  (pCo^g> ^2n)  gegen  die  positive  Abscissenaxe 
gezogenen  Geraden  liegenden  Funkte 

X — nj  =  u,      X  —  n — 1  d,     X — n  —  28^,.,,x — 2j,     x — 6,     x 
durchläuft,  wobei  der  abhängige  Punkt  y=f{x)  beziehungsweise  durch 
die  Punkte 

hindurchgeht. 

Die  aufeinanderfolgenden  nach  der  Unabhängigen  x  genommenen 
DifiFerentialquotienten  können  nun,  wie  bekannt,  als  die  von  x  allein,  nicht 
aber  von  i  abhängigen  Grenzwerthe  definirt  werden,  welchen  die  Aus- 
drücke 

8 

fiä)-%f{s-S)-{-f{x-i8) 

d» 
f(x)  -  3/-(»  —  i)+if{*-tS)—f{x  —  8  «) 


UDiinfliörlich  zastreben,  wenn  j  nnendlich  klein  wird. 

Der  Ansdrack 
r(^)-(r)/^C^-^HQ/'(^-2^)-(3)/(^3a)+...+(-l)''(;)/-(a,-v3) 

— !•  ' 

welcher  für  ganze  positive  v  und  verschwindende  i  den  v^®°  Differential- 
quotienten  ^^  definirt,  ist  offenbar  in  dem  allgemeineren  Ausdrucke 

rH-(i)A'^)+(f)A^2<)-(|)A^8^)+-+(-i)"  (^)  /•(*-"  6) 

_^ 

in  welchem  5=a+^j/III  eine  beliebige  im  Allgemeinen  complexe  Grösse 
vorstellt,  deren  realer  £estandtheil  und  Modulus  beziehungsweise  u  und 
yc^  +  /S*  ist,  als  besonderer  Fall  enthalten,  da  er  ans  ihm  hervorgeht,  so- 
bald I  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich  gesetzt  wird.  Dieser  Umstand 
veranlasst  uns,  den  letzterwähnten  Ausdruck  vor  Allem  einer  eingehenden 
Discussion  zu  unterwerfen. 

Wir  betrachten  denselben  als  eine  Function  von  blos  vier  Grössen, 
nämlich  von  u,  x,  £  und  6,  da  die  fünfte  in  ihm  vorkommende  Grösse  n 
mittelst  der  Gleichung 

29* 
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1)  X  —  nd  =  u; 


X' 


6 

durch  x,  u  und  i  ausgedrückt  werden  kann;  und  bezeichnen  ihn  mit 

indem  wir  durch  das  rechts  unten  angehängte  Fnnctionszeichen  /*  andeuten, 
dass  die  Beschaffenheit  des  Ausdruckes  von  der  Beschaffenheit  der 
Function  f{pc)  abhängig  ist.     Wir  setzen  also: 

rW-  (0  A(^-  ^)+ (2)  A^ag)-(|)  /(^3  3)+. . .+  (-i)-(J)Aa;-n6) 

=  'öi 

wobei  sich  das  Snmmenzeichen  £  selbstredend  auf  die  von  p=0  bis  p=:n 
variirende  positive  ganze  Zahl  p  bezieht.  Ausserdem  bezeichnen  wir  in 
den  folgenden  Entwickelungen  den  Modulus  und  reellen  Bestandtheil 
irgend  einer  complexen  Grösse  R  beziehungsweise  durch 

mod  R   und  real  R. 

A)   Wendet  man  den  bekannten  Satz: 

„der  Modulus  einer  Samme  ist  stets  kleiner,  als  die  Summe  der 

Moduln  der  einzelnen  Summanden*' 
auf  den  Ausdruck  2)  an,  und  berücksichtigt  dabei,  dass  wegen  Gleichung  1) 
und  wegen  |  c=  a  +  /? }/ —  1 

mod  (a*)  =  mod  [(^^)  1  =  «-«  mod  [(a?  —  ti)* J 

ist,  so  erhält  man  die  Ungleichheit: 

modF[u,  X,  I,  ^]A<^^tf[(j_^)|j  -25=,%«  mod(^.modf{x^pS). 

Sei  ^^fnod(\^*^  der  grösste  unter  den  («  +  1)  Moduln: 

a)       mody^,      mody^,      »»orf(^|j,      morf^^£_J,      mody^ 
und  M  der  grösste  der  Modaln: 

h)  mod  fix),     modf{x—d),modf(x-'2S)...modf(^_\     »»od/Pj. 

Setzt  man  im  rechten  Tbeile  der  obigen  Ungleicbheit  für  jeden  einzelnen 

Modulas  der  Reihe  a)  den  grössten  derselben:  mod  (^j,und  gleichzeitig  für 

jeden  einzelnen  Modulus  der  Reihe  b)  den  grössten  unter  ihnen:  M,  so  ist 
um  so  mehr: 


3)  mod  F[u,  X,  I,  Ä>  <  -^!lj^±^-  mod  (f)  X  M. 

mod  [(x  —  w)*J  v/ 

Um  nun  ^odl)  zu  bestimmen,  ziehen  wir  den  Quotienten 
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in  Betracht,  in  welchem  p  irgend  eine  der  natürlichen  Zahlen 

0,     1,     2,     3 n 

vorstellt.     £s  ist  aher 

"""^(p  +  O  _  mod(S-p)      ,/(«-p)'+/?, 
•  +  l  / 


mod 


mithin  ist 


Ö) 


0>+i)* 


»•od(p4i)>«o''(|). 


wenn 


(«-p)'+/p>(p+i)«, 

d.  h.  wenn 

4a)  «•+/?— I>2i>(a+1), 

hingegen 

46)         ^^^{p+i)>^od(^^,  wenn  a'+ß^^l<2p  («+1). 

Wir  unterscheiden  jetzt  zwei  Fälle: 
erstens  _ 

a+l<0,   folglich  a<  —  l,    a*>l    und    a«+/5»— 1>0, 
zweitens 

a+l>0,    folglich  a>  — 1. 
Erster  Fall:   (a+l)<0,   folglich  a«+/5»-.i>0.      Die  Ungleichheit 
4  a),  somit  auch  die  Ungleichheit 

'«orf(p|i)>mod(^) 
ist  für  jedes  p  giltig,  d.  h.  es  ist 

Der  grösste  unter  den  Moduln 

welchen   wir   oben  mit  mod  ( M  bezeichneten,  ist  sonach  in  diesem  Falle 
der  Modulus  (^  j. 

5a)  '"^^(r)=='"^^(n)  ^^^  «<— !• 

Zweiter   Fall:   a  +  l>0   oder    a>— l.      Die    kleinste   positive 
ganze   Zahl   (mit  Einschluss   der   Null),   welche    noch  grösser  ist,   als 

^    ,    ^    ^  ,  ist  zugleich  der  kleinste  Werth  von  />,  für  welchen  die  ün- 
2(a+l) 
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■.^^^^w^/w^v^ir^ywww^^w>^^^x^^rf^^vw>^M«^i«^^v^^>^MW^^^l/^/^/^^^/^^^^^^v^k«^/>^;^^^^.^s'^/s^«^ 


gleicbbeit  46):  «*  +  /?* — l<C2p  («+!)>  mitbin  auch  die  Uogleicbbeit 
modl  -,  I  •  ]<^modi  J  bestebt.  Bezeicbnen  wir  dieselbe  mit  dem  Bucb- 
staben  v,  so  ist  nacb  dem  Gesagten 

hingegen 

d.  b.  iHO(f  f  M  ist  der  grösste  unter  den  Moduln 

mod {^^J,     mod \^^j,     mod ^A  ....mod ^ j ; 

56)     mod\}\^=mod(\  für  a>  — 1,    wenn  „v"  die  kleinste  positive 

ganze  Zabl  (mit  Einscbluss  der  Null)  bedeutet,  welche  noch  grösser 
ist,  als 

2(«+l)   • 
Nachdem  wir  nun  unter  allen  Umständen   den  Werth   des  Moduls: 
iworf (M  kennen,  kehren  wir  wieder  zur  Ungleichheit  3)  zurück,  um  die- 
selbe in  jedem  der  zwei  möglichen  Fälle:  a+1^0  und  a  +  l^^  ^^  s^c^ 
zu  untersuchen. 

Erstens.    Es  sei  a+l<0,   «< — 1,  also  nach  6a) 

In  diesem  Falle  ist  [siehe  Ungleichheit  3)] 

6)    modF[u,    X,   I,    Ä]^<!^^__i -^Xn«+imorf(^)xilf. 

n       mod[(a?  — m)sJ  vV 

Unser  ausgezeichneter  Mathematiker  Weierstrass  hat  aber  im 
51.  Band  des  Cr  eile 'sehen  Journals  in  seiner  Abhandlung  „Ueber  die 
analytischen  Facultäten**  nachgewiesen,  dass  sich  der  Ausdruck 

^      ^     \     "/  1.2.3      ....      n      .      /i— * 

für  jedes  endliche  u  einer  endlichen  Grenze  nähert  und  in  eine  stets 
convergente  Keihe  von  der  Form 

/r, .  u  +  Ar, .  M*+ Atj  . u'+ . . . .  etc.  in  infin. 
entwickeln  lässt,  wenn  die  ganze  positive  Zahl  n  unendlich  gross  wird. 

Setzen  wir  daher 

7)  (- 0»  (■;;)"-"+* =TC(«,«) 

und 
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-'  «  =  00  ^^  '    ■>       n  —  aa  Li  .   2     •     3     ....     n      .      n«-«J 

=  rc(«), 
SO  ist  i(;  (ti,  ri)  eine  Function  von  ti  und  fi,  welche  für  jedes   endliche  u  so- 
wohl für  endliche,    als   auch  für  unendlich  werdende  n  endlich     ist;    und 
rc{u)  eine  für  jedes  endliche  u  endliche  Function,  welche  mit  der  reci- 

proken  Gammafunction :    „,   ■   zusammenfällt. 

r{u) 


0)  rc{u)=- 


r{u) 

wenn  man  ühereinkomrot,  die  Oammafunction,  statt    durch  die  bekannten 
bestimmten  Integrale,  durch  die  Gleichung: 

10)        r(«)=     "'"    ri  .2    .    9    ....    n  -j 

^  'W        „=ooL«(«  +  l)(«+2)....(«+«-l)-''        J 

zu  definiren. 

Schreibt  man  nun  in  7)  — J  für  w,  so  wird: 
7a)  (-l)-(y««+^=i(^  (-«,«). 

mod  [(-1)»  (i)'*^"*"*    =  n«+  ^  mo(f  (^  j  =  morf  i(;  (-|,  «), 
mithin  [siehe  Ungleichheit  6)] : 

{rea/£<  — lt. 

Ein  Blick  auf  diese  Ungleichheit  lässt  sofort  erkennen,  dass  der  Mo- 

dulus    modF[u,  or,  ^,  6]f  für  unendlich  klein  werdende  J,  endliche  oder 

auch  unendlich  werdende  n  eine  endliche  Grösse  ist,  und  dass  derselbe 

sogar  beliebig  klein  werden  muss,  wenn  die  Function  f(x)  durch  das  ganze 

geradlinige   Argumentgebiet  von  w  =  u  bis  x  =  x  beliebig  klein   wird.. 

fi  -^  1 

Denn und  mod^( — |,  n)  bleiben  auch  für  unendlich  wachsende  n 

n 

endlich  und  M,  d.  i.  der  grösste  unter  den  Moduln 

modf(x)y     mod  f{x''i)f     tnodf(x—2S)....modf{X'^n5) 

ist  endlich  oder  wird  unendlich  klein,  je  nachdem  die  Function  f{x)  durch 

das  ganze  Argumentgebiet  endlich  bleibt  oder  unendlich  klein  wird. 

Es  gilt  also  der  Satz : 

„Der  Ausdruck  jP[w,  a?,  5,  d]^  nähert  sich  bei  verschwindendem  J, 
endlichem  oder  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten 
Function  von  u^  x  und  |  als  Grenze,  wenn  der  reale  Bestandtheil 
von  £:  rea/ 1  gleich  oder  kleiner  als  —  1,  und  ^  —  u  endlich 
ist;  die  betreffende  Grenzfunction  ist  endlich,  wenn/(ar)  durch 
das  ganze  geradlinige  ^Gebiet  von  a;=3ti  bis  x=iX  endlich  bleibt, 
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wird  jedoch  UDendlich  klein,  wenn  f{x)  von  «  =  «   bis   x  =  x 
eine  unendlich  klein  werdende  Grösse  ist/' 
Wird  X  —  u  unendlich  klein,  so  wird  wegen 

reali'K  —  1:  — -f. ^Fi=  757  =  ^» 

=^  mod[(.T — m)SJ       00 

mitbin  auch  [siebe  Ungleichheit  11)] 

lim  mod  F  f t/,  «,  |,  S\f  =s  0, 

UmF[u^  X,  S,  a]^=0; 

und  für  ti  =  a;,     ^lli^  =  d  =  0 
n 

^[«,  a;,  I,  6]  =  ^[a;,  x,  J,  0];.  =  0. 

Wir  haben  sonach : 

12)  limF[u,x,l,  a]/-  =  0 

{^^fl^S<^l>     /im(a?  —  w)  =  0,     /imÄ  =  Oj 

und 

\2a)  F  [x,  X,  I,  0]/^  0,     /* K  w,  |,  0>  =  0 

|rea/§<  — 1|. 

Zweitens.     E8seia+1>0,     a>  — 1,  also  nach  6d); 

In  diesem  Falle  wird  im  rechten  Theile  der  Ungleichheit  3) : 

w«  («+l)mod(^)  =  n«+^  morf0)  •  ^^ 

mit  n  unendlich  gross;  es  ist  daher  nicht  möglich,  aus  der  Ungleichheit  3) 
einen  Schluss  über  die  Grösse  des  Modulus  modF\uy  x,  |,  S\f  zu  ziehen; 
so  dass  sich  Alles,  was  aus  der  Ungleichheit  3)  bezüglich  des  letzterwähn- 
ten Modulus  abgeleitet  werden  kann,  auf  das  oben  ausgesprochene  Theorem 
und  die  Gleichungen  12)  und  12  a)  beschränkt. 

B)  Die  Gleichung  2)  liefert,  wenn  x   in  x  —  i  übergeht,  während 

<u |# 

u,  I  und  6  ungeändert  bleiben,  und  n  sich  entsprechend  von  n  =  — 5 —   in 

0 

(x  —  S)  —  wx— w  .- 

^^ j- =  — r 1  =  «  —  1  verändert: 

0  0 

F\u,x  —  i,l,S\f  = 

Subtrahiren  wir  diesen  Anscirnck  von  dem  ursprünglichen: 

F[u,  X,  I,  d]/-= 

^1  ' 

dividiren  nachher  durch  i  und  berücksichtigen  dabei  die  Kelationen: 
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"(i)+>=ei')>o)+(i)-ef).-a)+Gi,)=et'). 

80  finden  wir: 

i 

_/-(a:)- (^|^y(x-J)+(^  +  ^)/-(^-2d)- etc. +(-!)■  (^yy(x-na) 
_  - 

0 

Für  verschwindende  S  wird  daraus : 

14)  ^  Km  /•  (11,  «,  li]r=  lim  F [u,  x,l+l,i]f 

Ans  dieser  Relation  flieset  weiter  mittelst  snccessiver  Snbstitntion  von 
1+1,1  +  2 l  +  p-lfüri: 

Um  Flu,  a:,  g  +2,  6]^=—  /tm  F[u,  x,^  +  ],  S\^^  —  lm  F[u,  x,  J,  b]f 
/im  i^[M,  a:,  S  +  3,  6]/=  ^ /im  i^(ti,  x,  |  +  2,  6]^.=  ^  /im  F(t/,  x,  |,  a]/^ 


allgemein : 

Op 

Hfl)  /im  F[ti,  X,  J  +  p,  S\r==  —  lim  F[u,  ar,  S,  6\f 

{ /im  d  =  0;     p :  eine  positive  ganze  Zahl  {. 
Schreibt  man  hier  ^  —  p  für  $,  so  bekommt  man  noch 

146)  lim  F[u,  X,  I,  ^1/=J^  ^irn  F[u,  x,  J-p,  6]/ 

{ lim  6=0;  p:  eine  positive  ganze  Zahl }. 
Nach  dem  unter  ^  ansgesprochenen  Theorem  und  der  Gleichung  12  a) 
ist  der  Grenzwerth  limF[u,  x,  |,  6]^  für  real  (5  +  1)  ^0,  real  i^^  —  l  eine 

6  =  0 
endliche  Function  von  u,  x  und  |,  welche  verschwindet,  wenn  x  =  u  wird. 
Integriren  wir  daher  die  Gleichung  14)  nach  x  zwischen  den  Grenzen  x=u 
und  x  =  x  unter  der  Voraussetzung,  dass  real  (§  +  l)  ^  0  sei,  so  wird 
lim  F[u,  or,  ^,  6]/—  /im  /'[i/,  u,  |,  S]^=lim  F[u,  x,  |,  6]/ 

=JlimF{u,  or,  {  +  1,  6)/^ .  da:, 

oder  wenn  g  +  lssj*,   S=|' — 1  gesetzt  wird : 

16)  limF{u,  X,  I'  — 1,  6]    =::fiijnF[u,  ar,  r,  «1/^.  ^ar 

jrefl/(5')^0, /im«  =  0j. 


450        Ueber  begrenzte  Derivationen  nnd  deren  Anwendung. 
Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  der  Beihe  nach  für  J* : 

r-i,  r-2 r-(p~i), 

was  offenbar  gestattet  ist,  da  wegen  reöZ(|')<0  um  so  mehr  auch 
real  {^ —  0  ^  ^i  ^^^  (^ — 2)  ^ 0,  .  .  .  .  real  (^ — p  +  1)  ^ 0  sein  mnss,  so 
findet  man  successive : 

limF[u,  X,  S  — 2,  6]f=JiimF[ü,  x,  r—  1,  i]r.dx 


~Jd^  J^i^  ^[«>  ^»  1»  S\f.dx 


X=tf        4r=M 

lim  F[u,  ir,  r  —  3,  S]f=Jdx  .  lim  F[u,  x,  |'--2,  S\f.dx 

S=zu 


■~  J  d^  f  dx  fdx  .  lim  F  [w,  a:,  l*,  6]  /- 


X=^U       X=:U        X=U 


15  a)     lim  F[u,  or,  |' — p,  *]/'  = 

~  J  dxjdx'"jdxjdxjdx.  lim  F[u,  x,  |',  d]/^ 

X=M        4r=ll  X=ZU        X=tf        X  =  M 

(p  mal)  ([ jo--l]mal)  {3mal)  (2mal)  (Imal) 

\real^'<0,     lim  6=^0]. 
In  dem  speciellen  Falle  |'=0  ist  nach  2) 

16)  Flu,x,0,8]r  =  n^), 

mithin  nach  Gleichung  15  a): 

-X=X      ^X—X  f^Xi=.X  'x^x      -x  =  x 

17)     limF\u^  Xy  — p,  S]f==Jdx   fdx  ...fdx  fdx   J  f{x)dx 

X=rM  Xt=M  X  =  lf  X  =  M         X^=M 

(p mal) ([/>-l]mal) (3mal)  (2mal)  (Imal) 
I  lim8==:0y  p :  eine  ganz  positive  Zahl  |. 
Für  p  =  l  folgt  hieraus: 

limF[u,  X,  —1,  S]r''=ff{x)dx 

x-=^n 

{/fm6=0t, 
eine  Relation,  deren  Richtigkeit  auch  mittelst  directer  Substitution  Ton  — 1 
für  I  in  die  Gleichung  2)  nachgewiesen  werden  kann.     In  der  That  liefert 
die  Gleichung  2)  für  {  c=  —  i  wegen 

-(7')=+(i')=-(i')=-=<-'K-.')- 

limFlu,  X,  —1,  «]/•=  lim  S  [f{x)  +  f{x—i)  +f{x—2S)  +  ....  +f{x—nö) 
—ff{x)  dx. 

X  =  U 

Da  die  gewöhnlichen  Differentialquotienten  beliebiger  Ordnung   von 
bestimmten  Functionen  wieder  bestimmte  Functionen  sind,  so  folgt  aus  14a), 
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dass  limF[u^  ar,  I+Pi  Äj/'eino  bestimmte  Function  von  u^  x  and  5+p  sein 
mnss,  wenn  l%mF\}i^  x^  |,  S\f  eine  bestimmte  Fnnction  von  w,  x  und  \  ist. 
Das  letztere  ist  aber  nacb  dem  unter  Ä)  aufgestellten  Theoreme  für 
real  |^  —  1  der  Fall;  mitbin  ist  aucb  lim  F\u^  ar,  |+p,  i\f  für 
^^<3t/(^+/>)  ^p — 1  eine  bestimmte  Function  von  m,  a:  und  (5+p)  und  man 
bat,  da  (f+i')  j^^e  beliebige  complexe  Zahl  vorstellen  kann,  den  Satz: 

„Der  Ausdruck  F\u^  x,  |,  6]/* nähert  sich  bei  verschwindendem  d, 
endlichem  oder  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten  Function 
von  w,  X  und  J  als  prenze,  wenn  die  Differenz  x  —  h  eine  end- 
liche Grösse  ist,  mögen  die  Grössen  u^  x  und  $  was  immer  für 
Werthe  haben." 

C)  Lässt  man  in  der  Gleichung  2)  die  Grösse  u  in  ti  + J  übergehen, 
ohne  die  Grössen  x^  \  und  d  zu  ändern,  so  geht 

und  damit  die  Gleichnng  2)  in  die  Gleicbnng 
/•[u+i.x.l,  «]?  = 

über,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Gleichung  2)  von  der  letzteren  sub- 
trahiren  und  nachher  durch  d  dividiren 

18)       ^["+3.  g.  g.  iy-Flu,  X,  g.  S]f  ^       (-*)"  (h)^^^     ^ j^ 

=-<_„.(y.H.x^_^. 

Mit  dem  Verschwinden  von  d  und  unendlichen  Wachsen  von  n  geht  hier 
der  linke  Theil  über  in : 

—  {/fm^[M,ar,  S,  d]/*}, 

während  im  rechten  Theile  der  Ausdruck  (— 1)"(,|)  ^^"^^  ö*ch  den  Glei- 
chungen 7),  7  a),  8),  0)  und  10)  dem  Grenz  werthe 

19)  lim^  j(-l)«  (y  «6+«  j  =lim  ^  i-l  n)  =  rc  [-|]  =jp^ 

zustrebt. 

Wir  haben  daher  die  bemerkenswerthe  Eelation : 

20)  ^  { limFiu,  X,  s,  «]/'}  =  -  rc  [-a  X  ■^^j'g+r 

__  JL_      /^(") 
-     r(-|)  •(*-«){+«• 
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II. 

Begriff  der  „begrenzten*'  Derivationen  und  Integrale  mit  beliebigem  Index 
nnd  ihre  Darstellung  durcli  einfache  bestimmte  Integrale. 

Wir  fanden  in  der  vorigen  Nammor,  welche  sich  mit  der  allgemeinen 
Discussiou  des  Ausdruckes  F[u^  »,  g,  d]/*  beschäftigte,  dass  derselbe  einer 
bestimmten  Function  von  ti,  x  und  |  als  Grenze  zustrebt,  wenn  x — u  end- 
lich ist  und  S  verschwindet,  und  dass  diese  Grenzfunctiun  für  ganze 
positive  £:|^=v  von  der  Untergrenze  u  unabhängig  und  dem  £^*''  (d.  i. 
dem  v^*°)  gewöhnlichen  Dififerentialquotienten  der  Function  f{x)  gleich 
wird. 

Diese  Thatsache,  sowie  der  Umstand,  dass  der  Grenzwerth,  welchem 
sich  der  Ausdruck  f'[t/,  x,  J,  ö^f  für  unendlich  klein  werdende  ö  und  be- 
liebige §  unaufhörlich  nähert,  ausser  von  x  und  von  |  im  Allgemeinen  auch 
noch  von  u  und  von  den  Werthen 
f^u)^f{x''nS),    f{u+S)=nx^lf^lS),    /•(ti  +  2d)=/(a:-;r^«),.... 

.,.,f{u+n^iS)  =  r{x--d),    nu  +  nS)=f(x) 
abhängt,  welche  die  Fanction  f{x)  nach  und   nach  annimmt,  wenn  die 
Variable  x  das  Werthgebiet 

M=a:  —  nd,     x — n  — Id,      x — n— 2d,....a? — d,     x 
durchläuft;  alles  dies  veranlasst  uns,  den  Grenzwerth: 

Um  F[t/,  or,  |,  S]f 
d=0 
für  jedes  (reelle  oder  complexe)  |  den 

„5*"  über  das  geradlinige  Argumentgebiet  von  a;=u  bis  a:=x 
ausgedehnten  Differentialquotienten'* 
oder  die 

„!*•  über  die  gerade  Linie  vom  Punkte  u  bis  zum  Punkte  x  er- 
streckte Derivation  der  Function  /"(a:)** 
zu  nennen,  und  sowohl  durch  das  Symbol : 

als  auch  durch 

^«  (/(*)];=: 

auszudrücken. 

Wir  fanden  ferner  [siehe  I,  Gleichung  17)],  dass  der  Grenzwerth 
lim  Flu,  X,  J,  öy 
d=0 
für  ganze  negative  | :  |= — p  das  p-mal  hintereinander  zwischen  den 
nämlichen  Grenzen  von  a;=ti  bis  x=^x  von  der  Function  f(x)  genommene 
Integral 
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x=s    ^x=x  s=s       x=x       X=ZX 

J  dx  J  dx"''  J  dx   J  dx    Jf(x)  .  dx 

*=M  X  =  M  X=ZU  X^U  X=ZU 

\p  mal)  {p-l  mal)     (3  mal)   (2  mal)  (1  mal) 
repräsentirt,  welches  wir  Kürze  halber  durch 

andeaten  und   das  „(—{)*•  (d.  h.  hier  das  p**),  von   x=m  bis  x=x   er- 
streckte Integral  der  Function  /(ar)"  nennen  wollen. 

Dieser  Umstand  lässt  es  als  zweckmässig  erscheinen,  für  den  Grenz- 

werth 

UmF[u,x,ld']f 

oder  die  Derivation 

noch  ein  weiteres  Symbol  einzuführen,  und  diese  Derivation  nicht  blos  für 
ganze  negative,  sondern  für  alle  reelle  oder  complexe  ^  das 

„( —  J)'*  über  die  Gerade  vom  Punkte  u  bis  zum  Punkte  x  er- 
streckte Integral  der  Function  f(xy^ 
zu  nennen  und  durch 

SU  bezeichnen,  d.  h.  für  jedes  ^  zu  setzen: 

=  limF[u,x,  J,  6']f 
und  (wie  aus  I)  durch  Substitution  von  (  —  5)  ^ü*'  J  gefunden  wird: 

la)  fif^x)  dxi]i=i=  />-6[/'(^)]^=:=^{[7W]:=: 

=  limFlu,x,  —  ^,  d]/: 

Ist  i  eine  andere  unabhängig  veränderliche  Grösse,  welche  dasselbe 
Werthgebiet 

w,     w  +  Ä,     w+2d,     w-f  3d,. . .  u+(m  —  l)d,     u+mö 
durchläuft,  wie  die  unabhängige  Variable  or,  und  versteht  man  hierbei  unter 
m  eine  positive  ganze  Zahl,  welche  bei  verschwindendem  d  derart  ins  Un- 
endliche  wächst,  dass  u-^-md  einem  bestimmten  Grenzwerthe  v  zustrebt, 
mithin 

1)  lim  {md)  =  v  —  u 

wird,  so  nennen  wir  in  Uebereinstimmung  mit  unseren  obigen  Definitionen 
und  mit  der  bekannten  Definition  der  gewöhnlichen  begrenzten  Integrale 
den  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Ausdruck: 
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_  -  , 

mit  dem  Verschwinden  von  ö  unaafhörlicb  nähert, 

„die  1^*  nach  der  Unabhängigen  /  genommene  über  die  gerade 
Linie  vom  Funkte  t=u  bis  zum  Punkte  i=v  erstreckte  Deri- 
yation  der  Function  /"(/)" 

oder  auch 

„das  ( — {)**  nach  der  Unabhängigen  i  genommene  über  die  Ge- 
rade vom  Punkte  /  =  u  bis  zum  Punkte  t=v  ausgedehnte  Integral 
der  Function  f  (/)" 

und  schreiben  demgemäsa: 

Da  sich  der  Ausdruck  F[u,  t;,  J,  d']f  in  Bezug  auf  die  Function  f(x)  der 
Unabhängigen  x  gerade  ebenso  verhält,  wie  bezüglich  derselben  Function 
f(/)  von  der  Unabhängigen  /,  so  muss  sein  Grenzwerth  für  verschwindende 
ö  ebenso,  als 

„die  !*•  nach  der  Unabhängigen  x  genommene  von  x=su  bis  x^^v 

geradlinig  erstreckte  Derivation  der  Function  /"(a:)" 
oder 

„das  ( — jy*  nach  x  genommene,  von  x=u  bis  x=v  geradlinig 

erstreckte  Integral  von  f(xy^ 
bezeichnet,  mithin  auch 

Ic)  Dl  [f{a;)r,z:=ßU  rf:r-6]:r:  =  /'mF[«,  .,  I,  a] 

gesetzt  werden. 

Aus  der  Yergleichung  von  16)  und  Ic)  geht  die  Relation 

3)  j>nn^)Zz:=^^in')G 

hervor,  welche  lehrt,  dass 

„es  gleichgültig  ist,  mit  welchem  Buchstaben  (o?  oder  /  etc.)  die 
Unabhängige  einer  begrenzten  Derivation  bezeichnet  wird,  wenn 
nur  ihre  Werthgebiete  oder  mit  anderen  Worten  die  Grenzen  der 
Derivation  dieselben  bleiben." 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  I)  und  Ic)  |  =  0  und  berücksichtigt, 
dass 

HmF[Ui  a?,  0,  Ä]/'=/'(ar)     [siehe  I,  Gleichung  16)J 
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und 

ist,  so  findet  man :  ^ 

*^       )^''[r(*)]:=:=/[r(*)]:=:=/'(«'). 

d.  h.  „die  0**  Derivation  einer  Function  ist  gleich  dem  Werthe,  welchen 
diese  Function  annimmt,  wenn  für  die  Unahhängige  deren  ohere  Grenze 
genommen  wird." 

Ist  der  reale  Bestand tbeil  fles  Derivationsindex  |  kleiner,  als  die 
negative  Einheit  oder  ihr  höchstens  gleich ,  setzt  man  ferner  in  Glei- 
chung Ic) 

und  beachtet  die  Relation  12a)  der  vorhergehenden  Nummer,  so  erhält  man: 

6)       i>^  !y(*)]:=: = ■»«  [fmz: = -»^  [r(*)]:=: = o 

{re«/|^  — 1}. 

Die  Gleichnng  20)  in  der  vorigen  Nammer,  welche  mit  Hülfe  unserer 
Definitionsgleicbnog  I)  auch  in  der  Form : 

geschrieben  werden  kann,  liefert  nun,  wenn  sie  mit  du  multiplicirt  und 
dann  nach  u  von  u=x  bis  u=u  integrirt  wird,  wobei  x  als  Constante  zu 
behandeln  ist,  und  real  §  ^  —  1  sein  soll : 

mithin  wegen  Gleichung  5) : 

jrea/l^-lj, 

wobei  wir  im  rechten  Theile  für  die  Integrationsvariable  u  eine  neue 
Variable  &  geschrieben  haben,  ohne  die  Integrationsgrenzen  zu  ändern. 

„Jede  begrenzte  Derivation,  deren  Index  einen  reellen  Bestand- 
theil  hat,  welcher  kleiner  ist,  als  die  negative  Einheit  oder  ihr 
höchstens  gleichkommt,  kann  somit  durch  ein  gleichbegrenztes 
gewöhnliches  (einfaches)  Integral  dargestellt  werden/^ 

Ist  der  reale  Bcstandtheil  des  Integrationsindex  grösser,  als  die 
negative  Einheit:  re«/|>  —  1,  so  gilt  die  Gleichung  II)  nicht  mehr. 
Nichtsdestoweniger  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  jede  begrenzte  De- 
rivation der  Function  f(x)  durch  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  aus- 
gedrückt werden,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 
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Es  sei  real  S  >  —  1,  also  real  (|  +  l)>0.  Wir  bezeichnen  mit  v  eine 
positive  ganze  Zahl,  deren  kleinster  Werth  gleich  oder  grösser  ist, 
als  real  (g  +  1),  und  setzen 

«)  i-v=r.  ^   • 

Die  Grösse  ^  genügt  dann  der  Bedingung:  rea/($')<^ — 1,  da  nach  der 
Voraussetzung 

also 

rea/(|— v)<  —  1 
wird. 

Wir  wenden  auf  das  nnbestimmte,  nach  der  unabhängigen  d  genom- 
mene Integral 

v-mal  hinter  einander  die  theilweise  Integration  an,  multipliciren  die  so 
erhaltene  Gleichung 

r  fc»)d»  _^(d)(5-dH'    fX»)(^-»)-^'+'  .n»)i^-»)-^'+' 

jC:c-¥)i+^ 1  f(i'-i)     ■*"  r(i-i)(i'-2)    •• 

(-0''-7"'-"W(^-»)~^'"'~' 

••••"*■  i'(r-i)(i-2).,..(r-v+i 

,  (-1)" rr'K9)d» 

^  I'  (I'- 1)  a-  2)  • .  • .  (1- V + 1)  J  (x-»)r-'+i 

mit 


berücksichtigen  dabei  die  Relationen: 

(-i')r(-r)=r(-r+i);  (-r)(-r+i) r(-r)=r(-i'+2).... 
....(-r)(-+ri)(-r+2)....(-r+v-i)r(-r)=r(-i'+v) 

und  nehmen  beide  Theile  der  dadurch  in  die  Form: 

r(-iv  (^=ö)l^ "     r(-r+ 1)  r(-r+2) 

gebrachten  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  (=m   und  t=x,  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  die  Functionen  f(x)^  A^)i  n^)}  ..../'^•''"^  (^)»  T^'K«)» 
von  x=u  bis  x=a?  endlich  und  stetig  sind. 
Da 

rea/aO<-l, 
mithin 

reöK— l')^+l.     rMK-S'  +  l)>  +  2....rea/(—'|  +  v— l)>v 
ist,  so  verschwinden  ftir  0-=ar  sämmtliche  rechter  Hand  ausserhalb  des 
Integralzeichens  stehenden  Glieder  zugleich   mit  ihren  respectiven  Fac- 
toren : 
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(x— »)-«',     («-*)-«'+'....  (a;-<^)-f+»-», 
and  wir  bekommen  für  alle  x  von  x=^u  bis  x=x: 


1      r_md9__ 


_/(«)(a;-«)-f  r(")^r-«H•^^^  ,r(«)(«-"H-+\ 

-   rc-r+i)  "^      r(-|'+2)      +     r(-r+3)     ■^•••' 
•••'■'         rFiViö         "'■r(-r+v)J(x-d)f— +'• 

Die  Gleichung  II),  welche  für  solche  |,  deren  reelle  Bestandtheile 
kleiner,  als  die  negative  Einheit  oder  derselben  höchstens  gleich  sind 
and  für  innerhalb  der  Derivationsgrenzen  endliche  nnd  stetige  Functionen, 
wie  f(x')  gültig  ist,  liefert  uns,  wenn  wir  in  ihr  ^  für  |  schreiben 

nnd  wenn  daselbst  ausserdem  noch  die  Function  /'(''(x)  für  ^(«),  also  auch 
/•<•'»  (d)  fürfC^)  gesetzt  wird 

wenn  dagegen  in  derselben  Gleichung  II)  ^ — v  für  J,  und  zugleich  f^^^{x) 
für  /•(«)  und  f^^^(ßt)  für  /'(-&)  genommen  wird: 

Mit  Hülfe  von  8)  und  9)  kann  die  Gleichung  7)   dargestellt  werden  wie 
folgt: 

_r{u)ix-uy^  fXu){x-ur^^^   nu){x-uy^'^^ 


Differenziiren  wir  sie  in  dieser  Gestalt  v-mal  hintereinander  nach  der  Un- 
abhängigen X  allein,  behandeln  also  u  und  x  als  Constante  und  beachten, 
dass 

r(- 1-\-  0= (-  0  (-  r+  0  (-  r+2). . . .  (-  r-v+ o  n-  r-  v+ o 
r(-r+2)=(-r+0(-i')(-i'-i)....(-r-v+2)r(-r-v+2) 


r(-r+v-i)=(-r+v-i)(-i'+v-2)....(-r)ix-r) 

ist,  so  ergiebt  sich 

ZelUchrilt  f.  MaUieouitik  a   Physik.  XU,  6  30 
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~  A-r-v+i)  "^     r(-r-»+2)     ■^••••"^         r(=?) 


+  d?^)^'"''t^""(*>J'=-i- 


Nun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  14  a)  und  14  fr)  der  vorigen  Num- 
mer, welche  mit  Berücksichtigung  der  Definitionsgleichung  begrenzter 
Derivationen  (I)  in  die  Form: 

{£:  beliebig;  p:  ganz  und  positiv} 

gebracht  werden  können,  wenn  man  daselbst  v  für  p,  ^  für  |,  und  ausser- 
dem in  der  zweiten  Gleichung  (12 a)  die  Function  f^{w)  für  f(x)  setzt: 

^,p«'[A(-)]:=:j=^«'+''cr(-)]:=: 

Mithin  wird  [siehe  Gleichnng  ll)]: 

~  r(-r-v+i)  "^    r(-r-v+2j    "^••••■»-  /(-o 

und  wir  erhalten  schliesslich,  wenn  wir  wieder  5'+vs=|,  g'srrj— v  setzen 
[siehe  er)]  und  die  Gleichung  8a)  zu  Hülfe  nehmen,  für  alle  x  von  x=su 
bis  x  =  x: 

IIa)      Di[f{x)Zzl  = 

-   r(~|+i)""*"      r(-|+2)     ^      r(-s+3)      "*"••"• 

1        /*  r^(^)d^ 

rr^a/(|)>  —  1;  v:  eine  positive  ganze  Zahl,  deren  klein- 
jster  Werth  gleich  oder  grösser  ist,  als  real(^+l)-  f(x)A 
Ir  (x),  r  (a?) . . . .  r^  '^Kx),  r^^  W :  Functionen ,  welche l 
[durch     die    ganze   gerade    Linie    vom    Punkte   x={i| 
bis  zum  Punkte  x^=x  endlich  und  stetig  sind. 


p^  -^)(M)(a;  — t/)~^H-ir-i 
•  •  •  •   I 


^(-«+'')  e^- 
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Beispiele,    a)  Es  sei  f(rr)  =  1. 

In  diesem  Falle  ist  nacb  II)  für  real  (J)<  —  1 : 

für  real  J  >  —  1  hingegen  hat  man  nach  II  a);  wenn  v  die  kleinste  positive 
ganze  Zahl  bedeutet,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(|+J),  wegen 

rw=r(")=r(«)= ....  =f(^Ku)=o 


Es  ist  also  für  jedes  | 


1«)  ^co:=:=^^=^' 

6)   Es  sei  f(x)  =  («r— m)    nnd  r««/  (A)  ^  0. 
Für  rea/ 1  <  —  l  ist  nach  II) 


oder,  wenn  für  mittelst  der  Gleichung : 

eine  neue  Integrationsvariable  o>  eingeführt  nnd  beachtet  wird,  dass  für 
beliebige  p  und  ^,  deren  reale  Bestandtheile  den  Bedingungen 

real  (p)  >  0,     real  (q)  >  0 
genügen, 


ist: 


0=1 


_  (a;-«)^-rjr(t+i)  r(-i) . 
14«)  i)«  l(^-«yrsZ:^rcx+t-^)  ix-uy-^ 

\real^^ — 1;    realX^O]. 

Für  rea/§>  —  1  wird  nach  II  ö),  wenn  v  die  vorige  Bedeutung  hat  und 
ausserdem  rea/(A)>v  ist   [so   dass  die  Functionen /^(a?)  =  il  (a; — 1/)^"~^, 

/•''(J;)=^(^-l)(x--ll)^-^...f(*')(x)=^(^■-l)....(^-v+l)(J;-M)^^ 

für  alle  x  von  a;=fi*bi8  x=zx  endlich  und  stetig  sind]: 

30* 
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Df-[u   uyr='    K^-i)a-2)-.-a-v+i)m-")^-''rf» 

MA-i)....(A-v+i)^rO-v+i)n-g+v)^_    „sl_. 

= iX-l  +  v)  ^ /-(A+l-l) ('"-") 

Wir  haben  also  wie  früher 
,46)  D^  [Ca>-uyYJi:  =  j,^^  -  (a>-uy-i 


! 


refl/|>— 1;  rea/(A)>v;  v:  die  kleinste  positive ganzei 
Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(J+l).     | 


III. 
Die  Zerlegnngstheoreme  der  begrenzten  Derivationen. 
A)  Der  Ausdruck 

fi^)-(f)fi^  -ö)+(2)/^(a:-2(5)-. .  .+(-i)«(|y(a.--„Ä) 

F[u,  X,  1.  %a:)= — ^f — 

\x  =  u+n6\ 
besitzt  offenbar  die  durch  die  Gleichungen 

1)  F[U,  X,  5,  ^]<p(:i)±V^(x)  =  ^[w,  X,  I,  ö']^^(x)  +  F[tl,  X,  I,  S]^(,), 

+  F[i/,a?,  I,  %^(^)+etc. 

2)  -^[w,  a?,  I,  6']cF(x)  =  C.F[u,  Xy  S,  a]p(-„ 

ausgedrückten  Eigenschaften,  wenn  wir  unter  q>{x\  (p\{x)y  q>t{x),,,.^  ^(^)i 
F{x)  beliebige  Functionen  der  Unabhängigen  x  und  unter  C  eine  beliebige 
Constante  verstehen. 

Lassen  wir  8  in  den  Gleichungen  1),  la),  2)  unendlich  klein,  n  unend- 
lich gross  werden,  so  zwar,  dass  limnö^^x  —  u  wird,  und  nehmen  wir 
ferner  an,  die  oben  erwähnten  Functionen  seien  innerhalb  des  geradlinigen 
Intervalles  von  x  =  u  bis  Xs=:x  endlich  und  stetig,  indem  wir  uns  in  diesen 
Blättern  nur  auf  Derivationen  solcher  Functionen  beschränken,  welche 
innerhalb  der  Derivationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleiben,  sp  erhalten 
wir  augenblicklich 

aus  1): 

1)    j)i [<pi<^)±H<^)zz: = Di i<p(.x)yjz:  +  Di [*(«)]:=:, 
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y^^^^^-^'T^^-^ry^^^^^^^^^^^^^ 


ans  la): 
I«)       I^  \_^{x)  +  9»,  (,r)  +  g.,  (a.)  +  etc.]  = 

=-p«  \.f  w]:=: + ^  [9».  (^)]:=: + ^  c?».  {^)]:=:  +  «tc, 

fius  2) : 
II)  ^^[^XF(a:)]:=:=(7.2)^[i^(a:)]^=:, 

d.h. 

„Jede  begrenzte  Derivation  einer  Summe  ist  gleich  der  Snmme 
der  gleichnamigen  Derivationen  der  einzelnen  Summanden". 

,)Jede  begrenzte  Derivation  einer  Differenz  ist  gleich  der 
Differenz  der  gleichnamigen  Derivationen  des  Minuends  und 
Subtrahends". 

„Jede  begrenzte  Derivation  eines  Prodactes  aus  einer  Con- 
stanten und  einer  beliebigen  Function  der  Unabhängigen  x  ist 
gleich  dem  Prodncte  ans  der  Constanten  in  die  gleichnamige 
Derivation  der  Function". 

B)  Es  ist  bekanntlich  ftir  jedes  ganze  positive  \  :|=p  und  beliebige 
Functionen  tp{i£)^  f{x): 

Da  nun  ein  gewöhnlicher  Differentialquotient  beliebiger  Ordnung 
einer  begrenzten  Derivation  von  demselben  Index  gleichgesetzt  werden 
kann;  deren  Obergrenze  die  unabhängige  Variable ^  deren  Untergrenze 
aber  eine  beliebige  Constante  u  ist;  so  kann  man  auch  schreiben : 

= 9(^)^[r(*)j:=:+ (?)  vi^)  ^«-'  [fi'^rjz +• 

\i=^P'  g^nz,  positiv}. 

Der  (p  +  l)-gliederige  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ist  in  dem 
nachstehenden  (n  +  l)-gliederigen  Ausdrucke: 

als  Specialität  enthalten,  indem  er  daraus  hervorgeht,  wenn  §  ganz  und 
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positiv :  ^=p  genommen,  und  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  n  gleich  p 
gesetzt  wird. 

Die  Differenz: 

4)   Di\nx).g>ia:)]:=:-g>(x)I)i[nx)]l=l(f)g>'{x)  Li-i{fix)r,Z:- 
-g)v"(x)i)«[r(x)l^=:-....-(„il)g.<-'»(a:)i)«-"+«[A(x)]:=:- 

wird  daher  =0,  wenn  |=/)  ganz  und  positiv  und  n>p  wird. 

Dieser  bemerkenswerthe  Umstand  veranlasst  uns,  den  Ausdruck  4) 
für  beliebige  complexe  £  näher  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ihn  kurz  durch  B[uy  x,^,  ;i],  um  anzudeuten  ^  dass  er 
von  den  Grössen  u,  x,  |,  und  n  abhängt  und  nehmen  wir  an,  dass  die  beiden 
Functionen  f{jc),  g)(x)  in  dem  vom  Punkte  a:=M  bis  zum  Punkte  x=zx 
reichenden  geradlinigen  Intervalle  endlich  und  stetig  bleiben. 

Es  sei  also  ganz  allgemein* 

Ä[«,x,|,»]=/>«[/'(x)..p(x)];^^-,p(x)Z)f[/-(a:)]^=^-0v'WZ)f-'[/-(x)];;=:- 

^^      -(2)'p»^f-»[/-(x)]:=:-....-(t)v'->(^-)  D^-'ifixniz:. 

a)  Wir  beginnen  die  Analyse  damit,  dass  wir  diese  Gleichung  partiell 
nach  der  Untergrenze  u  differenziiren  (also  die  Obergrenze  x  und  den 
Index  I  als  Constante  behandeln)  und  dabei  berücksichtigen,  dass  nach  II. 
die  Gleichung  6)  [wenn  daselbst  ^  und  | — p  für  |  und  beziehungsweise 
f(x).q>ix)  und  f(x)  für  f(x)  geschrieben  wird]: 

ist,  wobei  p  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3 ....  n  vorstellt. 
Wir  erhalten: 

^  ffr.,  ^  .  „i_    —  A«)yOO      ,       f(u)<P(^)        . 

.   /|\ f(uW(x)_       m  f(u)<p"{x) 

_  <p<'>(x){u—x) 
1.2.3....n 
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Nun  ist  bekanntlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  neben  der  Function 
q>(x)  auch  noch  alle  ihre  Differentialquotienten  q>' (x)j  (p\x)^  ^"{x)  etc. 
▼on  x=u  bis  x=x  endlich  und  stetig  sind, 

1.2.3.. ..n  n/J^         ^'^         ^       ' 

folglich  wird 

{9(^)1  9'(^)»  ^"(iP).-..  etc.  vona:=w  bis  a;=:a:  end- 
liche und  stetige  Functionen. 
Wenn  ausser  den  Bedingungen ,  unter  welchen  die  Gleichung  8)  be- 
steht, noch  rea/(|)  <^0  ist,  so  verschwinden  die  Derivationen 

und  mit  ihnen,  der  Gleichung  5)  zufolge,  auch  R[u^  ar,  $,  n],  üaUji  die 
XTntergrenxe  u  der  Obergrense  x  gleich  wird;  integrirt  man  daher  die 
beiden  Seiten  der  Gleichung  8)  in  Bezug  auf  u  allein  zwischen  den  Grenzen 
u=zx  und  u^=u  (wobei  x  und  $  als  Constante  gelten),  so  ergiebt  sich: 

treal{^)  <^0]  f{x\  tp{x\  fp  {x),  fp\x)  etc.  von  x=^u\ 
jbis  x^=x  endliche  und  stetige  Functionen;  ^,  co,  u  undr 
jx:  Grössen,  welche  sich  unabhängig  von  einanderl 
(  verändern.  ; 

Das  Doppel  integral  rechter  Hand  kann  in  ein  anderes  zwischen  den 
Grenzen  t=0,  t=:1,  und  t  =0,  t'=1  nach  den  unabhängigen  Variablen  r, 
T  genommenes  Integral  verwandelt  werden,  wenn  man  zuerst  für  ^  mittelst 
der  Substitution  ^=a>+(a:  —  »)  t  die  Variable  t,  und  hernach  mittelst  der 
Substitution:  a)=a:+(ti — x)t  für  m  die  unabhängige  Variable  t   einführt. 

Die  obige  Gleichung  geht  dadurch  über  in 

{siehe  die  bei  Gleichung  0)  angeführten  Bedingungen}. 
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fr)  Differenzüren  wir  jetzt  die  Gleicbnng  5)  nacb  der  Obergrenze  x^ 
ohne  die  Untergrenze  u  und  den  Index  £  zu  ändern.  Indem  wir  hierbei 
den  durch  die  Gleichung  12)  der  vorigen  Nummer  ausgedrückten  Satz, 
welcher  sich  in  Worten  etwa  folgendermaassen  aussprechen  Iftsst: 

„Ein  gewöbniicher  Differentialquotient  beliebiger  Ordnung 
(mit  ganzem  positivem  Index)  wird  von  einer  begrenzten  Deri- 
vation nach  der  oberen  Grenze  genommen,  indem  man  einfach 
den  Index  der  begrenzten  Derivation  um  die  Ordnungszahl  des 
Di£ferentialquotienten  vermehrt" 

benutzen,  finden  wir  ^ 

oder 

^  R[u,  X.  fe  «]= ji)f+t  [fix]  v(*)];r:-  ?.(*)  ^+'  [/(*)]:=-  - 

mithin  wegen: 

Ä[«.  X,  i,  n]  =  I)i+i[nx).<p{x)]',=l-<p(x)l)i+^[f{x)]'Jzl- 
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Vdx 
10)^  und 


Ä[u,  X,  s,  «]= Ä[.i,  *,  5+ 1, «]-(!)  9''"+"(«)/^-[r(*)]:=: 


f  Ä[«,  <r,  1+1,  «]=  A  Ä  [„,  ,,  I,  „]  +  (|)9.'"+i)  (»)2)«-  [/(x)]^„. 

Bezeichnen  wir  durch  v  wieder  die  kleinste  positive  ganze  Zahl,  welche 
gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/ (|+l),  und  nehmen  wir  an,  dass  n>v  sei, 
80  wird  wegen  reo/ (|—^n)<  —  l 

(siehe  Gleichung  II)  unter  II.) 


W        LA^^^J*=-    7i/r(— S)  J(x— ^)€-«+i' 

mit: 

10a)  ä[m,  ar,  g+l,  w]  = 


{n>v}. 

c)  Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  in  den  Gleichungen  Oa)  und 
10  a)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehendeh  Ausdrücke  belehrt  uns  sofott^ 
dass  —  bei  unendlich  wachsendem  n  und  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sämmtliche  gemeine  DifTerentialquotienten  der  Function  ^(x)  von  «=ti 
bis  X'=^x  endlich  und  stetig  bleiben  — ,  das  Doppelintegral 

.<p('«+i)[a?+(fi— ar)(l— OTJt'T'—^rfTdf, 
sowie  auch  das  einfache  Integral: 

für  jedes  endliche  §  und  jedes  endliche  x  von  xn^u  bis  x^=ix  der  Null  ohne 
Ende  zustreben. 

Wir  haben  also  für  alle  x  von  x^=^u  bis  jr=s^ 
11)  MmR\u,  X,  I,  w]=30 

«=00 

frear(JX0;  /"(x),  <p(j?),  <jp'(^),  <p"(^)  ®*c»  endlich  und  J 
stetig  innerhalb  der  endlichen  Grenzen  von  x^=u  bis  x=ix  \ 
und 
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12)  /imÄ[ti,  X,  H-1,  w]  =  pl  \limR\u,  x,  g,  «]  | 

11=00  0^n=z9> 

ifC^)^  g)(a?),  9'(j?),  ^"(a?) ....  etc.   endlich   und  stetig 
j innerhalb  der  endlichen   Grenzen   von  x=u   bis  ( 
\^=^;  giltig  für  jedes  endliche  §  und  alle  x  von  1 
[  x=u  bis  x^=x. 
Aus  12)  folgt,  dass 

uüd  damit  der  Ausdruck 


—  \limR[u,x,  I,  fi]j 

«'a^  11=00 


/imÄ[ii,  X,  §  +  1,  n] 

11=00 

verschwindet,  wenn  R[u^  Xy  $,  n]  bei  unendlich  wachsendem  n  für  irgend 
einen  Werth  des  Index  |  unter  den  bei  12)  angeführten  Bedingungen  ver- 
schwindet; d.  h. 

„Hat  man  nachgewiesen,  dass  R  [t/,  x^  |,  n]  für  einen  bestimmten 
Werth  von  |  und    alle  x    von  d?=ti  bis  x^=^x  bei  unendlich 
wachsendem  n  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  die  Functionen 
f(x)y  9>(a:),   9>'(a:),  9"(^)>   q>"\x).».,   innerhalb    der  endlichen 
Grenzen  a:=ti  und  x^=x   endlich  and  stetig  bleiben,  so   con- 
vergirt  er   auch  unter  denselben   Umständen  für  den  um  eine 
Einheit  grösseren  Index  „1+1"  gegen  die  Null." 
Nun  haben   wir  aber   gezeigt,   dass  unter  den   hier  erwähnten  Be- 
dingnngen  der  Ausdruck  R[uyXy  §,  n]  für  jedes  |,  dessen  reeller  Bestand- 
theil  negativ  ist,   verschwindet  [siehe  11)];  derselbe  verschwindet   daher 
auch  für  solche  $,  für  welche  real{^)<^l]  infolge  dessen  auch  für  solche, 
für  welche  real  {^)  ^2  ist  etc.  — ;  kurz  er  verschwindet  unter  den  gedach- 
ten Bedingungen  für  jedes  endliche  §,  gleichviel,  ob  dessen  realer  Be- 
standtheil  positiv  oder  negativ  ist 

„Der  Ausdruck  R[uy  x,  |,  n]  verschwindet  bei  unendlich 
wachsendem  n  für  jedes  endliche  §  und  jedes  endliche  dem  gerad- 
linigen Intervalle  von  x=u  bis  x=x  angehörige  x,  wenn  die 
Functionen  /"(.r),  9(0?),  g)'(a;),  (p"(x)y  q>'"(x)  etc.  in  dem  erwähn- 
ten Intervalle  endlich  und  stetig  sind", 
oder  mit  anderen  Worten  [siehe  die  Gleichung  5)] : 

„Es  ist  für  jedes  endliche  |  und  endliche  x  und  t^: 

III)  Dt [f(x).9.(*)]:=:=  »-w^ [/(*)]:=:+ 
+ (j),p'{x)  ßf-»  171*)]:=:+  (f)  9"(«)2>«-»  [f(.x)zz: + . . .  . 

....+  {J\ ^(p) (x) Dt-P  17(3;)]:=:+ etc.  in  infinUum 

wenn   die  Functionen  fix)y  9(^)»  9'(^)>  vX^)  ©^c«  •''  inftnüum 
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innerhalb  des  Derivationsintervalles  (von  x=u  bis  s=sx)  end« 
lieh  und  stetig  sind,  und  p  eine  von  p  =  l  bis  p=oo  variirende 
positive  ganze  Zahl  bedeutet/* 

Der  rechte  Theil  der  letzteren  Gleichung  III)  geht  offenbar,  wenn 
(p{x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  p^^^  Grade  ist,  in  eine  endliche 
aus  (p  +  \)  Gliedern  bestehende  Eeihe  über,  weil  in  diesem  Falle  die 
Differentialquotienten:  9)^p+*)(j?),  q>^P+^^{x)  etc.  verschwinden. 

d)  Die  Gleichung  9)  giebt  den  Werth  des  Ausdrucks  R\u^  x^  |,  ;i]  für 
jedes  ganze  positive  n  und  solche  $,  deren  reeller  Bestandtheil  negativ  ist 
durch  das  Doppelintegral 

vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  /*(j?),  9)(a?),  <p'(^)»  <p"(^)>  9"\^)  ®*^' 
innerhalb  der  Geraden  vom  Punkte  X'=zu  bis  zum  Punkte  x=x  endlich 
und  stetig  sind. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  das  angeführte  Doppelintegral  den 
Werth  des  Ausdrucks  B[u^  x^  £,  vi]  nicht  blos  für  solche  $,  deren  reeller 
Bestandtheil  negativ  ist,  sondern  überhaupt  für  beliebige  |  vorstellt, 
wenn  nur  n  gleich  oder  grösser  ist,  als  v  [wo  v  wieder  die  kleinste  positive 
Zahl  bedeutet,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(£  +  l)]t  ^i^d  die 
Functionen /"(a;),  g>(a:),  ^\x\  rp\x)  ...•  etc.  von  x=^u  bis  x=x  endli(^) 
und  stetig  bleiben. 

Um  dieses  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Gleichung 

bestehe  für  einen  bestimmten,  sonst  aber  beliebigen  Werth  von  £  und 
jedes  w,  welches  der  Bedingung  n^  v>rea/ (5+1)  genügt,  setzen  ab- 
kürzend 

und  differenziiren  partiell  nach  x.     In  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung 

verschwindet  das  erste  Glied  rechter  Hand;  denn  substituirt  man  x+s  für 
G>  in  o),  wo  e  eine  verschwindende  Grösse  bezeichnet,  und  übergeht  dann 
bezüglich  e  zur  Grenze,  so  wird 
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^(jZ}}:^^^l±!lxq>(n^^)(x).B''.i=^^^ 

und 

0 (a:,  x)  =UmO{x^  ar+f)=:0,  wegen  w^  real(^  +  !)• 

€=0 

Es  ist  also  [siehe  ß)  und  a)] : 

.  A'»>)Xy'"+"(^)(»-a?)"j,    _(-lVV»+0_(x)      CT{t»)da      . 
und  der  Gleichung  10  d)  zufolge : 

iJK  ..  1+1,  »l=„-7^:^  J'(l^  /^.-+«)W(«.-^)-rfa. 

Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  in  13)  £+1  <^Q  die 
Stelle  von  §  treten  lässt 

Ist  daher  die  Gleichung  13)  für  einen  bestimmten,  sonst  beliebigen 
Werth  von  £  erwiesen ,  und  w^rea/(S+l),  so  gilt  sie  auch  für  den  um 
eine  Einheit  grösseren  Werth  £+1. 

Nun  besteht  die  Gleichung  13)  für  alle  §,  welche  der  Bedingung 
r^a/(|)<CO  genügen;  folglich  gilt  sie  auch  für  alle  {,  für  welche  r^ö/(|Xl, 
infolge  dessen  für  alle  |,  für  welche  refl/(JX2  ist  etc.;  kurz,  sie  gilt 
für  jedes  |,  wenn  nur  die  ganze  positive  Zahl  n  gleich  oder  grösser  ist, 
als  der  jeweilige  reale  Bestandtheil  von  (§  + 1) :  n>;:^a/(H- 1), 

„Es  ist  sonach  für  jedes  endliche  |,  x  und  ii,  und  jedes  ganze 
positive  it,  welches  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(|  +  l)* 

ä[m,  X,  5,  «]  = 

=/)«[/t^).9,(^)];=;;=-g>(a:)z)Hr(a:)]:^:-  (f)  9  (^)  ^-^  [A^)]:=:- 
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▼orausgesetzt,   dass  die  Functionen  /*(a;),  q>(x),  q>' (x)y  g>'\x)  etc. 
in  dem  geradlinigen  Intervalle  (ar=ti,  a:=x)  endlich  und  stetig 
sind", 
oder  mit  anderen  Worten: 

„Der  Fehler,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  begrenzte  De- 
rivation L^[f(x),  9>(a:)]'^'  aus  der  unendlichen  Keihe: 

9.(^)  ^  [/(*)]:=: + (f)9''(^)^-'[/(^)]:=:  + 

berechnet,  die  Eechnung  aber  mit  dem  (n+iy«°  Gliede: 

abbricht,  beträgt  unter  der  Voraussetzung,  dass  w>refl/(|+l) 
ist  und  die  Functionen  /*(x),  qp(a?),  q>\x)^  fp\x)  etc.  innerhalb  des 
Intervalles  von  x=u  bis  0;=:^?  endlich  und  stetig  bleiben: 


IV. 
Derivationen  von  Derivationen,  genommen  nach  der  unteren  und  nach 

der  oberen  Grenze. 

A)  Abermalige  Derivirung  begrenzter  Derivationen    nach 

ihrer  oberen  Grenze. 

a)  Wie  wir  bereits  wissen,  werden  nach  der  aus  1. 14a)  abgeleiteten 
Gleichung: 

[siehe  II.,  Gleichung  12)], 
welche  wir  hier  der  Uebersicht  wegen  nochmals  anführen,  gewöhnliche 
DifTerentialquotienten  mit  beliebigen  ganzen  positiven  Exponenten  (p) 
nach  der  oberen  Grenze  x  von  begrenzten  Derivationen  dadurch  gebildet, 
dass  man  den  Derivationsindex  um  die  ganze  positive  Ordnungszahl  (p) 
des  Differentialquotienten  vermehrt. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  man  umgekehrt  von  einem  gewöhnlichen 
Differentialquotienten 

mit  beliebigem  ganzem  positivem  Index  p  eine  beliebige  „5^*"  von  x=u 
bis  a:=i=x  erstreckte  Dorivation  nach  der  Unabhängigen  x  zu  nehmen  hat. 
In  diesem  Falle  ist  es  keineswegs  erlaubt,  den  Ausdruck 
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der  Derivation 

gleichzusetzen,  um  dies  einzusehen  und  um  den  unterschied  der  zwei 
letzterwähnten  Derivationen  zu  ermitteln,  sei  fi  die  kleinste  positive  ganze 
Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/ (|-fl),  mithin/?  die  kleinste 
positive  ganze  Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  real(i  —  ^^p -{.])• 
ausserdem  seien  die  Functionen  f(x\  f{x),  /"(a:).../*<P)(ar)  endlich  und  stetig 
in  dem  Intervalle  (ir=ii,  a?=a?). 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  es  gestattet,  von  der  Gleichung  IIa) 
unter  IL  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  in  ihr  für  |:  «S  — ^+p"  und 
für  v:  „p"  schreibt. 

Dies  giebt: 

f'{u){x  —  uy-i-'+l'-^^      r{.u){x-x)-i-P-i-»+^ 


Da  f^^^^ix)  von  a;  =  M  bis  a:=a:  endlich  und  stetig  und  rea/(| — fi)  ^ — 1 
ist,  so  ist  es  erlaubt,  in  der  Gleichung  II)  unter  IL  für  f{x)i  „/"^^Ca:)*' 
und  für  das  dort  vorkommende  der  Bedingung  rea/({)^  —  1  unterworfene 
i'  uS — f^**  2U  setzen.     Subtrahirt  man  die  so  gewonnene  Gleichung: 


von  der  obigen,  differenziirt  die  hierdurch  entstehende  Gleichung : 

r(-i-p+^+2)  +   r(-|-p+^+3)  ■•"•••• 
••■•■*■         r{-|+^) 

fi-mal  hintereinander  nach  ^,  und  bedenkt,  dass  nach  dem  zu  Anfang  dieser 
Nummer  Gesagten 

und 
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ferner,  dass 

n-i-p+ii+i)  n-i-p+i) 

r(-i-p+i^+2)  r(-|-p  +  2) 

(-H-t*-i)(— l+f*  +  2)----(-l  +  <*— >*)^     1 
r(-|+p)  r(-S) 

ist,  so  erhält  man  schKesslich : 

II)  i>^[/(a^)]^-^[/*>(^)]:z:= 

/•(«)(j;-«H-P^  nu){x-u)-i-P+^      riu){x-u)-^-P+' 

•*■  r(-^-p+i)^   r(-s-p+2)    "^    r(-|-/»+3    ■^•• 

^  /<P-i)(«)(a;  — w)-^-' 
oder 


"">  ^1^1^=^""^^^"^^-- 


(-/(«) (ic—")-^''  I  A")(-c— wH-»^'..  r(")(a;— «)-^-''+''  ■ 

La— I— p+1)  "^   n-i-i>+2)  "*"    n-i-p+z)   ■^^"'' 
+ Ti=^)        J- 

Man  sieht  daraas,  dass  sich  die  beiden  Derivationen 


uud 


i>^[A^)]^=^j^«[A^)]^j 


nur  um  eine  algebraische  Function  von  x  unterscheiden.  Nach  den  von 
uns  gemachten  Voraussetzungen  gelten  die  obigen  Gleichungen  II)  uud  II  £t) 
nur  dann,  wenn  die  Functionen  A^)i  /'(^)t  f'X^)»  •  •  •  ^  f^^K^)  in  dem 
Intervalle  (x=u,  x=sx)  endlich  und  stetig  bleiben. 

b)  Wir  gehen  nunmehr  zur  Lösung  der  allgemeineren  Aufgabe  über: 
„von  einer    gegebenen,    innerhalb   ihres  Derivationsintervalles 
endlichen  und  stetigen  begrenzten  Derivation: 

eine  beliebige,  z.  B.  17*^  gleichbegrenzte  Derivation  nach  der 
Obergrenze  x  zu  bilden.^* 

Es  sei  ff  eine  der  Bedingung    real(t{)<,  —  1    unterworfene,    sonst 
beliebige  Grösse,  und  Kürze  halber 

1)  I>^[/Ml^  =  n^). 
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2)  Flu,  X,  I,  d]/,„  = 

=  — ^^ ^^ — jl ^^ =<I>W. 

wo  ar — ftd  =  u  und  4  beliebig  klein  ist. 

Nach  unserer  Definition  der  begrenzten  Derivationen  ist  die 
Differenz  F{x) — 0{x)  eine  mit  ä  verschwindende  Function  von  .r,  und 
nach  einem  in  I.  ausgesprochenen  Satze  ist  der  Ausdruck  /*[t/,  ;r,  |,  S\r{jc) 
eine  Function  von  x^  welche  für  alle  x  von  ^=ti  bis  x^=x  beliebig  klein 
wird ,  wenn  ein  Gleiches  von  der  Function  f{x)  gilt,  real  |  ^  —  I  und 
X  —  u  endlich  ist. 

Der  Ausdruck 
F[u,  X,  ri\  i]F{x)-^{x)  =  F[u,  X,  fi\  6]f(^)  —  F[u,  x,  rf,  d]^[^) 
ist  daher  (aus  ähnlichen  Gründen)  eine  mit  d  zugleich  verschwindende 
Grösse,  d.  h.  es  ist 

lim  \  F[u,  X,  7j\  d]F{x)    F[u,  a?,  iy',  d]^(,j  j=0 

lim  j  F[u,  X,  ri\  8]f(*)}  =  lint  \F[u,  x,  V,  %(*)}, 

also  wegen 

lim  {  F[u,  X,  ,,',  d]„„ }  =  DV[F{x)]'^^ 
d=o 

3)  Dn- [F{x)]^==.lim  \F[u,  *,  r{,  6]#(,)j. 

Nun  hat  man  aber: 

4)  F\u,x,ii\  d]^(x)  = 

=  —         —^. 

und  nach  Gleichung  2) : 

I                      A(^)-(0/"(^-<5)+(2V(^-2^)-  —  +(-l)"C0  /t*-"«) 
0{x)^      ^^-^ ^^ ^^-^ 

fi^^-S)  -  (fW-2d)+....+(-l)»-'Q,V(x-n«) 
|<P(a;— i)=  ^^ -. i — ^ 


\<J>{x-2i)=  ^ 


'r{x-2d)- . . .  .+(_l)«-^y /•(,-«  d) 


,H){x—nÖ)=  -^ 


(-i)'»(o)a^-««) 
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indem  x  bei  nngeändertem  u  infolge  der  Relation: 

X  —  nd  =  u 
nnr  dadurch  nacheinander  die  Werthe 

a?,   X  —  d,    X  —  2df  ,..,  X  —  nd 
annehmen  kann,  wenn  n  gleichzeitig  die  entsprechenden  Werthe: 

fi,     n — 1,     n — 2,  ....  n  —  fi=0 
erhält 

Mnltiplicirt  man  diese  letzteren  Ausdrücke  für 

<P(a?),     (PCx—5)y     (Pix— 26)  ....  OCx—nS) 
der  Reihe  nach  beziehungsweise  mit: 

addirt  dieselben  sodann  und  berücksichtigt  dabei  die  Gleichung  4)  nebst 
den  Relationen 

(i)+(f)=ev).  {i)^(0(f)+a)=et') 

■a)+(.i.)(f)+(i.)(i)+-+(ou.)+(i)=(*f) 

so  bekommt  man 

und  nach  3) : 

D'i'[F(x)]^  =  Um  \F\u,  x,  r{  6^^ i.)\^lim\F[u,  x,  |  +  V,  d]^,)}  = 

=2)f+'»[/'(x)]:^, 
d.  h.  [siehe  Gleichung  1)] 

5)  D^-  \Di  [fix)]'^^  \  =  Z)i+'?'  \f(x)  \'^^ 

\l^[f{po)^^^  zugleich  mit  f{x)  endlich  und  stetig  von  x=^u  bis  ar=3a?j. 

Durch  v-malige  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x  ergiebt  sich,  wenn 
V  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  (die  Null  eingeschlossen)  bedeutet, 
und  die  aus  dem  bekannten  Satze  über  die  gewöhnliche  Differentiation  be- 
grenzter Derivationen  nach  der  oberen  Grenze  x  hervorgehenden  Relationen 

in  Anwendung  gebracht  werden : 

Zeilüchrin  f.  Mathematik  u.  Physik,  Xll,  6.  31 
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}i>^[A^)]^r^  zugleich  mit  f{x)  endlich  und  stetig  von  x=u  bis  :f==x|. 

Setzen  wir  hier  iy'+v=iy,  so  kann  tf  jeden  beliebigen  Zahlen werth 
annehmen,  gleichviel,  ob  derselbe  reell  oder  complex  ist,  und  wir  haben 
schliesslich  den  Satz : 

„Von  einer    gegebenen,    innerhalb    ihres   Derivationsintervalles 

endlichen  und  stetigen  begrenzten  Derivation 

wird  eine  beliebige  [ij**]  gleichbegrenzte  Derivation  dadurch  ge- 
bildet, dass  man  von  der  ursprünglichen  Function  \fix)]  eine 
gleichbegrenzte  Derivation  nimmt,  deren  Index  die  Summe  der 
Indices  [g,  iy]  der  beiden  Derivationen  ist: 

III)  ^''ti>«fAx)ö^=/>f+''[A*)]:^ 

1/>^  [/(jr)]^^  zugleich  mit /(ar)  endlich  und  stetig  von  jr=ti)  " 
bis  x=x  ( 

Ist  nicht  blos  die  Derivation 

sondern  auch  die  Derivation 

zugleich  mit  fix)  endlich  und  stetig  von  xz=u  bis  jr=^,  so  besteht  nicht 
nur  die  Gleichung  III) : 

sondern  gleichzeitig  auch  noch  die  ähnliche  Gleichung 

Daraus  fliesst  aber  sofort  der  nachstehende  bemerkenswerthe  Satz : 

„Zwei  (oder  mehrere)  gleichbegrenzte  Derivationen,  welche 
einzeln  für  sich  von  einer  gegebenen  Function  der  Unabhängigen 
X  genommen,  Functionen  erzeugen,  die  innerhalb  des  Derivations- 
intervalles zugleich  mit  der  gegebenen  Function  endlich  und 
stetig  sind,  können  in  beliebiger  Ordnung  von  der  letzteren 
Function  genommen  werden", 

d.  h. :    Es  ist 

III  a)  L^  \mn^)]^\Zl  =  ^^  !^^  [/'(^)]^Cu' 

wenn 

zugleich  mit  /*(x)  von  x=u  bis  x=x  endlich  und  stetig  sind,  und  ebenso 
ist  für  eine  beliebige  Anzahl  gleichbegrenzter  Derivationen: 
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i)«),    M'),    i)U")....  etc. 
Ulb)    /)«2)l'i)f"....[7(«)]^  =  2)f/)«"2)f'. ...[/■(«)]' 
=  />«•/)«  ß^"....[f{x)X^  =  Di-Di"  l)i....[f(s)X^^ 

=  J)i-DiDi....  [/-(or)]^  =  i)f"Z)f 'i)« ....  {f{x)X, 
wenn 

zugleich  mit  /"(j?)  von  x  =  uhi8  x=:x  endlich  und  stetig  sind. 

B)  Abermalige  Derivirung  begrenzter  Derivationen  nach 
ihrer  unteren  Grenze. 
Betrachten  wir  jetzt  die  untere  Grenze  u  der  Derivation: 

^[/(*)0 

als  unabhängig  variabel,  und 

als  eine  Function  derselben ,  wobei  die  Obergrenze  x  und  der  Index  {  als 
Constante  gelten  sollen,  und  setzen  wir  femer  voraus,  dass  die  Function 
f{x)  von  u  unabhängig  und  in  dem  Intervalle  (ire=w,  x=ix)  endlich  und 
stetig  ist. 

a)  Die  aus  der  Gleichung  20)  in  I.  abgeleitete  Gleichung  6)  in  II. : 

IV)  i\^^rC^^]:^^l=ri-^[^-uy^^ 

lehrt  uns  zunächst  das  Verfahren,  welches  einzuschlagen  ist,  wenn  das 
Differential  einer  begrenzten  Derivation  nach  der  unteren  Grenze  gebildet 
werden  soll. 

Wenn  wir  dieselbe  (/> — l)mal  hintereinander  nach  t/ differenziiren, 
wobei  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  erhalten  wir  nach 
einigen  einfachen  Reductionen  die  Formel: 

IV.)    ^i«si«')g:|= 

nach  welcher  überhaupt  beliebige  gewöhnliche  Differentialquotienten  be- 
grenzter Derivationen  nach  der  unteren  Grenze  gebildet  werden  können. 

6)  Es  seien  a,  fr,  c  drei  von  einander  verschiedene  (im  Allgemeinen 
complexe)  Grössen,  welche  geometrisch  genommen  drei  um  endliche 
Strecken  von  einander  abstehende  Punkte  der  Ebene  vorstellen;  die 
Function  f(x)  sei  für  alle  Punkte  x,  welche  in  der  Fläche  des,  durch  die 

31* 
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dr^i  Eckpunkte  a,  by  c  bestimmten  ebenen  Dreieckes  liegen,  endlich 'und 
stetig ;  desgleichen  die  Derivation : 

wenn  der  Punkt  u  die  geradlinige  Strecke  vom  Punkte  a  bis  zum  Punkte  b 
durchläuft.  Endlich  setzen  wir,  um  kurz  anzudeuten,  dass  wir  die 
Derivation 

als  Fanction  der  Unabhängigen  u  anfTassen : 

7)  J>^\/(^)]^  =  F(u), 

also: 

Es  leuchtet  ein,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sowohl 
F(ü)  als  auch  FXü)  von  u=a  bis  u=3b  endliche  und  stetige  Functionen 
von  u  sind. 

Schreiben  wir  in  der  Gleichung  Ha)  für  J:  i|  —  1  (wo  ri  eine  beliebige 
endliche  Grösse  vorstellt),  nehmen  die  Grösse  a  statt  u  zur  unteren, 
die  Grösse  b  statt  x  zur  oberen  Grenze  der  daselbst  vorkommenden  De- 
rivationen und  setzen  p=l,  so  wird  unter  der  Bedingung,  dass  /"(o:),  /^(x) 
von  x=ia  bis  xe=zb  endlich  und  stetig  sind: 


j)'^-''irix)r^^D^nx)]i 


r(-i2+i) 


Wenn  wir  nun  hier  die  unabhängige  Variable  x  der  Derivationen : 

2>'»-M/"(^)ö  ^''[/■(^)i:z* 

mit  dem  Buchstaben  u  statt  mit  x  bezeichnen,  ohne  jedoch  die  Grenzen  a 
und  b  zu  ändern  (wodurch  an  den  Werthen  der  Derivationen  Nichts  ge- 
ändert wird) ,  und  wenn  wir  di^nn  die  Function  F(u)  an  die  Stelle  der 
Function  f{u)  treten  lassen  [was  erlaubt  ist,  da  die  Functionen  F(u)  und 
F'{u)  von  w  =  a  bis  u  =  b  endlich  und  stetig  sind]»  so  erhalten  wir 
schliesslich 

oder  wegen        F{u)=Di[r(x)]^,     n«)=^[AWlS 

PY«-»— C^^ 

[Hiebe  7).  und  7  a)]: 


K=t 


Von  Dr.  A.  K.  Gbünwald.  477 

Diese  Gleichang  gilt,  wenn  f(jc)  für  jeden  Pnnkt  x^  welcher  in  die  Fläche 
des,  durch  die  Eckpunkte  a^  h^  c  bestimmten  Dreieckes  fällt,  endlich  und 
stetig  ist,  und  ein  Gleiches  von  der  Derivation 

gilt,  wenn  der  Punkt  u  die  gerade  Strecke  vom  Punkte  M=a  bis  zum  Punkte 
w  =  6  durchläuft. 

V. 

Anwendung  der  begrenzten  Derivationen. 

Obgleich  wir  uns  hier  auf  die  Theorie  der  „begrenzten"  Derivationen 
solcher  Functionen  beschränkt  haben,  welche  innerhalb  des  Derivations- 
intervalles  endlich  und  stetig  verlaufen,  so  gestatten  uns  doch  schon  die  bis 
jetzt  entwickelten  Sätze  die  Auflösung  von  Aufgaben,  welche  mittelst  des 
Calculs  von  Liouville  oder  auf  andere  Weise  entweder  gar  nicht  oder  doch 
nur  mit  den  grössten  Schwierigkeiten  und  auf  Umwegen  gelöst  werden 
können. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  lassen  wir  zum 
Schlüsse  einige  Aufgaben  mit  ihren  Auflösungen  folgen,  und  bitten  den 
geehrten  Leser,  es  zu  versuchen,  dieselben  auf  eine  wesentlich  andere, 
ebenso  einfache  Weise  zu  lösen. 

L  Aufgabe.  „Es  sei  f{x)  eine  von  a:=M  bis  a?=a:  endliche  und  stetige 
sonst  aber  unbekannte  Function  der  Unabhängigen  x\  u  eine  beliebige,  k 
eine  der  Bedingung  realX'^0  unterworfene,  sonst  ebenfalls  beliebige  end- 
liche Constante.  Man  bestimme  die  Function  f{x)  dermassen,  dass  das 
bestimmte  nach  der  von  x  unabhängigen  Variabein  &  genommene  Integral 


ßs 


einer  gegebeneu  von  x=u  bis  a;=d;  endlichen  und  stetigen  Function  F(x) 
gleich  wird." 

Auflösung.  Man  setze  A=  — (J  +  l),  also  |=  — A  —  1,  und  beachte, 
dass  nach  IL  Gleichung  II)  wegen  real^^ — 1 

fa^)  i^-x)^  d9 = (- 1)*  r(-s)  D^  [/(x)]:^, 

mithin  der  Aufgabe  zufolge 

(- 1)^  r(- 1)  Di  [n^)]'^  -  F(^), 

ist. 

Nimmt  man  von  dieser  Gleichung  die  (A  +  l)*«  von  a;  =  ti  bis  x  =  x 
erstreckte  Derivation  nach  der  Unabhängigen  x  und  setzt  dem  Theorem  III) 
in  IV.  gemäss 
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i>^iji>-i-i[/-(.T)i^|;^=z)^>-i-i[/-(x)]:^ 

[siehe  11.,  4)],  so  erhält  man 

„Die  gesuchte  Function  f{pc)  ist  daher: 

n.  Aufgabe.  „Es  seien  x  und  y  zwei  unabhängige  Variable,  deren 
Spielraum  dadurch  bestimmt  ist,  dass  wir  festsetzen,  die  Variable  y  ändere 
sich  von  y  =  9(^)  bis  y=yy  die  Variable  x  von  x=u  bis  x=^x.  Die 
Function  g>(x)  sei  innerhalb  des  Spielraumes  der  Unabhängigen  a:,  also  von 
a^^=u  bis  x=x  endlich  und  stetig,  und  u  eine  endliche  Constante.  Ferner 
seien  '&|,  d«  zwei  andere  Unabhängige,  von  welchen  sich  die  zweite  ^^  von 
-^,=g>(^j)  bis  ^j=y,  die  erste  ^,  von  ^i  =  m  bis  ^,  =  a:  ändert,  so  dass 
«^i  und ^2  den  nämlichen  Spielraum  haben,  wie  x  und  y.  Endlich  sei  A,=^(^,) 
eine  innerhalb  des  Spielraumes  von  ^j,  d.  h.  von  d|==ubis  &^=x  endliche 
und  stetige  Function,  deren  realer  Bestandtheil  positiv  ist  oder  verschwin- 
det, und  A|  eine  derselben  Bedingung  realXi^O  unterworfene  Constante. 

Man  bestimme  eine  unbekannte,  aber  in  dem  angegebenen  Spielräume 
der  Unabhängigen  x ,  y  endliche  und  stetige  Function  /(or,  y^  derart ,  dass 
das  Doppelintegral 

/        fn^i ,  ^.)  (^1  — a:)^**(^2— y)^«  rf^,  d^^ 

einer  gegebenen  innerhalb  des  festgesetzten  Spielraumes  der  Unabhängigen 
j?,  y  endlichen  und  stetigen  Function  F(x^  y)  gleich  wird,". 

Auflösung.     Setzen  wir  das  einfache  Integral : 
welche  offenbar  eine  Function  von  ^i  und  y  ist  gleich  /*,  (^,,  y): 

1)  fn^u  ^2)  (^2-y)^ rf^«=/;(^n  y), 

so  ist  der  Aufgabe  zufolge : 

2)  frk^u  y)  (^1  -^)^«  rf^i  =  n^.  y). 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  aber  augenblicklich  (siehe  die  Aufgabe  I  und 
ihre  Lösung): 
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Schreibt  man  in  1)  für  die  Unabhängige  ^^i  a:,  was  erlaubt  ist,  da  x  den- 
selben Spielraum  hat,  wie  ^i,  uud  sucht  aus  der  so  entstehenden  Gleichung 

die  Function  f(Xy  y),  so  bekommt  man 

(siehe  die  Aufgabe  I  and  ihre  Lösung),  oder  wenn  man  hier  den  Werth 
von  /,  («,  y)  aus  3)  substituirt : 
II)     /•(x,y)  = 

m.  Au^be.  „Es  seien  j:,  ^,  z  drei  unabhängige  Variable;  die  Unab- 
hängige z  variire  von  z=q>  (x,  y)  bis  z=z ,  die  Unabhängige  y  von  y=^i  (^r) 
bis  y=y^  die  Unabhängige  a:  von  a?=t/  bis  x  =  a:;  g)(ir,y),  g>i(ir)  seien 
respective  Functionen  von  o:  u  n  d  y,  und  von  x  allein,  welche  innerhalb  des 
oben  angegebenen  Spielraumes  der  Variablen  x,  y  endlich  und  stetig  sind, 
u  sei  eine  endliche  Co^nstante. 

Ferner  seien  ^u^ty^s  ^^^^  andere  Unabhängige,  von  welchen  die  erste 
^,  von  '^j=w  bis'^,=x,  die  zweite  von  '^t  =  9i(^i)  ^*8  ^8=y,  die  dritte 
von  '^i  =  g>(^i,  ^t)  bis  ^,  =  z  variirt;  so  dass  die  Unabhängigen  &iy  ^^^  ^, 
denselben  Spielraum  haben ,  wie  ^,  y  und  z. 

Endlich  sei  A,=t|;('^„  dg)  eine  der  Bedingung  reo/ (iL,)  ^0  unterworfene 
Function  von  ^,  und  ^j,  ili=i/^i  (^i)  eine  der  ähnlichen  Bedingung  real(^kt)^0 
unterworfene  Function  von  ^„  beide  innerhalb  des  Spielraumes  der  dj  und 
^8  endlich  und  stetig,  A,  eine  der  Bedingung  real(Xj'>0  unterliegende  end- 
liche Constante. 

Man  bestimme  eine  innerhalb  des  oben  festgesetzten  Spielraumes  der 
Unabhängigen  o:,  y,  z  endliche  und  stetige  Function  fQr^yy  z)  derart,  dass 
das  dreifache  Integral 

f      S  f^^^v  ^«^  ^s)  (^1  -^)^«  (^,  - y)^  (^8  -  0^'  ^^1  ^^t  ^^. 

einer  gegebenen  innerhalb  des  Spielraumes  der  Unabhängigen  o:,  y,  z  end- 
lichen und  stetigen  Function  F(xy  y,  z)  gleich  wird.** 

Auflötung.     Setzt  man : 
so  wird  der  Aufgabe  zufolge; 
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8)  //;  (»„  y,  i)  i»,  -  «)*'  d»t  =  Fix,  y,  z). 

Aas  3)  folgt: 

4)  /,(x,  y,  ^)=^_-j-^-L^^^^^2)A.+.[F(x,  y.  c)]:^ 

aas  2),  nachdem  daselbst  x  für  ^|  geschrieben  worden : 

5)        A(x,  y,  0  =  (_,)^.„>;[,^^,(,3j  />*«''«•'  \f^(.-:  y.  ^)\^,,., 
endlich  ans  l),  nachdem  daselbst  x  für  ^,,  ^  für  ^^  genommen  worden: 

•)  /■(-.  y^  ^) = (-ij»..,„rV+^(..,)]  ^*'"  *'^'  1/-.  (^.  V.  o]^„. ,, 

Es  ist  also : 
m)    f(x,y,z)= 

^-        1 y 

(_l)i,-M>i.(*)+»(*.  »)r(l+A,)/'[l+i/',  {«)]  F[l+,(,(a;,  y)]  "^ 


X  i>'+*<''"jZ>'+*'">[/>'+*'(F[.r,y,z])^Xi.,„  j 


«=9'(x,y) 


XIX. 
Orundzüge  von  Plücker's  neuer  Baumgeometrie. 

.Von 

Dr.  Dronke, 

Director  der  K.  Provinzial-Gewerbschule  in  Coblenz. 


§.1. 
Die  gerade  Linie. 

Bereits  in  einer  früheren  Mittheilnng  war  es  mir  vergönnt,  die  Grund- 
Züge  der  nenen  Raumgeometrie  Plücker's  in  kurzen  Worten  anzudeuten. 
Es  soll  hier  versucht  werden ,  dieselben  unter  Anführung  von  Beispielen 
aus  der  Mechanik  und  Physik  weiter  auszuführen.  Es  werden  hierbei  die 
Bezeichnungen,  wie  sie  bereits  in  der  früheren  Mittheilung  eingeführt 
worden  sind,  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Es  seien  die  Gleichungen  zweier  Ebenen  im  Räume 

'  by  -i-  CZ  +  d(ö=0 
•b'y  +  cz  ■|-rf'a>=0. 
Der  Schnitt  dieser  beiden  bestimmt  eine  Axe.    Wir  können  uns  diese  auch 
vorstellen  als  eine  Gerade,  welche  von  einer  um  sie  rotirenden  Ebene  um- 
hüllt wird.     Diese  Ebene  wird  in  jeder  ihrer  Lagen  dargestellt  durch  eine 
Gleichutig  von  der  Form 

2)  Ä  +  f*Ä'  =  0, 

wo  ft  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Unter  allen  diesen  von  der 
Gleichung  dargestellten  Efbenen  haben  aber  folgende  vier  eine  besondere 
Lage:  diejenige,  welche  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  geht  und  jene 
drei,  welche  auf  den  drei  Coordinatenebenen  senkrecht  stehen.  Die 
Gleichungen  derselben  ergeben  sich,  wenn  man  einführt  eine  der  Be 
dingUDgen 

^^  c+,ic=0 


482  Grandzüge  von  Plücker's  neuer  Raumgeometrie. 

Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  fi,  so   erhält  man   als  die 
Gleichnngen  der. vier  ebengenannten  Ebenen: 

{ad'— ad)  X  +  {hd'—h'd)  y+  {cd'— cd)  2=0 
{ac — a'c)x+  (bc — b' c)  y+{cd—cd)m=0 
^J  lab'—ab)x+  {b'c—bc')z+{b'd—bd')o}=0 

(ab' — a'b)  y  +  {ac — de)  z+{ad'  —  a'd)a)=0. 
Wie  bereits  bemerkt,  geht  jede  dieser  Ebenen  durch  die  Axe,  und  ist 
letztere  also  wiederum  umgekehrt  durch  je  zwei  der  obigen  Ebenen  be- 
stimmt. Zur  Bestimmung  einer  Geraden  sind  jedoch  fünf  Coordinaten 
nothwendig  und  in  obigen  vier  Gleichungen  sind  die  sechs  Coordinaten 
{ad' — a'd),  (ac — a'c),  {ab' — a'b)y  {bd' — 6'd),  (bc — b'c)  und  (cd'—cti) 
enthalten.  Zwischen  denselben  muss  daher  eine  Bedingungsgleichung^ 
statthaben.  Um  diese  zu  bestimmen,  multiplicireman  die  erste  Gleichung  mit 
(bc — b'c^y  die  zweite  mit  (b'd — bd")  und  die  dritte  mit  (cd'  —  c'd)^ 
addire  hierauf  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man  sofort  als  Bedingungs* 
gleichung  die  folgende: 

ö)  (ad'-^dd)  (bC'-'b'c)  +  (ac'-dc)  (b'd-^bd') 

+  (ab'''db)  (cd''-cd)  =  0. 
Es  können  also  die  sechs  obigen  Grössen,  mit  beliebigen  Vorzeichen,   als 
die  Coordinaten  einer  Axe  betrachtet  werden.      Um  dieselben  auf  fünf 
zurückzuführen,   denken  wir  uns  alle   einzelnen  darch  {ab' — ab)  dividirt^ 
alsdann  setzen  wir: 

bc — bc  ac — ac      ^  ad — ad 

ab — ab  ab — ab  ab — ab 

^)  bd'—b'd_  cd'—c'd_ 

ab'—db  —  ^'       ab'"  a'b  '-^^ 
so  sind  r,  5,  p,  tf,  fj  und  1  die  sechs  Coordinaten  der  Axe  und  es  muss  noch 
nach  5)  die  Gleichung  statthaben: 

7)  — ra+$Q+ri=0 

oder 

S)  fi=sSQ — ra. 

Die  Bedeutung  der  sechs  Coordinaten  ergiebt  sich  sofort,  wenn  wir  die 
Gleichungen  der  vier  Ebenen  4)  in  folgender  Form  schreiben,  wobei  09  =  1 
gesetzt  ist: 

—  ax+Qy+tiz=iy 

—  sx+ry+fi  =0 
^                                              X — rz  —  Q      =0 

y  —  sz  —  a  =0. 
Die  drei  letzten  dieser  vier  Gleichungen  stellen  also  im  Raum  die  durch  die 
Axe  gehenden  und  auf  den  drei  Coordinatenebenen  senkrecht  stehenden 
Ebenen  dar,  in  der  xy-^  xz-  und  j^z-Ebene  stellen  sie  die  Projectionen  der 
Axe  dar.  Zur  Bestimmung  der  Axe  selbst  wollen  wir  stets  die  beiden 
letzten  Gleichungen  benutzen. 


Von  Dr.  Dbonke.  ,  483 

Bezeichnet  man  mit  a,  /},  y  die  drei  Winkel,  welche  die  Axe  mit  den 
drei  Coordinatenaxen  bildet,  es  seien  ferner  A,  f*,  v  die  drei  Winkel, 
welche  eine  Normale  aaf  der  dnrch  den  Coordinatenanfangspnnkt  nnd  die 
Axe  gehenden  £bene  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

cos  a.cos'k'\'COS^,cosyk'\'COZy  xosv^=i^ 

10)  co5*«+co5*/3+co«*y=0 

Es  bedeute  ferner  noch  p  das  vom  Coordinatenanfangspnnkte  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel.  Alsdann  ergiebt  sich  sofort  folgender  Complex  von 
Gleichungen : 

11)  r  :  5  :  l  (—  tf)  :  ^  :  iy 

=  (fec  — 6'c)  :  {ac'-ac^  :  {ab'-^db^  :  (ad'— a'rf)  :  {hdf^h'd)  :  {cd'—cd) 
:=cosa  :  cosß  \cosy  ipcosk  ipcosfi  ipcosv. 

Wir  können  daher  je  sechs  dieser  Glieder  als  die  Coordinaten  einer  Axe 
ansehen.     Die  Bedingungsgleichung  5)  für  die  Coordinaten 

cosuy     cos  ß^     cosy^    pcosXy    pcos  fi^    pcosv 
geht  in  die  erste  Gleichung  10)  hierbei  über. 

Wenn  in  den  Gleichungen  1)  die  Grössen  x^  y,  z  und  o>  als  variabel 
angesehen  wurden,  so  stellten  sie  Ebenen  dar.  Denken  wir  uns  nun 
^9  Vi  h  ^  Als  constant  und  a,  6,  c,  d  als  variabel ,  so  stellt  eine  jede 
Gleichung  l)  einen  Punkt  dar  und  es  wird  daher  durch 

j^gx  JÄ  ^ax+by+cz+dfo=0 

^  \si'=ax+by  +  cz  +  do>=0 

eine  Gerade  mittelst  zweier  in  ihr  liegender  Punkte  bestimmt,  d.  h.  die 
Gleichungen  12)  stellen  einen  Strahl  vor.  Indem  man  dieselben  Betrach- 
tungen, wie  oben  bei  der  Axe  anstellt,  ersieht  man  sofort,  dass  jeder  Punkt) 
dessen  Gleichung,  unter  fi  einen  beliebigen  constanten  Factor  verstanden, 

13)  Sl  +  tiSr=0 

ist,  in  dem  durch  12)  betimmten  Strahle  liegen  muss.  Indem  man  hierauf 
wiederum  mit  Hülfe  der  Gleichungen : 

j.^.  x  +  (ix~0,      y  +  fiy-=0 

2+fAZ=0,     <o  +  |tia)'=0 

den  Factor  fi  eliminirt,  erhält  man  die  vier  Punkte : 

{x(o — x'io)  a+(y  w — ym)  6  +  (zw'—  zco)  c  =  0 
lö^  (a?-'— a?'«)  a+  (jyz—yz)  6+(«'a)  -  zw)  d=0 

(xy—xy)  a+  (y  z  +yz) c+{ycn-'y(o)dz=: 0 
{x'y  —  X  y)  b  +  (x'z  —  .r  z)  c  +(a:'a) — x  t»)  d  =  0. 

Die  drei  letzten  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  der  Strahl  die  aty-^  die 
mz'  und  jfz-Ebene  trifft;  der  durch  die  erste  Gleichung  bestimmte  Punkt 
liegt  im  Unendlichen  auf  dem  Strahl.  Es  sind  also  die  sechs  Coordinaten 
des  Strahles: 
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{xio — Xfo\     (yo)' — y'co),     (zeo' — z'co), 
{xz-^xz\     (yz—yz),     (xy—xy) 
mit  beliebigem  Vorzeichen, 

Multiplicirt  man  wiederum  die  erste  der  vier  Gleichungen  15)   mit 
(y/ — y'z),  die  zweite  mit  (y'cö  — y«'),  die  dritte  mit  {zm — z'oo),  und  addirt 
hierauf  diese  drei  Gleichungen,   so  erhält  man  als  Bedingungsgleichung, 
welche  zwischen  den  sechs  Coordinaten  statthaben  muss : 
16)  (x  (0 —  a' «)  (y  z —  yz)  +  {x  z—  xz)  (y'o)  -^  y  m) 

+  {xy — xy)  {z  oo' —  t'w)  ==0. 
Führen  wir  nun  auch  hier  folgende  Bezeichnungen  ein: 

X  <a —  xto y  (0 —  yco zto  —  zoo 


,,v  xy  —X  y  xy  — xy  xy —xy 

1 '}  /        /  ff 

xz  — X  z  yz  — y  z 
7 —  -/-  =  q,  -f — "7-  =  U 

xy — xy  xy — xy 

so  wandeln  sich  die  Gleichungen  15)  sofort  in  die  folgenden  um : 

—  na  +  t6  +  J:c  =  0 

—  qa+ih  —  td  =  (^ 
'  a—ic  —  Td^O 

b  —  qc  —  kd  =  0. 
Ans  den  eingeführten  Bezeichnungen  findet  man   sofort  weiter  wiederum 
folgende  Proportion : 

19)  —  /r :  T  :  t :  / :  ^  :  I  = 

=  (a:a)'— .r'a>)  :  (yco'— y'co) :  (zco'— «'w)  :  {yz—yz)  :  {xz—xz)  :  [xy  —  x'y) 
=  cosct :  cosß  :  cosy  :p  cosk  :p  cosfi  ipcosv. 

Diese  gewonnenen  Resultate  erhalten  sofort  eine  praktische  Bedeu- 
tung, wenn  man  zur  Mechanik  übergeht.  Es  wirke  z.  B.  auf  einen  Körper 
eine  Kraft  ein,  deren  Grösse  durch  die  Entfernung  der  beiden  Bestimmungs- 
punkte  eines  Strahles  und  deren  Richtung  durch  die  Richtung  des  Strahles 
gegeben  ist;  bildet  man  alsdann  die  drei  Componenten  2l,  F,  Z  der  Kraft, 
sowie  die  drei  in  die  Coordinatenebenen  fallenden  Kräftepaare  Z,  3f,  iV,  so 
kann  man  sofort  als  die  sechs  Coordinaten  der  Kraft  die  Grössen  l',  F,  Z, 
Z,  M,  N  ansehen  und  erhält  so  die  Gleichungen : 

20)  Xi  Y:  Z:  L  i  M  :N=cosa:  cosß  :  cosy  ipcosX: pcosfii  pcosv^ 

21)  ÄL+  YM+  ZN  =  0. 

Findet  umgekehrt  diese  Beziehung  zwischen  den  Componenten  und  den 
Kräftepaaren  statt,  so  lässt  sich  an  Stelle  derselben  eine  Einzelkraft  setzen. 
Letztere  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Axe,  welche  das  Kräftepaar 
geometrisch  darstellt,  senkrecht  zu  der  Resultante  steht. 

Hat  man  eine  Reihe  von  Kräften,  deren  Coordinaten  die  ebengenann- 
ten Grössen  sind,  so  erhält  man  nach  der  Grundformel  der  Statik  als  die 
sechs  resultirenden  Coordinaten: 

2;*»     Iiy,     £',     Z^,     Z^,     £^, 
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and  genügen  diese  der  Gleichnng  21),  so  erhält  man  eine  resnltirende 
Kraft.  Findet  aber  diese  Gleichung  nicht  statt,  und  ist  g>  der  Neigungs- 
winkel zwischen  der  Resnltante  R  und  der  Axe  des  resultirenden  Kräfte- 
paares Pj  so  ist  bekanntlich 

22)  €OS(p= —- 

nnd  es  findet  alsdann  keine  Beziehung  zwischen  den  sechs  Coordinaten 
statt.  In  diesem  Falle  nennt  Plücker  die  den  Effect  bewirkende  Ursache 
eine  Dyname;  ich  schlage  statt  dessen,  um  Verwechselung  zu  verhüten, 
den  Namen  Kratoide  vor  und  soll  dieser  letztere  auch  in  dieser  Abhaud- 
lung  beibehalten  bleiben. 

Bei  den  drei  Coordinaten 

X  y —  x'y,  zx'—z'xy  y  z  —  yz 
einer  Axe  (oder  einer  Kraft)  bleiben  die  Grössen  identisch,  wenn  man 
x\y\z  durch  (x — x)  {y — y)  und  {z — z)  ersetzt.  Daher  können  wir 
auch  als  die  sechs  Coordinaten  ansehen  die  Grössen  Jf,  F,  Z,  Tz  —  Zy, 
Zx — 2'z,  Xy —  Yx  und  bedeuten  hierbei  ar,  y,  2  die  Coordinaten  eines  in 
der  Richtung  der  Kraft  liegenden  Punktes,  dereo  Intensität  durch  JT,  F,  Z 
bestimmt  ist. 

Kehren  wir  zu  einer  Axe  zurück  und  setzen  noch 

X  —  x=dx^  y  —  y  =  rfy,  z — 2=rfr, 
d.h.  wir  nehmen  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  zur  Bestimmung  der  Axe, 
so  sind  deren  Coordinaten  da:,  dy,  dz,  {y  dz  —  2  dy),  {zdx  —  x  dz)^ 
{xdy—y  dx\  und  treten  diese  in  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  wie 
die  oben  gebrauchten  Coordinaten.  Entsprechendes  gilt  natürlich  auch 
für  die  Axe,  wenn  wir  zu  deren  Bestimmung  zwei  aufeinanderfolgende 
Ebenen  nehmen. 

Als  Ilauptergebniss  ist  die  Einführung  der  neuen  Coordinaten  und  der 
Complex  der  Gleichungen  11),  19)  und  20)  zu  betrachten. 

§.2. 

Complexe. 

Allgemeines. 

Besteht  eine  homogene  Gleichung  w*®"  Grades  zwischen  den  Coordi- 
naten der  Geraden  —  seien  es  Axen  oder  Strahlen  — ,  so  sagen  wir,  die 
geraden  Linien ,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen,  stellen  einen 
Complex  n^^^  Grades  dar.  Es  ist  dabei  nach  den  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Gleichungen  zwischen  den  verschiedenen  Coordinaten  der  Complex 
derselbe,  welche  Coordinaten  man  auch  nehmen  mag,  wenn  nur  die  homo- 
gene Function  dieselbe  bleibt.  Es  sind  also  z.  B.  die  beiden  Complexe 
Sin  =  F(r,  5,  1,  —  a,  p,  t/)  =0     und 

^  Sln  =  t\-k,X,t,t,q,   0  =  0 
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IdeDtiscby  wenn  F  dieselbe  Ftinction  bedeutet,     n  bedeutet  hierbei    den 
Orad  der  Gleichung,  also  auch  den  Grad  des  Complexes. 

Zunächst  lassen  sich  sofort  von  den  Complexen  n^^^  Grades  die  folgen- 
den beiden  Eigenschaften  nachweisen. 

1)  Alle  Geraden  eines  Complexes  vom  n*®°  Grade,  welche  in  irgend 
einer  Ebene  des  Raumes  liegen,  umhüllen  in  dieser  eine  Curve  von  der 
n*«°  Classe ; 

2)  Alle  gerade  Linien  des  Complexes,  die  dnrch  einen  Punkt  des 
Raumes  gehen,  bilden  einen  Kegel  der  n^®°  Ordnung,  dessen  Spitze  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  ist. 

Um  den  ersteren  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  denke  man  sich  in 
dem  darcb  die  Gleichung 

Sln  =  F\{pc—h'c),     {a'c—ac),     {ab'— ab),     {ad'— ad), 
^^  {bd'—b'd),     (c(r-c'd){=0 

dargestellten  Complexe  die  Ebene  {a\  b\  c\  d')  zunächst  als  constant,  so 
wird  dieselbe  durch  die  Ebene  (a,  6,  c,  d)  in  einer  Geraden  geschnitten; 
indem  man  nun  alle  Ebenen  (a,  6,  c,  d)  nimmt,  welche  zu  dem  Complexe 
gehören,  erhält  man  anendlich  viele  Gerade  in  der  Ebene  («',  b\  c\  d^ 
und  es  umhüllen  diese  eine  Curve,  deren  Classe  gleich  dem  Grade  des 
Complexes  ist.  Indem  wir  nun  alle  Ebenen  {a\  b\  c ,  d')  des  Raumes 
nehmen,  erhalten  wir  obigen  Satz,  dass  ein  Complex  des  n**°  Grades  durch 
jede  Ebene  des  Raumes  in  einer  Curve  n^^^  Classe  geschnitten  wird. 

Betrachten  wir  nun  solche  Ebenen,  die  durch  eine  gemeinsame  Aze 
gehen,  so  schneiden  alle  Tangenten  an  die  Curven  —  also  die  in  den 
Ebenen  liegenden  Geraden  des  Complexes  die  Axe  und  zwar  gehen  in 
jeder  Ebene  n  Tangenten  durch  denselben  Punkt  der  Axe.  Dieser  Punkt 
ist  dabei  ganz  beliebig;  dagegen  schneidet  keine  Gerade,  die  Tangente  an 
eine  Curve,  die  nicht  in  einer  durch  die  gemeinschaftliche  Axe  gehenden 
Ebene  liegt,  ist,  die  genannte  Axe.  Es  stellen  daher  die  durch  einen 
Punkt  der  Axe  gehenden  Tangenten  (je  n  in  einer  Ebene)  an  die  Curven 
einen  Kegel  von  der  n*®"  Ordnung  dar;  da  nun  der  Punkt  der  Axe,  die 
Spitze  des  Kegels,  beliebig  angenommen  werden  kann,  so  gilt  der  oben 
gegebene  Satz  ganz  allgemein. 

Dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben   haben,    wenn  wir  statt  des 
Complexes  von  Axen  [24)]  den  hiermit  identischen  Strahlencomplex 
XSln^F\j^sc(o — a:'cö),     (yw— yco),     (zw'— z'q), 
{yz—yz),     {xz—xz),     (a:y— arV)]  =  0 
der  Betrachtung  unterzogen  hätten.     Nimmt  man  nämlich  hierin  den  Punkt 
{x ,  y\  z\  to)  als  constant  und  den  Punkt  (or,  y,  z,  o))  als  veränderlich,  so 
stellt  die  obige  Gleichung  25)  einen  Kegel  der  n^^^  Ordnung  dar;  d.  h*  alle 
Strahlen  eines  Complexes   vom  n*®"  Grade,  die  durch   einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  gehen,  stellen  einen  Kegel  der  n^^^  Ordnung  dar,  dessen 
Spitze  der  genannte  Punkt  ist. 
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Hieraus  folgt  dud  sofort,  dass  wir  einen  Complex  von  Geraden  von 
dem.  n^°  Grade  auffassen  können  sowohl  als  den  Complex  von  Curven  der 
,iteD  ciasse,  von  denen  jede  Ebene  des  Banmes  eine  enthält,  oder  als  den 
Complex  von  Kegeln  der  «****  Ordnnng,  wobei  jeder  Punkt  des  Raumes  die 
Spitze  eines  Kegels  ist. 

Nehmen  wir,  wie  wir  dies  bereits  oben  gethan,  alle  die  Ebenen, 
welche  sich  in  einer  gemeinsamen  Axe  schneiden;  die  alsdann  durch  die 
in  den  Ebenen  liegenden  Curven  gebildeten  Flächen  werden  von  Plücker 
Flächen  des  Complexes  genannt;  sie  werden,  wie  man  sofort  aus  dem  Vor- 
stehenden ersieht,  umhüllt  von  Kegeln  der  n**°  Ordnung,  deren  Spitzen  in 
der  gemeinschaftlichen  Axe  der  Ebenen  liegen;  wir  können  daher  die 
Flächen  des  Complexes  sowohl  durch  die  Curven  n**'  Classe,  sowie  aueh 
durch  die  Kegel  n^^^  Ordnung  entstanden  denken,  wo  die  Ebenen  der  Cur- 
ven in  einer  Geraden,  dem  geometrischen  Ort  der  Spitzen  der  Um- 
hüllungskegel sich  schneiden.  Alle  Geraden  des  Complexes  Sln^  welche 
zugleich  Tangenten  an  die  Fläche  sind ,  gehen  durch  die  gemeinsame  Axe 
der  Ebenen  und  es  ist  daher  diese  letztere  eine  n  fache  Gerade  des  Complexes, 
und  jede  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  n^^''  Classe,  welche 
auf  der  Axe  einen  n  fachen  Punkt  —  den  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der 
Axe  —  besitzt.  In  derselben  Weise  entspricht  jedem  Umhüllungskegel 
der  Fläche  eine  it fache  Ebene,  welche  die  n fache  Gerade  in  sich  auf- 
nimmt. 

Es  ist  die  Schnittcurve  einer  Ebene,  welche  durch  die  n fache  Linie 
(die  Schnittlinien  der  Ebenen)  geht,  mit  der  Fläche  des  Complexes  eine 
Curve  von  der  n**°  Classe.  Die  Ordnung  derselben  würde  daher 
It  (n — l)^n* — n  sein.  Die  n fache  Gerade  aber,  welche  nicht  in  der  Be- 
stimmung der  Curve  mittelst  der  Tangenten  auftritt,  erbebt  die  Ordnung 
von  n'  —  n  zu  n';  dies  ist  also  im  Allgemeinen  die  Ordnung  der  Schnitt- 
curven  der  OberfläcBte.  Da  nun  die  Ordnung  der  Schnittcurven  mit  der 
der  Flächen  übereinstimmt,  so  ist  also  die  Ordnung  der  Flächen  eines 
Complexes  vom  w**"  Grade  gleich  w*. 

Dasselbe  Resultat  ergiobt  sich,  wenn  man  statt  der  Schnittcurven  die 
Umhüllungskegel  nimmt,  und  es  ist  also  die  Ordnung  und  die  Classe  der 
Flächen:«». 

§.3. 
Complexe  ersten  Grades. 

Wenden  wir  die  im  Vorhergehenden  gewonnenen  Resultate  auf  die 
Complexe  vom  ersten  Grade  an,  so  ergeben  sich  sofort  folgende  Gesetze : 

i)  Alle  geraden  Linien  eines  Complexes  vom  ersten  Grade,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  gehen  in  derselben  durch  einen  Punkt. 

2)  Alle  geraden  Linien,  welche  durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen» 
liegen  in  einer  Ebene. 
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3)  Die  Flächen  des  Complexes  gehen  in  gerade  Linien  über;  die 
Umhüllnngskegel  derselben  sind  Ebenen;  die  Erzengnngscnrven  sind 
Punkte. 

Es  sei  nun  die  Gleichung  eines  Complexes : 

26)  Ar+Bs+C+I)a+EQ+Ffi  =  0, 

wo  r,  5,  1,  ( — a),  Q  und  tf  die  Coordinaten  einer  Axe  sind.  Nehmen  wir 
nun  irgend  einen  Punkt  x\  y\  z\  m  und  suchen  die  Ebene,  in  welcher  die 
durch  den  Punkt  gehenden  Geraden  liegen.  Wir  setzen  daher  ©'=1, 
alsdann  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  9)  die  Beziehung : 

27)  sx' — ry=SQ  —  ra. 
Als  Gleichang  der  Ebene  findet  man  sofort : 

28)  A{x^x)+B{i/—y)  +  C(z-^z')  +  D(yz—yz)+E(xz—xz) 

+  F{xy---xy')=0', 

hierfür  könnten  wir  auch  schreiben  nach  Hinzufügung  der  entsprechenden 
Glieder: 

29)  {A—Fy^Ez)  {x-x')  +  {B+Fx^ ßz)  {t/—y) 

+  {C+Ex+I)y)  (z  — 0=0. 
Umgekehrt  sei  eine  Ebene 

30)  ax+b'y+cz  +  (l'=0 

eines  Complexes  gegeben  und  man  soll  die  Schnittpunkte  aller  Geraden, 
die  in  der  Ebene  liegen,  bestimmen.  Jede  Gerade  der  Ebene  muss  als- 
dann den  Gleichungen  genügen  (nach  dem  Früheren) : 

a'r+6's+c'=0 

'  arj+c'a — d's=0 

&'i^— ^^  +  <iV=0. 

Je  zwei  Gleichungen  von  diesen  vier  folgen  unmittelbar  aus  den  beiden 
andern.     Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichungen   die  Grössen  r,  q  und 
(fl^rc — sq)  aus  der  Gleichung  des  Complexes,  so  erhält  man: 
32)  (^Ba^Ab'—Fd')  s+{Da—Eb'  +  Fc)  o 

—  Ac  +  Ca—Ed'=:0, 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  Grössen  s  und  c  vom  ersten 
Grade  und  stellt  demgemäss  eine  gerade  Linie  dar,  welche  parallel  der 
A'-Axe  ist  und  die  FZ- Ebene  in  einem  Punkte  schneidet,  dessen  Coordi- 
naten sich  sofort  als 

,      Ba—Ah'—Fd' 


33) 


Da —Eh' +  Fe 
Cd  —  Ac  --  Ei 


^       Da— Eh' +  Fe' 
ergeben.     Alle  gerade  Linien  der  gegebenen  Ebene  30)  schneiden  diese 
Gerade  32),  d.  h.  die  z  und  y  Coordinate  des  Schnittpunktes  der  Geradon 
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des  Complexes,  die  in  der  Ebene  liegen,  sind  durch  33)  bestimmt.  Eliminirt 
man  mittelst  der  ersten,  zweiten  und  vierten  Gleichnng  von  31)  die  Grössen 
*,  0  und  17,  so  erhielten  wir  in  entsprechender  Weise  eine,  der  F-Axe 
parallele  Gerade  und  hierdurch  als  orCoordinate  des  Schnittpunktes  der 
in  der  Ebene  30)  liegenden  Geraden  des  Complexes 

^^  .  '"'^Da'—Eb'+Fc''' 

Der  zu  einer  Ebene  (a\  b\  c\  d')  zugehörige  Punkt  wird  daher  auch  durch 
die  Gleichung  dargestellt: 

35)  A{bc^b'c)+B{ac  —  ac)  +  C{ab'-^aö)  +  D{ad—ad') 

+  Elbd'—b'd)+F{cd-^cd')=sO. 

Nehmen  wir  nun  zwei  Ebenen  (a,  &,  c,  d)  und  (a\  b\  c\  rf'),  so  schnei- 
den sich  dieselben  in  einer  Geraden,  die  wir  mit  {a  a)  bezeichnen  wollen. 
Die  zu  einem  Complexe  gehörigen  in  den  beiden  Ebenen  gelegenen  Ge- 
raden schneiden  sich  in  den  zugeordneten  Punkten  P  und  P'\  die  Verbin- 
dungslinie dieser  letzteren  sei  (^PP')*  Eine  beliebige  Ebene  durch  (PP') 
gelegt,  schneidet  die  Gerade  {aa)  in  einem  Punkte  Q^  alsdann  sind  QP 
und  QP'  Linien  des  Complexes  und  es  ist  daher,  da  sich  QP  und  QP'  im 
Punkte  Q  schneiden,  wiederum  Q  der  zu  der  Ebene  QPP'  zugeordnete 
Punkt,  d.  h.  es  schneidet  jede  durch  zwei  Punkte  gehende  Ebene  die 
Schnittlinie  der  beiden  den  Punkten  zugeordneten  Ebenen  in  dem  der 
ersten  zugeordneten  Punkte.  Mit  anderen  Worten:  Der  geometrische  Ort 
aller  zugeordneten  Punkte  zu  den  Ebenen,  welche  durch  zwei  festliegende 
Punkte  gehen,  ist  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Schnittlinie  der  beiden 
den  festen  Punkten  zugeordneten  Ebenen.  Diese  beiden  merkwürdigen 
Geraden  [im  obigen  Beispiele  (aa)  und  (PP')]  sind  conjngirte  Linien. 
Dreht  man  daher  eine  Ebene  um  eine  Gerade,  so  beschreibt  ihr  zugehöriger 
Punkt  die  zu  der  ersteren  conjugirte  Gerade.  Jede  Gerade,  welche  die 
beiden  conjugirten  Linien  schneidet,  ist  eine  Gerade  des  Complexes. 

Obiger  Satz  lässt  sich  umkehren  und  lautet  alsdann:  Alle  Ebenen, 
deren  zugeordnete  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  schneiden  sich  in  der 
zu  jener  conjugirten  Linie. 

Die  obigen  Resultate  lassen  sich  ohne  weitere  Schwierigkeit  mit  dem 
Principe  der  polaren  Reciprocität  verbinden  und  geben  alsdann  die  be- 
kannten Sätze  zwischen  Pol  und  Polarebene. 

Bestimmen  wir  nun  die  zum  Coordinatenanfangspunkt  zugeord- 
nete Ebene.  Die  Gleichung  28)  giebt  uns  die  zum  Punkte  Xy  y\  z  zu- 
geordnete Ebene.     Setzen  wir  daher  in  dieser  Gleichung : 

36)  :r'=0,     y=0,     2'=:0, 

so  erhalten  wir  sofort  als  Ebene,  welche  alle  im  Coordinatenanfangspunkte 
sich  schneidenden  Geraden  des  Complexes  enthält: 

37)  .^a:+Äy+C«=0. 
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Um  die  den  im  Unendlichen  gelegenen  Punkten  der  drei  Axen  zugeord* 
neten  Ebenen  zu  finden,  dividire  mau  die  Gleichung  28}  successive  durch 
x\  y\  z  und  setze  alsdann : 

39)  y  =QO 

Hierdurch  erhält  man  für  jene  drei  Ebenen  die  Bestimmungsgleichungen : 

Ez+Fy—A^^ 

40)  Dz'-Fx  —  B^^O 

C+Dy  +  Ex=0. 

Verbindet  man  Gleichung  37)  mit  je  einer  von  40),  so  erhält  man  die  den 
drei  Coordinatenaxen  conjugirten  Geraden.  Die  der  ^-Axe  conjugirte 
wird  also  bestimmt  durch  den  Schnitt  der  beiden  Ebenen: 

iAx+ßy+Cz=^0 
^^^  lEz+Fy-A  =0. 

Diese  schneidet  die  XT- Ebene  in  dem  Punkte 

B 


42) 

*=- 

>' 

y= 

=r 

die  XZ 

Ebene  in  dem  Punkte 

43) 

ar=— 

C 
'  E' 

z  = 

A 

nnd  die  FZ- Ebene  in 

44) 

y  = 

AC 

z= 

FC- 

AB 

'FC  —  EB' 

--EB' 

Sucht  man  in  derselben  Weise  die  Schnitte  der  zu  der  Y-kne  con- 
jugirten Geraden  mit  den  drei  Coordinatenebenen,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  dieselbe  Reihenfolge  wie  oben  beibehalten: 

B  A 

'  45)  x^--~,  y^f^ 

^.  _     —BC AB 

^^  ""^AD  +  CF'     ^"CF+AD' 

C  B 

47)  y=-.^,     .=  ^. 

Bestimmen  wir  nun  noch  ebenso  die  drei  Schnittpunkte  der  der  Z  •  Axe 
conjugirten  Geraden,  so  erbalten  ifir  die  Werthe: 
_       BC  _     —AC 

"^^  '~AD—Bg'     ^~AD  —  BE' 

49)  .=--,     z=-. 

.^\  C  B 

50)  j/=--^,     z=-^. 
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^^.^^^^^^l^4W^^W>i^ 


Bemerken  wir  nun,  dass  die  Oleiehungen  42)  and  45),  ebenso  43)  und  49), 
nnd  schliesslich  47)  nnd  50)  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  die 
drei  den  Coordinatenaxen  conjogirten  Geraden  sich  in  den  Coordinaten- 
ebenen  nnd  zwar  in  den  za  diesen  zagebörigen  Punkten  gegenseitig 
schneiden,  oder  mit  anderen  Worten :  Die  zu  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidenden  Geraden  im  Räume  conjugirten  Geraden  bilden  ein  Dreieck, 
dessen  Spitzen  in  den  durch  je  zwei  der  ersten  Geraden  bestimmten  Ebenen 
und  zwar  in  den  zu  diesen  zugehörigen  Punkten  liegen  und  umgekehrt. 

Um  den  letzten  Theil  des  Satzes  nachzuweisen,  dass  nämlich  die  den 
Axen  conjugirten  Geraden  die  Ebenen  in  ihren  zugehörigen  Punkten 
schneiden,  kehren  wir  zu  der  Gleichung  35)  zurück.  Um  die  den  Coordi- 
natenebenen  zugeordneten  Punkte  zu  bestimmen ,  dividiren  wir  successive 
durch  c ,  b\  d  und  setzen  alsdann 

51)  6' =  00 

a'=QO . 

Alsdann  erhalten  wir  als  Gleichungen  für  die  gesuchten  Punkte : 

Ab  —  Ba-^  Fd=(^ 

52)  Ca  —  Ac  —  Ed  =  0 

Bc-'Cb  +  Dd^O, 

Es  ergeben  sich  hieraus  als  die  Coordinaten  der  drei  Punkte : 

B  A  ^ 

53)  X=— -,       y;;=r0,        Z  =  -, 

Diese  Werthe  zeigen  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes  und  gleichzeitig 
ergiebt  sich  daraus  die  merkwürdige  Beziehung,  dass  das  Product  aus  drei 
Coordinaten  xyz  dividirt  durch  das  Product  der  drei  anderen  Coordinaten 
gleich  ist  der  negativen  Einheit. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  35) 

(f'=00, 

so  ergiebt  sich  als  Punkt,  der  zu  einer  im  Unendlichen  gelegenen  Ebene 
zugehörig  ist: 

54)  Eb  —  Da  —  Fc^O, 

d.  h.  der  Punkt  liegt  selbst  auch  im  Unendlichen,  und  zwar  in  einer  Rich- 
tung, welche  bestimmt  ist  durch 

65)  ^=Jf='l 

D       E      'f 

Diese  Richtung,  welche  durch  das  Verhältniss 

D.ExF 

32* 
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bestimmt  wird ,  nennen  wir  die  charakteristische  Richtung  des  Complexes ; 
sie  ist  fest  mit  demselben  verbunden. 

Eine  zu  der  obigen  senkrechte  Ebene  wird  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

56)  Dx  +  Ey  +  Fz~0. 

Verschiebt  man  das  Coordinatensystem  parallel  mit  sich  selbst^ 
so  bleibt  das  Verhältniss,  welches  die  charakteristische  Richtung  bestimmt, 
dasselbe;  es  ändert  sich  dagegen,  sobald  eine  Drehung  des  Systems 
stattfindet.  Eine  der  drei  Constanten  />,  E^  F  wird  gleich  Null,  sobald 
die  durch  dieselben  bestimmte  charakteristische  Richtung  in  eine  der 
Coordinatenebenen  TZ,  XZ  oder  XY  fällt.  Zwei  derselben  (z.  B.  D 
und  E)  verschwinden,  wenn  die  Richtung  in  eine  Axe  (z.  B.  hier  die 
2-  Axe)  fällt. 

Umgekehrt  wie  es  bei  dem  Verhältnisse  der  drei  Constanten  L  \E\F 
eines  Complexes  ist,  ist  es  bei  den  drei  übrigen: 

ÄxB'.C. 
Dieses  Verhältniss  bleibt  dasselbe,  wenn  das  Coordinatensystem  gedreht 
wird,  ändert  sich  jedoch,  sobald  das  System  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
schoben wird.  Liegt  nun  eine  der  drei  Coordinatenaxen  in  der  zum 
Coordinatenanfangspunkte  zugehörigen  Ebene,  so  verschwindet  die  ent- 
sprechende Constante;  zwei  derselben  werden  gleich  Null,  sobald  zwei 
Coordinatenaxen  Gerade  des  Complexes  sind,  d.  h.  wenn  die  beiden  in  der 
zum  Anfangspunkte  gehörigen  Ebene  liegen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  nun  weiter,  dass  alle  die  Ebenen, 
welche  zu  den  Punkten,  die  auf  einer  in  der  charakteristischen  Richtung 
eines  Complexes  laufenden  Geraden  liegen,  zugehören,  parallel  sind,  und 
umgekehrt  liegen  die  zu  parallelen  Ebenen  zugehörigen  Punkte  auf  einer 
Geraden ,  deren  Richtung  diejenige  der  charakteristischen  des  Complexes 
ist.  Weiter  schliessen  wir  daraus,  dass  es  eine  Gerade  —  die  Axe  des 
Complexes  —  giebt,  auf  welcher  die  zu  ihren  Punkten  zugehörigen  Ebenen 
aenkrecht  stehen. 

Dreht  man  einen  Complex  um  seine  Axe  oder  verschiebt  man  den- 
aelben  in  der  Richtung  derselben,  so  bleibt  er  nngeändert.  Es  werden 
namentlich  also  auch  gerade  Linien,  welche  parallel  in  gleicher  Entfernung 
mit  der  Axe  des  Complexes  sind ,  von  den  ihren  Punkten  zugehörigen 
Ebenen  unter  demselben  Winkel  geschnitten. 

Um  nun  diesen  Winkel  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  das  Coordinaten- 
aystem  so  gewählt,  dass  eine  Coordinatenaxe,  z.  B.  die  Z-Axe  mit  der  Axe 
des  Complexes  zusammenfällt;  die  ZF- Ebene  ist  alsdann  die  zum  Coordi- 
natenanfangspunkt  zugehörige  Ebene;  die  Gleichung  des  Complexes  ist 
alsdann  nach  dem  Früheren: 

ö7)  5^  —  ra  =  Ar. 
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Die  zu  einem  Punkte  (x',  y^  z)  zugehörige  Ebene  wird  daher  dargestellt 
durch : 

68)  y'a:— ya:'==Ar(2— z'). 

Denken  wir  uns  den  Punkt  in  der  y 2- Ebene,  so  ist  z'ssO,  also  die 
Gleichung  der  zugehörigen  Ebene 

69)  yx  —  yx'^^kz. 

Ist  der  Winkel,  den  diese  Ebene  mit  der  Z- Axe  bildet,  A,  so  erhält  man 
als  Bestimmungsgleichang  für  denselben : 

k 
CO)  cosA  =  -===== 

Vx'+y*+l^ 
oder 

61)  x^+y*=/^iang'X. 

Der  Winkel  k  ist  aber  derselbe ,  den  auch  die  zu  dem  Punkte  {x\  y\  z) 
zugehörige  Ebene  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  mit  der  Z-  Axe 
parallelen  Geraden  bildet. 

Es  seien  nun  ferner  zwei  Punkte  («'y' 2')  und  {x"y"z')  gegeben;  die 
durch  dieselbe  bestimmte  Gerade  hat  alsdann  nach  dem  Obigen  in  dem 
Complexe 

sq  —  r0  =  k 
als   conjugirte  Gerade  die  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  be- 
stimmte : 

.  ixy'  --xy^kiz—z) 

Setzt  man  aus  der  ersten  Gleichung  die  Werthe  von  y  oder  x  in  die  zweite, 
so  erhält  man  für  obige  Gleichungen  die  neuen : 

X  (p:Y-x"y')  =  k  \{x'-x')  z-^(x"z-x'z")\ 

y(«V'— «'V)=^  \W—9")  «— (y"«'— y'OI- 

Sind  nun  die  Coordinaten  der  ersten  Geraden  r,  «,  q  und  tf,  so  hat  man 
bekanntlich 

X  — a>  y  —y 

*  y — *y 

Da  nun  für  die  der  genannten  Geraden  conjugirte   Linie  nach  62)   sein 

muss: 

65)  xy--xY^k{z'  —  z'), 

so  hat  man  für  die  Coordinaten  r ,  $\  q\  a  der  conjugirten  die  Gleichungen : 
ft,.N  «  y  — «y  X  y  --xy 

s' Q — r'c=k. 
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Aus  der  Vergleichung  der  entsprechenden  Formeln  ergiebt  sich  sofort 
folgende  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  zweier  coa- 
jugirter  Geraden  eines  Complexes  von  der  oben  gegebenen  Form: 

r       8        df      ~o  k      ' 

Aus  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  sich  zwei  conjugirte  Gerade 
eines  Complexes  nicht  schneiden  können;  die  Gleichung  zur  Bestimmung 
ihres  Neigungswinkels  lässt  sich  sofort  aus  den  Grössen  r,  /,  «,  s  ableiteiu 
Aus  obigen  Gleichungen  ersehen  wir  ferner,  dass  zwei  conjugirte  Gerade 
nie  parallel  sein  können;  haben  sie  einen  Punkt  gemeinsam,  so  fallen  sie 
ganz  ineinander  oder  sind  identisch,  d.  h.  die  Gerade  gehört  dem  Complex 
selbst  an.  Es  kann  daher  jede  Linie  des  Complexes  umgekehrt  wiederam 
als  zwei  ineinander  fallende  conjugirte  Gerade  aufgefasst  werden. 

(Fortsetsang  folgt.) 
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XXXI.  TTeber  die  yier-  und  fttnf^piinktige  Berührung  einer  Geraden 
mit  einer  algebraischen  Fläche.  Von  Dr.  Gordan,  Prof.  a.  d.  Universität 
Oiessen.  Die  Frage  nach  derjenigen  auf  einer  Oberfläche  zu  ziehenden 
Curve,  in  deren  Punkten  eine  Gerade  die  Fläche  vierpunktig  berühren 
kann,  ist  von  Herrn  Salmon  und  Herrn  C  leb  seh  so  weit  geführt  worden, 
dass  man  die  Gleichung  einer  Fläche  (11  n— 24)^*'  Ordnung  angiebt,  welche 
die  gegebene  Fläche  n^^'  Ordnung  in  jener  Curve  schneidet. 

Die  Ableitung  der  letzten,  welche  in  dem  Lehrbuche  von  Salmon 
reproducirt  wird,  ist  indessen  noch  mit  nicht  unbedeutenden  Rechnungen 
verknüpft.  £s  soll  im  Folgenden  nun  die  Frage  mit  Hülfe  einiger  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  anderer  Weise  gelöst  werden,  welche,  wie  ich 
glaube,  wesentlich  einfacher  ist,  und  zugleich  einen  Blick  in  die  geo- 
metrische Natur  der  algebraischen  Processe  zu  sehen  erlaubt,  welche  die 
Behandlung  dieser  wichtigen  Frage  erfordert.  Ich  wende  sodann  dieselbe 
Methode  auf  die  Ausrechnung  derjenigen  Punkte  an,  in  welcher  eine  fünf- 
punktige  Berührung  möglich  ist. 

§.1. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  2**''  Ordnung  sei  in  symbolischer  Form 

wobei  der  Buchstabe  a  auch  beliebig  durch  6,  c,  d  ersetzt  werden  kann. 
Die  Gleichung  der  Fläche  in  Liniencoordinaten  (ti„  t/j,  t/„  u^)  wird  dann 
bekanntlich  erhalten,  wenn  man  in  dem  Quadrate  der  Determinante 
2 — ^1  bf  c,  u^  die  Producte  gleichartiger  Buchstaben  durch  die  Coefficienten 
der  Fläche  ersetzt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  diese  Determinante 
(wie  auch  bei  anderen  ähnlichen  geschehen  soll)  durch  (abctt),  so  ist  die 
Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten  symbolisch  ausgedrückt  durch : 

(a6cw)*  =  0. 
Führt  man  auch  noch  für  die  u  symbolische  Coefficienten  d  ein,  so  geht 
der  durch  das  Quadrat  der  symbolischen  Determinante  dargestellte  Aus- 
druck in  die  Hesse 'sehe  Determinante  der  Fläche  über,  welche  durch  J 
bezeichnet  werden  soll,  so  dass 

Jz={abcd)\ 
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Gehen  wir  von  der  Gleichung  der  Oberfläche  in  Ebenencoordinaten 
aus  and  bezeichnen  sie  symbolisch  durch 

? 
80  vertreten  die  a  die  aus  drei  Reiben  abc  gebildeten  Unterdeterminanten , 
und  die  Determinante  //  nimmt  auch  die  Form  an : 

J=d„*  =  aa*  etc. 

§.2. 
Im  Folgenden  wird  öfters  von  einer  Httlfsformel  Gebrauch  gemacht, 
welche  in  folgender  Weise  abgeleitet  werden  kann. 

Multiplicirt  man  J={abcdy  mit  u,  und  ersetzt  dann  (abcd)us  durch 
einen  Wertb  aus  der  bekannten  Identität: 

Ux{abcd)^=ajp{ubcd)  +  bjp{aucd)  +  Cx(abud)  +  ds{abcu)^ 
so  erhält  man   vier  Grössen,    welche   denselben  Werth  haben,   weil    die 
a,  6,  Cy  d  symbolisch  für  dieselben  reellen  Grössen  gesetzt  sind.     Behält 
man  aber  nur  einen  dieser  Ausdrücke  mit  4  multiplicirt  bei,  so  hat  man : 

JUjp^=Aas(abcd)  (ubcd)=4ua  «««x. 
Setzt  man  hierin  für  Ug   den  Ausdruck  b^b^^  welcher  den  Differential- 
quotienten von  fnsLch  Xi,  dividirt  durch  2,  bedeutet,  so  geht  die  Gleichung 
über  in : 

/lb/=Aa^b^arb, 

und  wenn  man  endlich  die  Quadrate  und  Producte  der  x  durch  Ooefficienten 
der  Fläche  in  Ebenencoordinaten,  oder  die  x  selbst  durch  die  Symbole  ß 
ersetzt: 

Jbs*^=Aa^b^a,bs, 

was  auch  mit  Rücksicht  auf  den  symbolischen  Ausdruck  von  J  in  der  Form 
geschrieben  werden  kann: 

I)  4a^6„fl,6,  — a««6/=0. 

§.3. 
«  Auf  der  Fläche  2**'  Ordnung  nehme  ich  jetzt  vier  Punkte  an,  welche 
ein  windschiefes  Viereck  bilden.  Von  diesen  ist  einer,  o;,  ein  ganz  be< 
liebiger  Punkt  der  Fläche;  zwei  andere,  ^,  z,  liegen  irgendwie  auf  der 
durch  X  gelegten  Erzeugenden ;  der  vierte  endlich,  |,  ist  vollständig  be- 
stimmt als  der  Durchschnitt  der  beiden  anderen  durch  y  und  z  gehenden 
Erzeugenden.     Auf  der  Fläche  liegen  die  Geraden 

a^yi    a?«»    Sy,    I«. 
Die  absoluten  Werthe  der  Tetraedercoordinaten  ;,  |  kann  man  dann  offen- 
bar so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  der  fläche  in  Ebenencoordinaten 

W*  Wy  +  Wy  w«  =0 

übergeht,  dass  aber  die  für  die  u  identische  Gleichung  stattfindet: 

II)  Wa'=  (a6cM)*=WxW{  +  WyW,. 
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Man  kann  ans  dieser  Formel  eine  etwas  allgemeinere  ableiten ,  indem 
man  nach  den  u  differenziirt,  nnd  die  Differentialquotienten  mit  neuen 
Grössen  v  multiplicirt,  so  dass  man  bat: 

IIa)  2UaVa  =  2{abcv)=iUsV^  +Pjr  Wf  +  u^Vg+v^Us. 

Zwiscben  den  Coordinaten  der  vier  Punkte  x,  y,  x,  4  giebt  es  eine  Reihe 
von  Relationen,  welche  durch  die  Lage  dieser  Punkte  auf  der  Fläche  be- 
dingt wird.     Erstens  liegen  alle  Punkte  in  der  Fläche  und  man  hat  also : 

III)  a*'=0,      a/=0,     a,*=0,     a^«=0. 

Aber  die  Tangentenebene  jeder  der  vier  Punkte  geht  auch  durch  die 
beiden  benachbarten  Ecken  des  windschiefen  Vierecks.  Daher  hat  man 
noch  die  Gleichungen: 

Illa)  ajfaj  =  0,     fl*fl»=0,     a|fly  =  0,     a^ags=0. 

Unter  den  Producten  der  vier  symbolischen  Ausdrücke  a«,  a^,  a^,  a» 
sind  also  nur  die  beiden  a, .  a^  und  a^  .  a«  von  Null  verschieden.  Diese 
nehmen  sehr  einfache  Werthe  an,  wie  man  auf  folgende  Weise  findet. 
Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  II)  und  IIa)  die  u  durch  a,  die  v  durch  fr, 
so  hat  man : 

jyx  aa*=  V=  a^a^  +  OyOs^^J 

2a^  6^  c=  2a,  6, s=  ajr  6f  +  ^«  «^  +  öf  ^«  +  ^» <*«• 
Führt  man  diese  Ausdrücke   in   die  Identität  I)  ein,    so   geht   dieselbe 
über  in : 

(a, b^  +  ayb,  +  b, a^+  b^a^y—  (a, a^  +  Oya^)  (b^gb^+byb,)  =  0. 
Wenn  man  aber  alle  wegen  der  Formeln  III),  III  a)  verschwindende 
Producte  auslässt,  so  bleibt  von  dem  Quadrat  nur  2axbjea^b^  +  2ayby  a^bg 
übrig  und  für  die  obige  Gleichung  kann  man  also  setzen: 

(fl«fl|  — fl,  a«)  (b,b^  —  by  6,)  =  0, 
oder  da  beide  Factoren  den  gleichen  Werth  haben: 

OgO^  ^^ayüf 
Die  beiden  gesuchten  Ausdrücke  sind  also  gleich    und  wegen  der 
Gleichung 

ajpa^+S^*"-^ 
hat  jeder  den  Werth  — ,  so  dass  man  den  Gleichungen  III)  und  III  a)  die 

beiden  hinzufügen  kann : 

IV  a)  a^a^  =3aya,  =— 

§.4. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  n*«*"  Ordnung  sei  symbolisch  a,"=0. 
Soll  die  Verbindungslinie  des  Punktes  x  der  Fläche  mit  einem  Punkte  y 
im  Punkte  x  die  Fläche  vierpunktig  berühren,  so  müssen  die  vier 
Gleichungen  erfüllt  sein : 

«**• = 0,     ajr*~^  o»  =  0,     aj^'^  Oy*  =  0,     Ox'"''^ ' 
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Man  erhält  die  Gleichung  der  Flftehe,  welche  in  derOrtscurve  der  Punkte  x 
die  gegebene  Fläche  schneidet,  indem  man  aus  diesen  Gleichungen  die  f 
eliminirt,  was  immer  möglich  sein  muss.  Uebrigens  gentigt  eS;  den  Fall 
n=Z  zu  betrachten,  wie  im  Folgenden  geschehen  soll,  und  dann  im  Re- 
sultate die  Coefficienten  der  Fläche  8^'  Ordnung  durch  dritte  Differential- 
quotienten der  gegebenen  Fläche  zu  ersetzen. 

§.5. 
Betrachten  wir  also  die  Gleichungen,  welche  für  die  27  Geraden  der 
Fläche  3**^  Ordnung  gelten : 

1)  fl**=0,     ax'^y=0,     ajpflfy'=0,     fly*=0, 

so  sagt  die  erste  und  die  letzte  nur  aus,  dass  o?  und  y  auf  der  Fläche  liegen. 
Die  zweite  bezeichnet  y  als  der  Tangentenebene  von  x  angehörig;  die 
dritte  sagt  aus,  dass  y  auf  der  Polare  von  x  liegt,  deren  Gleichung,  wenn 
X  die  laufenden  Coordinaten  sind,  durch 

ax  aj^  =s  0 
dargestellt  wird.  Auf  dieser  Fläche  liegt  offenbar  die  ganze  Gerade  x  y, 
welche  eine  der  27  Geraden  der  Fläche  3**'  Ordnung  ist.  Auf  der  Oberfläche 
axOx*^=0  giebt  es  zweiSchaaren  von  Geraden;  ich  nenne  diejenige  die  erste, 
iu  der  die  Gerade  xy  auftrittt,  die  andere  Schaar  die  zweite.  Durch  die 
Punkte  or^  gehen  dann  noch  2  Gerade  der  zweiten  Schaar,  und  diese  mögen  von 
irgend  einer  Geraden  der  ersten  Schaar  beziehungsweise  in  den  Punkten 
z  und  ^  geschnitten  werden ,  so  dass  auf  dieser  Polare  das  windschiefe 
Viereck  wieder  entsteht  und  die  Gerade  der  Fläche  3^^*^  Ordnung  eine  Seite 
desselben  bildet. 

Die  Formeln  des  §.4  geben  sofort  Formeln,  welche  sich  auf  diese 
Polare  beziehen,  wenn  man  nur  immer  das  Product  zweier  symbolischer 
Buchstaben  ai  Ox  durch  einen  Factor  a,  ergänzt. 

Es  ist  also: 

0x^=0     axay*=^0     axas*=0     ajB.a^'=0 
üx^Oy  =0     a-p*  a^  =  0     fljp  flTy  d^  =  0     öx«»  ö^  =  0 

und  J  hat  daher  die  Bedeutung 

J  =  üxbxCx  {abcuy. 
Die  in  §.  3  benutzten  Identitäten  werden  hier : 

Ux  Uz  +  tiy  w»  =  Oxbx  Cxiahc  t/)' 
UxV^  +  t'jr  w^+  Wy  Vz  -|-  »y  w«  =  2axbxCx  («  bcu)(a  bcv). 

Die  beiden  Ausdrücke  {abcu)  (abcv)  und  {abcu)*  wollen  wir,  der  Be- 
zeichnung des  Herrn  Clebsch  folgend,  auch  durch  (^  j  und  l^j  bezeich- 
nen.    Sie   entstehen  durch  Ränderuug  der  Determinante  und  es  ist,  wenn 
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man  dnrch  fix  den  zweiten  Differentialquotienten  von  f  dividirt  durch  2 
bezeichnet: 


(a6c«)(a6cp)=— 2 


§.  6. 

Indem  man  diese  Relationen  benutzt,  wird  es  nun  möglich,  ohne 
Hinzuziehung  von  Hülfsgrössen  ans  obigen  Gleichungen  die  y  zu  eliminiren, 
und  also  die  Gleichung  derjenigen  Oberfläche  9*®'  Ordnung  zu  bilden, 
welche  die  Fläche  3^®'  Ordnung  in  ihren  27  Geraden  schneidet.' 

Da  nämlich  die  Ausdrucke  1)  für  einen  Punkt  x  einer  solchen  Ge- 
raden, wenn  y  ein  beliebiger  anderer  Punkt  auf  ihr  ist,  sämmtlich  ver- 
schwinden, so  verschwindet  auch  die  Combination 

deren  beide  Theile  übrigens  identisch  sind,  und  durch  Vertauschung  der  a 
und  der  b  in  einander  übergehen. 

Für  diese  Gleichung  kann  man  auch  die  folgende  setzen: 
0=^\asb^+  b,a^+  a^bt+  byag\*— 
—  H^xb^  +  a^b^bsa^  +  b^a^)  (a^b^  +  ayb^)  {bj,a^  +  bya,). 
Aber  nach  den  Formeln  des  §.  5  ist  erstlich : 

sodann  hat  man 

=  {oxbyb^by)  (fl^ 6,  —b^ Oy), 
was,  wie  nnten  gezeigt  werden  soll,  durch  Multiplication  mit 

j^xb^+b,ai+aybz  +  bya^'' 
verschwindet;  in  dem  Factor  dieses  Ausdruckes  kann  man  daher  für 

(«jr  b^  +  flf  ^« )  (,bx  oi  +  ^»  «*) 
den  Ausdruck  setzen: 

(«*«€ +fly «0  (p^b^  +byb^)^  (^J j  (pj. 
Mithin  verwandelt  sich  auch  die  oben  gegebene  Gleichung  in: 

was  die  bekannte  Gleichung  der  Fläche  ist,  welche  die  Fläche  aj=0  in 
ihren  27  Geraden  schneidet. 

§.7. 
Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

ir=  (a^by—  bgüy)  (0^  bz  -^  b^  a,)  {a^b^  +**«!  +«»*«  +**««) 
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verschwindet.  Dieser  Ausdruck  besteht  aus  zwei  vpllkommen  identiseben 
Tbeilen,  welche  man  erhält,  indem  man  vor  dem  ersten  Factor  einmal  nar 
das  Glied  a^ehy^  das  andere  Mal  nur  das  Olied  bjcOy  nimmt;  beide  Tfaeile 
unterscheiden  sich  nur  durch  Vertauschung  von  a  und  6;  hier  kann  man 
also  auch  setzen: 

Ä's^  2asby  (a^  6,  —  ^^^«)  (öx&|  +hxa^+o^h+byOz)> 
Aber  wenn  man  die  Multiplication  ausführt,  so  bleibt  nach  den  Formelo 
des  §.  5,  indem  man  nur  zunächst  für  die  Producte  der  a  ihre  Werthe  setzt : 
E=2ajg2a^bybgb^—  2ajga^ajt  b^b^b^ 
^jQfybg  b^  —  by  bg  ft|)  =  0, 
was  zu  beweisen  war. 

§.8. 
Ich  wende  mich  jetzt  zur  Untersuchung  derjenigen  Punkte,  in  denen 
eine  Gerade  die  Fläche  fünfpnnktig  berühren  kann.     Ist  wiederuoi  ^ 
ein  solcher  Punkt,  y  ein  beliebiger  Punkt  der  berührenden  Geraden,  so 
müssen  die  fünf  Gleichungen  bestehen : 

a^"=0,     a,»-^a,=  0,     fl,"-2o^t_Q^     ^^«-Sa^i—O^     ^^n-^^^A—Q 

Die  Elimination  der  y  muss  hier  auf  zwei  Gleichungen  führen, 
Gleichungen  von  Oberflächen ,  welche  sich  mit  der  gegebenen  in  einer  An- 
zahl von  Punkten  schneiden,  unter  denen  die  Punkte  der  fünfpunktigen 
Berührung  enthalten  sind.  Eine  solche  Gleichung  ist  die  in  §.  6  ent- 
wickelte Ortsgleichung  für  die  Punkte  der  vierpunktigen  Berührung;  es 
kommt  aber  nur  noch  darauf  an,  eine  weitere  Gleichung  herzustellen. 
Uebrigens  genügt  es  hier  wieder,  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung  als 
gegeben  anzunehmen ;  denn  aus  den  für  eine  solche  gewonnenen  Resultaten 
leitet  man  dann  das  Allgemeine  ab ,  indem  man  an  Stelle  der  Coefficienten 
der  Fläche  4^^^  Ordnung  die  vierten  Differentialquotienten  der  Gleichung 
einer  Fläche  n*®'  Ordnung  setzt. 

Ich  gehe  also  von  den  Gleichungen  aus : 
2)  fl«*=0,     ajc'flry=^0,     ßir'oy'^O,     a^o^'ssO,     o^^äO. 

Bei  einer  solchen  Fläche  vierten  Grades  liegt  dann  die  Gerade  xp  off'en- 
bar  ganz  in  der  Fläche,  die  Polare  des  Punktes  x  ist  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  a,ax*=0,  welche  unter  ihren  27  Geraden  die  Gerade  sy  enthält; 
die  zweite  Polare  von  x  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ajr'öj:'=0,  welche 
die  Gerade  xy  zu  einer  Erzeugenden  hat.  Ist  wieder  xy  die  zweite  durch 
X  gehende  Erzeugende  dieser  Fläche,  und  x^  eine  Erzeugende,  welche 
durch  einen  beliebig  auf  xz  gewählten  Punkt  z  geht,  so  hat  man  wieder 
das  windschiefe  Viereck  xy^z^  und  es  bestehen  die  Gleichungen: 
fl,*=0     ajay*c=:^0     a,*ay^=0     aja^*=0 

wo  nun  J  den  symbolischen  Ausdruck  hat:  JssOjg^bu^c^^dJiabcd)*, 


Kleinere  Mittheilungen.  501 

Die  IdeDtitäten  13)  und  IIa)  aber  verwandeln  sich  in: 

§.9. 
Ich  bilde  jetzt  ans  2  die  Cdmbination 

in  welcher  die  b  dieselbe  symbolische  Bedeutung  haben,  wie  die  a,  und  wo 
also  beide  Theile  sich  nur  durch  Vertanschung  dieser  Bezeichnung  unter- 
scheiden. 

Dieser  Gleichung  kann  man  die  Form  geben : 
oder  wenn  man  die  Gleichungen  4)  benutzt: 

:(')-'-'<]+4ö-"-i[C)-'-'0" 

Dieser  Gleichung  gebe  ich  die  Form : 

wo  verschiedene  A  die  folgende  Bedeutung  haben  sollen : 


^«=-32  (?)'C«x*«  +*,«{)  ^»«[«Ö'Ö  «'"{+(«)  (S)  (j)(«*frf+**''4)] 

+  [p)a,a^{a:cH+b,a^yj 
^5=         {axb^+bj^a^y—Aagb^  ba^a^  (ö*&^  +  ^*ö$)'- 

Von  diesen  Grössen  verschwindet  A^  identisch,  indem  nach  4)  alle  sich 
nicht  aufhebenden  Glieder  gleich  Null  werden. 

§.  10. 
In  den  Ausdrücken  von  A^y  ^,  A^  sind  schon  einige  Formeln  zu- 
sammengezogen, welche  sich  nur  durch  Vertauschung  der  a  mit  den  b  von 
einander  unterscheiden. 
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§.11. 
Wendet  man  eben  dies  ttberall  an,  wo  es  möglich  ist,  so  nimmt  A^  den 
Ansdrnck  an: 

In  der  letzten  Klammer  kann  man  Oxa,  durch  —  und  aja^*  dnrch  Nnll  er  - 

* 

setzen;   wenn  man  nur  noch  in  den  übrigen  Formeln  (^j  nnd  (i)    mit 

Hülfe  der  Qleichnngen  4)  ansdrfickt,  so  hat  man: 

^4=— 8(«**{ +**«f +«»*. +ft9«.)  (''«*V+««*«{  **  V)+ 

oder  wenn  man  die  Gleichungen  3)  anwendet: 

Der  Ausdruck  ^4,  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

nur  ist  nach  4)  und  3) 

4a)    2a/  «^(^^  j=a/fl^  (ö*&^  +  Ä-ra|  +ayb^+hya^)  '=^jh 


^^a\fb\ 


Daher  verwandelt  sich  der  Ausdrack  noch  in:   . 

^8=— 4 ^Ä$*  (äJ  +  32a,6^a^  6^  ^^  j  — 32a,ft,fl^ 
und  man  hat  also: 

5)  ^3+^4=32a,Ä,ö^6|  (^^  j  -32a,6^a^»^^j  ^^j. 
Endlich  zieht  sich  noch  A^  zusammen  in: 

6)  ^,=-64 (j)'«,6f  +  32  (?)'(5)«x«|+  32«,64  (j)  (* 

-8«,«{(;)(JJ. 

§.  12. 
Die  ganze  Oleichung  der  gesuchten  Flächen  ordnet   sich  jetst  also 
folgendermassen : 

7)  0=.<,  +  ^,  +  K+^4), 

wo  Ai  den  Uttlfspnnkt  |  gar  nicht  enthält,  ^linear,  A^•^A^  qnadratiteh 
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[vergl.  5)  und  6)].  Dagegen  sind  die  Punkte  y,  2  in  der  Endform  nicht 
mehr  vorhanden.  Daher  genügt  auch  jetzt  der  Punkt  £  nur  noch  den  beiden 
Gleichungen 

Die  erste  bezeichnet  ihn  als  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, die  zweite  bestimmt  nur  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten, 
wenn  |  auf  dieser  Fläche  irgendwie  gewählt  ist. 

Wegen  dieser  Willkürlichkeit  der  Punkte  |,  welche  aus  derGIeichung  7) 
nicht  mehr  herausgeschafft  werden  kann,  sieht  man,  dass  man  nicht  zu 
einer  einzigen  Fläche  gelangt,  welche  die  Curve  der  vierpunktigen  Berüh- 
rung in  den  gesuchten  Punkten  schneidet,  sondern  zu  einer  Schaar  von 
Flächen ,  deren  einzelne  Glieder  den  verschiedenen  Annahmen  über  |  ent- 
sprechen. 

§.  13. 

£s  ist  schliesslich  nicht  schwer,  die  Gleichung  der  Flächenschaar  7  in 
diejenige  Gestalt  zu  bringen,  unter  welcher  Herr  Clebsch  sie  im  58.  Band 
des  Crelle^schen  Journals  ohne  Ausführung  der  Bechnung  gegeben  hat. 

Zu  diesem  Zweck  nehme  ich  eine  Hülfsebene  mit  den  Coordinaten 
CiC^c^c^  an,  welche  durch  die  Punkte  y,  z  geht,  übrigens  aber  beliebig  ist. 

Es  ist  dann  ^^=0,  0^=0;  da  aber  y,  2  selbst  beliebige  Punkte  der 
beiden  durch  x  gehenden  Erzeugenden  der  Fläche  2***^  Ordnung  a<p'a;p*=0 
waren,  so  ist  hierdurch  über  die  Ebene  im  Grunde  nichts  ausgesagt,  son- 
dern durch  eine  beliebig  gewählte  Ebene  c  sind  dann  nur  die  Punkte  y,  z, 
also  auch  £  vollkommen  bestimmt«  Wegen  der  Gleichungen  c^e=0,  Cg^O 
hat  man  nun  auch 

(c) = ^'  ^^ ;  K^c) = ^'^^ +^*«^ 

Es  folgt  daraus : 

Multiplicirt  man  also  die  Gleichung  7)  mit  Cx*i 

10)  O^c/J,  +  cJJ,  +  c»  (^,  +  A,), 

so  ist  zunächst  nach  6) 

■0      «.•■'.=^e.[-«(:)'.,Q+«(;y(j)0„. 
+-a)(:)0C)-a©'ÖC)"']-0. 

WO  ^der  Ausdruck  ist,  in  welchen  A^  übergeht,   wenn  darin  g  durch  x 
ersetzt  wird.     Es  ist  aber  der  so  entstehende  Ausdruck 

«— «•.»-(0'+«(r)'©"-+»(r)(:)(0"-*-«(:)©'"''. 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichungen  4a),  indem  das  2^®  und  4^®  Glied  sich 
aufheben. 


504  Kleinere  Mittheilungen. 

12)  ilf=-64  (jy«,6,  +  32a,6,  (j)  Q  (J). 

Endlich  wird  mit  Benntznng  der  Gleichangen  8) 
c,«  (^,+ ^4)  =82 c'   «,«{  6.6f  (; J-  «,  6,  «{» (;)  (j)] 

=  32  c^  a^b:c\jlj  *«L^  V/~*''*^^J 

-««^-«{(ft)  (j)  [2  (")-  a,cjj. 
Die  mit  c^  multiplicirten  Theile  aber  werden  nach  4a) 

nnd  heben  sich  also  anf,  so  dass  nur  bleibt: 

c/K+^J=«4«,6,c,[6,(j J(:)  -  a,  («)  (J)  (:)]. 
was  nach  8)  wieder  tibergeht  in: 

"-'-lö'ÖK*)-'-^]-©©C)['C)— ^]l- 

Bildet  man  sich  nun  aus  der  ersten  Qleichnnfc  4  a),  in  welcher  die 
Eigenschaft  der  b  gar  nicht  benutzt  wird,  indem  man  noch  den  b  differen- 
ziirt,  und  die  Differentialqnoten  mit  den  c  multiplicirt,  die*  Gleichung : 

SO  sieht  man,  dass  in  dem  erhaltenen  Ausdruck  die  mit  |  multiplicirten 
Glieder  sich  abermals  zerstören,  und  dass  man  erhält: 

Führt  man  nun  die  Ausdrücke  11),  12)  und  13),  ans  denen  die  |  ganz 
verschwenden  sind,  in  10)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


-iH* 


-'«mm- 

welches  die  von  Herrn  Clebsch  gegebene  Gleichung  ist 
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XXXU  Ctoodätisehe  Aufgabe.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  man 
einen  wohl  auf  dem  Felde ,  nicht  aber  auf  dem  Plane  gegebenen  Punkt, 
von  dem  man  weiss,  dass  er  sich  auf  einer  zuverlässig  und  nach  gegebenen 
Bedingungen  ausgesteckten  geraden  Linie  befindet,  dtirch  Winkelmessung 
in  dem  Punkte  selbst  zu  bestimmen,  und  dabei  zwei  gegebene  Objecte 
ausserhalb  der  Linie,  aber  kein  brauchbares  in  derselben  in  Sicht  hat. 
Wäre  letzteres  der  Fall,  so  würde  die  Bestimmung  durch  einfachen  oder 
—  zur  Controle  und  Vermittelung  —  doppelten  trigonometrischen  Kück- 
wärtseinschnitt  über  eines  oder  jedes  der  beiden  Objecte  erfolgen ;  unter 
den  angenommenen  Umständen  aber  ist  man  auf  die  Auflösung  der 
folgenden  Aufgabe  angewiesen: 

Ein  Punkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  soll  aus  dem 
daselbst  gemessenen  Winkel  a  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  P  und  P\  welche  ausserhalb  der  Geraden  liegen, 
bestimmt  werden. 

Die  Auflösung  durch  Construction  würde  einen  über  PP'  beschrie- 
benen Kreisbogen  erfordern,  welcher  den  Winkel  a  fasst,  und  kann  unter 
Umständen  zweideutig  werden ;  da  aber,  wenn  die  Bestimmung  nicht  über- 
haupt zu  unsicher  ausfallen  soll,  die  beiden  möglichen  Punkte  nicht  zu 
nahe  beieinander  liegen  dürfen,  so  wird  es  im  praktischen  Falle  keine 
Schwierigkeit  haben,  den  wirklichen  Punkt  zu  unterscheiden. 

Znr  Auflösung  durch  die  Rechnung  seien  folgende  Zeichen  eingeführt: 

Rechtwinklige  Coordinaten  der  gegebenen  Objecte  P  und  P\  im  Sinne 
der  Winkelmessung  von  links  nach  rechts  aufgezählt:  a,  b  und  a,  b\ 

Die  Linie  sei  aus  einem  gegebenen  Punkt  P'\  dessen  Coordinaten 
ö",  6",  unter  dem  gegebenen  Azimuth  co  ausgesteckt,  jp,  y  Coordinaten 
und  r"  Entfernung  des  Standpunkts  von  P'\  endlich  r  und  r  Längen, 
9  und  fp  Azimuthe  der  Sehlinien  nach  P  und  P\ 

Unmittelbar  aus  diesen  Bezeichnungen  ergiebt  sich : 
a^X'=ir cosfp^       a — x=r  cosip\ 
'  b — y  =  r  sinq>y        b' — t/=rsin<p\ 

woraus  durch  Elimination  von  r  und  /: 


oder,  da 


(a  — s)  sin  q)  —  {b  —  y)cos(p^=  0, 
{a  —  x)  sin  q>  —  (b' —  y)  cos  g)'=  0, 


jr  =  rt"  +  r    coscDy      y^=b  +r    sinm: 
2)  (a  —  a')  sin  q>  —  (6  —  b*')  cos  q>  =  r"  sin  ((p  —  od), 

{a  —  a")  sin  tp' —  (6' —  b")  cos  fp  =  r"  sin  {tp —  «). 

Setzt  man 

a  —  a"  ^=^6  cos  «,       b —  b"  =  e  sin  f, 
a  —  a"  =  e '  cos  •',      6' —  6"  =  e '  sin  t , 

ZeiUehrift  r.  MMhemmik  a.  Physik.  Xlf,  6.  .^3 
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oder 

b  —  b"  a — a'       b — b" 

tangs  = tm  e  = 


cos  s  sm  B 

3) 

,      b  — b        ,     a  —  a       b  — b 

fang  i  = ,-,,  e  == -=     .    >  » 

a  — a  coss         smB 


womit  e  und  e'  als  Längen,  £  und  t   als  Azimuthe  von  P"P  und  P"^'  be- 
zeichnet sind,  so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in : 
.  e  sin  {(p  —  i)=z  r"  sin  (<p  —  co), 

e'sin  {jp  —  t)  =  r"  5m (qp' — co). 

Diese  geben  durch  Elimination  von  /'  und  Anwendung  bekannter  Formeln, 
wenn  zugleich  9^+9  =  ^  und  der  Annahme  gemäss  q> — 9  =  0;  gesetzt 
wird: 
e  {co5(a— a)  +  0"-<^ö*(tf/— eo  — f)js=e'{co5(a+i»— 1')— C05(iJ;— 00— «')}. 

Zur  Abkürzung  setzt  man  : 

5)       5=5«'  co5(ä+(»— a') — ecos{a — »+€) 

s=(e'  cos  B — e  cos  i)  cos  C*^— »)+  {e'  sin  t — e  sin  s) sin (^ — w) 
=  (a' — ö)  C05  (-^ — w)  +  (ö' — 6)  5i>i  (t(; — w). 

Die  Substitutionen 

a — a  =  ccosyy  b' — b^^csiny^ 
oder 

b'  —  b  a — a      b'  —  b 

'  a  — a  cosy         siny 

geben  c  und  y  als  Länge  und  Azimuth  von  PP'  zu  erkennen  und  liefern: 

CC05('^  — a>  —  y)z=zS. 

Versteht  man  unter  jü  den  positiven  spitzen  oder  stumpfen  Winkel,  der  die 
Gleichung : 

SS  s 

7)  cos  ii=^  -=i  -7 cos  y  =  77 7  sin  y 

^  ^        c       a  — a         '       b  —  b       ' 

befriedigt,  so  wird  jetzt : 

8)  -^  — «— y=  +  M»     t/;  =  a)+y  +  ^ 
und 

Die  Gleichungen  4)  liefern  nun  in  der  doppelten  Berechnung  von  r"  eine 
Probe,  X  und  y  ergeben  sich  endlich  aus  2).  Die  Entscheidung,  ob  beide 
Zeichen  vor  ft  zulässig  sind,  oder  nur  eines  und  welches,  hat  vom  theo- 
retischen Standpunkte  aus  nach  den  Gleichungen  1)  zu  erfolgen,  welche 
positive  Werthe  für  r  und  /  liefern  müssen;  im  praktischen  Falle  wird  es 
dieser  Entscheidung  nicht  bedürfen,  weil  die  wirklichen  Werthe  von  tp  und 
4p  überschläglich  geschätzt  werden  können. 

Kecapitulation  des  Ganges  der  Rechnung,     e  unde^  t  und  t 
nach  3);  S  nach  5);  y  nach  6),  c  ist  unentbehrlich;  f&  nach  7);  ^  nach  8); 
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q>  rxni'tp  nach  0) ;  r"  doppelt  mit  Probe  nach  4) ;  x  und  y  nach  2) ;  etwa 
noch  r  und  r  doppelt  mit  Probe  nach  1). 

Die  Auflösung  vereinfacht  sich,  wenn  <»=:  0  oder  oo  =  ÖO**.  (Die  ge- 
gebene Gerade  ist  Seite  eines  Messtischquadrats.)  Unter  ersterer  An- 
nahme gilt  5) 

S  =e  co${(x ~ i)  —  eco${ci+t) 
=  (e '  cos B  —  e  cos «)  cos a + (« ' sin i+esins)  sin oc 
=  {a'  —  a)  cosa  +  (6'+6— 2ft")  sina. 

Dieser  Ausdruck  könnte  noch  mit  einem  Gewinn  für  die  logarithmische 
Bechnnng  umgestaltet  werden,  jedenfalls  aber  werden  e,  e\  e,  t  entbehr- 
lich; denn  ans  2)  ergiebt  sich  y  =  b'\  aus  1)  sodann,  nachdem  (p  und  (p'  im 
Uebrigen  wie  oben  berechnet  sind,  unter  Elimination  von  r  und  r  zur 
Probe  doppelt: 

x=a — (b  —  b")  coiang  <p^=a  —  (6' — b")  cotang  q>\ 

Stuttgart,  April  1867.  C.  W.  Baur.    ; 


XXXm.  Hoteüber  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 
n^r  Ordnung  mit  constanten  Coefflcienten.  Die  allgemeinste  Form  eine- 
Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  ist  be- 
kanntlich 

d^y  d^-^y    .       d'^-^y  dy 

worin  ^i,  a„ /i,....an  gegebene  constante  Grössen  bedeuten  und  X  eine 
bekannte  Function  von  x  allein  ist. 

Setzt  man 

a,  =  a,flr,a,  +  ür,o,cif4+»««=^ii,  3  =  5*-l.  a  +  ttü-^n-i,  2 

a„  =  a,.criflf8....flf«  =5'«,„=a«  5„_i,  „_i  , 

80  ergiebt  sich  zunächst,  dass  a«,  a,,  cri....««  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung 

sind. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  a,,  «r, ....0«  aus  2)  in  1)  ver- 
wandelt sich  die  Differentialgleichung  l)  in  die  Gleichung 


33* 


508  Kleinere  Mittheilungen. 

d.  h.  in  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  nnd 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch  Integration 

WO  Cn  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Da   nun    5„_i,  i,    5n-i,  2»  ....  ^n— i,  «-i    dieselben   Functionen    von 

«1»  «2»  '^S» ^''•-i  ®^'*^»  ^'®  ^w,  1,  S«,  2»  5«,  3 ^11,  n  von  OTj,  Of^,  Ofj, a„ 

so  lässt  sich  die  Gleichung  3)  auch  in  folgende  Form  verwandeln : 

[^"""^y  d'^^^y  (P^^^y  "I 

deren  Integration  zu  der  Gleichung 

rfi.-2y  ^!~!y.c       <^^^y.      ,c 

;^^^2  +  ^— 2,  1^^^3  +  5-2.  2  ^^i^,+...   +5.-2,  «-2y 

fiilirt  u.  s.  w. 


Auf  diese  Weise  gelangt  man  nach  n  aufeinanderfolgenden  In- 
tegrationen zu  der  primitiven  Gleichung  mit  ihren  zugehörigen  n  willkür- 
lichen Constanten. 

Für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  er,,  er, ....a„  nicht  einander  gleich 
sind ,  kann  man  zu  dem  allgemeinen  Integral  folgendermaassen  gelangen : 
Die  Coefficienten  Sn-u  ij  Sn—\,  2|.... -^n— i,  «-i  in  3)  sind  nämlich  Func- 
tionen von  or, ,  er,  ....4x„»i;  man  kann  daher  in  diesem  Falle  or„  in  3)  nach 
einander  mit  a«.],  er„_2i ....  c^^s)  «,,  er,  vertauschen  und  erhält  auf  diese 
Weise  n  Differentialgleichungen,  zwischen  welchen  man  die  n  —  1  Dif- 
ferentialquotienten eliminiren  kann. 

Um  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  zu  zeigen,  nehmen  wir  die 
Gleichung  3**'  Ordnung 


S+-.S+-.S +'.»--• 


Setzt  man  hierin 


«I  =  «i  +  «i  +  aj 
<i,  =1=  cf,  er,  +  a,  er,  +  er,  er, 
er,  =  «,«,«„ 
wo  er,,  er,,  er,  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  so  erhält  man 
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oder  auch 

woraus  durch  Integration  und  Vertauschung  von  a,  mit  a^  und  a,  die  drei 
Oleichungen 

hervorgehen. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

«-«'  f/e«'  Xdx  +  c]  =  a, 

so  ergiebt  sich,  indem  man  nach  einander  zwei  und  zwei  der  Oleichungen 
A),  B),  C)  von  einander  .abzieht,  das  System  der  drei  Gleichungen  erster 
Ordnung : 

Indem  man  nun  irgend  zwei  dieser  Oleichungen  von  einander  subtrahirt, 
kommt  man  zur  primitiven  Oleichung: 

K  -  «2)  ^8—  («1— «3)  ^  +  (««—  «s)  ^1 
K— «2)(«i  — «s)(««  — «s) 
Ist  z.  B.  «^=»2,  so   wird   der  Ausdruck  fttr  y  unendlich;    sobald  man 
indess  zu  den  Oleichungen  A),  B),  C)  zurückkehrt,  gehen  diese  über  in  : 

fy  dy 

woraus  durch  Subtraction 

dy  ,  h  —  h 

dx  a,  —  üf, 

und  darnach  durch  Integration: 


y==e-«i'r  /e«i'^^^— ^'(/o?  +  cV 
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Sind  endlich  alle  drei  Wurzeln  gleich 

80  reduciren  sich  die  Gleichungen  A),  6),  C)  auf  die  eine  Gleichung 

die  sich  auch  schreihen  lässt: 

so   dass  man   die    primitive  Gleichung  vermittelst   zweier  Integrationen 
erhält. 

Auch   ohne  Rücksicht  auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  kann  man 
die  Gleichung 

^  +  («i  +  cf,  +  «,)^  +  (aiat  +  a«af  +  aiai)^  +  «i«ta3y  =  ^ 
ort  unter  der  Form 

+'•{%+'•»)]■■' ■'^ 

schreiben,  welche  vermittelst  dreier  Integrationen  zur  primitiven  Gleichung 
führt. 

Copenhagen,  U.  August  1867. 

Dr.  phil.  Camillo  Ttchsek. 


XXXIV.  Bemerkungen  über  Baumourven.  Von  A.  Ennepeb.  In 
dem  Punkte  (|,  17,  £)  einer  Curve  doppelter  Krümmung  sei  q  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  r  der  Torsionsradius.  Sind  g  und  r  beide  constant, 
so  ist  die  Curve  die  Helix  eines  Kreiscylinders,  ein  Resultat,  welches 
zuerst  Puiseux  durch  eine  gewandte  analytische  Rechnung  gefunden  hat. 
Dieses  Resultat  hat  später  Bertrand,  mit  Hülfe  geometrischer  Betrach- 
tungen, dahin  erweitert,  dass  eine  Curve,  für  welche  -    constant   ist,    die 

Kanten  einer  beliebigen  Cylinderfläche  unter  constantem  Winkel  schneidet. 
{Journal  de  Mathem.  U  Xllly  p.  423).  Einen  sehr  einfachen  analytischen 
Beweis  dieses  Satzes  hat  Serret  gegeben  (7.  d,  M.  i, XVIj p,  107).     Nimmt 

man  —gleich  einer  linearen  Function  des  Bogens  Sj  also: 
r 

1)  ^  =  gs+h, 

r 

wo  g  und  h  Constanten  sind,  so  lässt  sich  durch  eine  sehr  einfache  Rech- 
nung nachweisen,  dass  eine  Curve,  charakterisirt  durch  die  Gleichung  1), 
die  kürzeste  Linie  einer  beliebigen  Kegelfläche  ist.     Für  den  Fall,  dass 
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^  =  0,  rückt  die  Spitze  der  Kegelfläcbe  unendlich  weit,  man  hat  dann  eine 
Cjlinderfläche,  deren  kürzeste  Linien  bekanntlich  Schraubenlinien  sind. 
Seien: 

«» ßj  y; 

/,  m,  n 
die  Winkel,  welche  respective  die  Tangente,  Hauptnormale  und  die  Axe 
der  Krümmungsebene  im  Punkte  (£,  17,  ()   einer  Curve  mit  den  Coordi- 
natenaxen  bildet.     Setzt  man  in  den  Gleichungen : 
dcosl gdcosa      dcosm q  d  cos  ß      d  cosn q  d  cosy      q 

~ä7"~r~ä7"'  ~dr~'?~dr''  ''dr~'?Tr'  r~^^+' 


so  gehen  dieselben  über  in : 

dcosl       a  j,      ...         , 

TT"  ~  ä7  '^^*  "*"  ^  ^^**^  ""^  ^^' "' 

.  )dcosm       a   «,      ,  rv       />*  /» 

2)  j-TT  =ä7^^*"^^^^*^'""^^^*'^' 

jdcosn        d   .,      ...  , 

~ä7~^ä7  ^^^^^^  cosy\—g  cosy. 

Mit  Rücksicht  auf: 

cosa=-,      cosß  =  -,      '''y^Ts^ 

geben  die  Gleichungen  2)  integrirt: 

icosl^r^{gs  +  K)eosa  +  gl—l^, 
8)  }cosm=:{gs  +  h)  cosß  +  gti—rio , 

l^cos  n=(jjs  +  h)cosy  +  g f—  fi, 
wo  ^  i/q,  {"q  Constanten  sind.     Die  Gleichungen  3)  respective  mit  cos  A, 
cos  f&,  cos  V  multiplicirt  und  addirt  geben : 

4)  {9i—io)cosk  +  {gri  —  fio)coS(i+{gi—t^)cosv=:0. 

Die  Gleichung  der  rectificirenden  Ebene  im  Punkte  (|,  17,  t)  ist : 

(x  — |)co5A+(y  — ly)  co5fi  +  (2;  — J:)co*v==0. 
Mittelst  der  Gleichung  4)  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in : 

6)  {gX''^cosX+(gy'-fjo)cosfi  +  (gz'^to')cosv=0. 

Ist  g  von  Null  verschieden,  so  zeigt  die  Gleichung  5),  dass  die  rectificirende 


rec- 


Ebene  durch  den  festen  Punkt  (-So>     "^oi     "*  So)  gebt.    Gehen  die 

tificirenden  Ebenen  einer  Cnrve  durch  einen  festen  Punkt,  so  berühren 
dieselben  eine  beliebige  Kegelfläche,  auf  welcher  die  Cnrve  liegt.  Diese 
Kegelfläche  ist  die  rectificirende  Fläche  der  Curve;  da  durch  Abwickelung 
derselben  die  Curve  in  eine  Gerade  übergeht,  so  folgt,  dass  die  Curve  die 
kürzeste  Linie  einer  beliebigen  Kegelfläche  ist.  Für  ^=0  geht  die 
Gleichung  4)  über  in : 

6)  ^cosk  +  rjQ  cosfi  +  i^  cos  i'=0. 
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Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  die  rectificirende  Ebene  einer 
festen  Geraden  parallel  ist.  Die  rectificirende  Fläche  ist  also  eine  be- 
liebige Cyliuderfläche  und  die  Curve  eine  kürzeste  Linie  derselben. 
Schreibt  man  die  Gleichung  6)  auf  folgende  Weise: 

^(lo  cosa+ri^  cosß  +  toCoify)  =  0, 

so  erhält  man  durch  Integration  das  Theorem  von  Bertrand.  Sei  (S,  17,  Q 
ein  Punkt  der  Wendecurve  einer  developpabeln  Fläche,  ferner  <2>|  eine 
Parallelfläche  von  O  und  (§, ,  1/, ,  f,)  der  Punkt  der  Wendecurve  derselben, 
welcher  dem  Punkte  (|»  r^,  f)  entspricht.  Bedeutet  g  eine  beliebige  Con- 
stante,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

g,  =  S  +  -  [cos  l  —  ^005aY 
rii=ri  +  -  {cos  m  —  -cosß\ 
?!  =  {:+-  (cos  n  —  pCosy\ 
Diese  Gleichungen  nach  s  differentiirt,  geben: 

'Ts^l'-^d-sr]'"'"'     'd7=^f'rsr\'''P^ 

Sind  $^,  1;,,  ^1  constant,  so  ist  die  Fläche  <2>^  eine  Kegelfläche ,   die 
vorstehenden  Gleichungen  geben  dann 

welche  Gleichung  auf  die  Gleichung  1)  führt.     Hieraus  folgt: 

Die  Wendecurve  der  Parallelfläche  zu  einer  Kegelfläche  ist  eine 
kürzeste  Linie  einer  zweiten  Kegelfläche,  welche  mit  der  ersten 
dieselbe  Spitze  hat. 

O   JJ  pt   TT 

Ist  ü  eine  beliebige  Function  von  «,  Cr'=  -r— ,     ü"=  -:r-T,   ferner  (p 

du  otr 

der  Winkel,   unter  welchem  eine  Helix  die  Kanten  einer  Cylinderfläche 
schneidet,  so  hat  man  für  einen  Punkt  (^,  ij,  f)  der  Helix  die  Gleichungen: 
7)      l=^ü" cos  u+  ü'sin  «,     ri=ü" sin  w—  V'cosu,     {;==(£/"+  ü)  cot(p, 
wenn   die  Kanten  der   cylindrischen  Fläche  parallel  der  Axe  der  z   ge- 
nommen werden.     Aus  den  Gleichungen  7)  findet  man  leicht: 

8)  cos  a  =  cos  u  sin  <]p,     cos  ß  =  sin  u  sin  tp^     cos  y  =  cos  q>. 

Setzt  man : 

J  cos  a  +  ^  cos  ß  -jr  t  cos  y 


V{eW+^) 


.=  cosS, 
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so  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  8) : 

Nimmt  man  &  constant,  so  sind  durch  die  Gleichungen  7)  und  9)  die 
Curven  bestimmt,  welche  gleichzeitig  die  Kanten  einer  cjlindrischen  und 
conischen  Fläche  unter  constanten  Winkeln  schneiden.  Der  Einfachheit 
halber  ist  die  Spitze  der  Kegelfläche  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
genommen.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

cot  6  sin  q>=p^     Sl  =  {u  —  u^  >^(p'"—  cos^  g>)f 
sind  e/p  und  q  Constanten,  so  giebt  die  Gleichung  9)  integrirt : 

ü{p*  —  co^(p) +pq=qcos  tp  • 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ü  in  die  Gleichungen  7),  so  leitet  man  ohne 
Schwierigkeit  die  folgende  ab : 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung : 

p«  —  cos*  q>  p'  +  sm*  q>       —  a* 

also: 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  p*^cos*q>,  so 
giebt  die  Gleichung  10) : 

a*  "^      6«      ~*' 

Diese  Gleichungen  enthalten  folgendes  Theorem: 

Wird  die  grosse  Axe  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  zur  Kotations- 
axe  genommen,  ist  C  eine  Carve  der  Hotationsfläche,  deren  Tan- 
genten mit  Parallelen  zur  Hotationsaxe  einen  constanten  Winke] 
bilden,  so  schneidet  die  Curve  C  die  Kanten  einer  Kegelfläche 
unter  einem  constanten  Winkel,  deren  Spitze  einer  der  Brenn- 
punkte der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist. 

Ist  8  =  <]p,  so  giebt  die  Gleichung  9) : 

2U  +  -. ? =  q (u—u^y  cot  9, 

smgf  costp  " 

WO  q  und  u^  Constanten  sind.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  den 
Gleichungen  7)  findet  man: 
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welche  Gleichung  folgenden  Satz  enthält: 

Die  Curve,  welche  die  Kanten  einer  conischen  und  cylindriscben 
Fläche  unter  demselben  Winkel  schneidet,  liegt  auf  einem  Ro- 
tationsparaboloid.  Die  Kanten  der  cjlindriscben  Fläche  sind  der 
Kotationsaxe  parallel,  die  Spitze  der  Kegelfläche  ist  der  Brenn- 
punkt einer  Meridiancurve  des  Paraboloids. 

Nimmt  man  in  12)  g  =  0,   so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Kreia- 

kegeis,  für  eine  Helix  desselben  ist  also  ^  constant.  Die  Gleichung  l)  giebt 

r 

eine  sehr  einfache  geometrische  Auflösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung. Die  Flächen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Pro- 
jection  der  Verbindungslinie  0  P  eines  Punktes  P  der  Fläche  mit  einem 

festen  Punkte  0  auf  die  Normale  in  P  gleich  einer  Constanten  -  ist ,   sind 

durch  die  Gleichung  bestimmt : 

wenn  f=0  die  Gleichung  der  Fläche  ist  und  der  feste  Punkt  0  zum  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  genommen  wird.  Ausser  der  Kugelfläche, 
eine  Lösung,  welche  evident  ist,  sind  in  der  obigen  partiellen  Differential- 
gleichung die  developpabeln  Flächen  enthalten ,  deren  Wendecurve  durch 
die  Gleichung  1)  bestimmt  ist  (Nachrichten  von  d.  K.  Gesellsch.  d.  Wissen- 
schaften zu  Göttingen,  1800,  p.  143). 


XXXT.  TTeher  die  Lichtmenge,  welche  im  Polariiationiapparat 
durch  eine  zur  optischen  Aze  oder  zur  ersten  Hittellinie  senkrecht 
geschnittene  Krystallplatte  hindurchgeht.  Von  Dr.  £.  Lommbl  in  Zürich. 
Eine  senkrecht  zur  optischen  Axe  geschnittene  einazige  Krystallplatte  sei 
zwischen  den  polarisirenden  und  anal  jsirenden  Apparat  eines  Polarisations- 
instrumentes eingeschoben.  Durch  eine  vor  dem  Polarisator  angebrachte 
Linse  ist  dafür  gesorgt,  dass  Strahlen  verschiedener  Richtung  die  Platte 
durchdringen,  während  eine  hinter  dem  Polariscop  aufgepflanzte  Linse  die 
Interferenzerscheinung,  nämlich  das  bekannte  Ringsystem,  auf  einen  zur 
Axe  der  ganzen  Vorrichtung  senkrechten  Auffangschirm  projicirt.  Bei 
subjectiver  Beobachtung  stellen  die  brechenden  Medien  des  Auges  die 
Projectionslinse,  und  die  Netzhaut  den  Auffangschirm  vor.  Ausser  der 
projicirenden  sind  alle  anderen  im  Apparate  etwa  noch  vorhandenen  Linsen 
für  unsere  Betrachtung  unwesentlich.  Die  Lage  eines  Punktes  auf  dem 
Schirme  sei  durch  seine  Polarcoordinaten  q  (Radius  vector)  und  a  (Polar- 
winkel) angegeben;  der  Pol  falle  in  den  Mittelpunkt  des  Ringsystems  und 
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die  Polaraxe  sei  eine  beliebige  durcb  ihn  gesogene  Gerade.  Nehmen  wir 
nun  diejenige  Lichtmenge  zur  Einheit»  welche  auf  die  Flächeneinheit  des 
Schirmes  bei  Abwesenheit  der  Krjstallplatte  nnd  Parallelstellnng  der 
beiden  Polarisationsebenen  trifft,  und  vernachlässigen  wir  die  absorbirende 
Wirkung  der  Platte,  so  ist  die  im  Punkte  (^,  a)  bei  Gegenwart  des  Krj^stalls 
herrschende  Intensität,  für  die  Flächeneinheit  ausgedrückt: 

co^(<p  —  ^) — 8m^{<p  —  a)sin2(jilf  —  a)«ii*mw^', 

wenn  <p  und  ^  die  Winkel  sind ,  welche  die  Oscillationsrichtungen  des 
Polarisators  und  des  Polariscops  mit  der  Axe  des  Coordinatensystems 
bilden,  und  wenn 

D    a*  — 6« 

gesetzt  wurde ;  hierin  ist  unter  D  die  Dicke  der  Krjstallplatte,  unter  a  und 
b  resp.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  ausserordentlichen  und 
des  ordentlichen  Strahles  zu  verstehen,  unter  k  die  Wellenlänge  der  an- 
gewendeten homogenen  Lichtgattung  im  leeren  Raum ;  e  bedeutet  die  Ent- 
fernung des  optischen  Mittelpunkts  der  projicirenden  Linse  vom  Auffang- 
schirm, so  dass,  wenn  mit  t  der  Winkel  bezeichnet  wird,  den  das  in  (^,  a) 
vereinigte  Strahlenbündel  mit  der  Plattennormale  bildet,  e.tgi=  g  oder 
(wegen  der  überhaupt  hier  vorausgesetzten  Kleinheit  des  Winkels  t) 
et  =  ^  ist. 

Das  im  Punkte  (^,  a)  befindliche  Flächenelement  gägda  empfängt 
demnach  die  Lichtmenge 

cos'(ß> — ^)*^  ^9  ^^  —  sm2(fp — a)  sin2(^ — a)  sin^mng^.gdQda, 

Um  die  auf  einer  mit  dem  Radius  r  von  unserm  Pole  aus  beschriebenen 
Kreisfläche  vorhandene  Gesammtlichtmenge  zu  bestimmen,  haben  wir 
diesen  Differentialausdruck  nach  a  von  0  bis  2is,  nach  g  aber  von  0  bis  r 
zu  integriren.  Wir  erhalten,  wenn  wir  die  gesuchte  Lichtmenge  mit  /  be- 
zeichnen: 

2»  r 

7=  jcr*  co^(g>—rlf)  —  rsin2(^q> —a)  sin2(^ — a),da.Jsin^mnQ*.g  dg. 
Nun  ist  aber 

2«  2TC  •  2« 

/Vii2(<p— a)  5t>i2  (^— a)  rfa  ==  —  4 /cos2 ((p+ ^('— 2 «) da+ J  AroÄ2 (9-— ij;^ 

=  7tcos2{q>  —  tlß)'y 
ferner 

r  r  r 

Jsiifmng^.gdg=:\Jg  dg —  ^Jco8  2mng*,gdg 

r*       8in2mnf^ 
""  4  8mw 
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Setzt  man  diese  Werthe  oben  ein,  so  erhält  man  nach  einer  naheliegenden 

Umformung,  wenn  man  noch  d  statt  (p  —  ^  schreibt: 

T          ^ri  11        «x^  I  cos2d  sin2mnr* 
J=  ^r»(i+i  cos2S)  + . 

Wie  vorauszusehen  war,  hängt  dieser  Ausdruck  nur  von  der  Differenz  d 
der  Winkel  q>  und  t^  abj  welchen  wir  übrigens  nur  Werthe  zwischen  O^  nnd 
00^  beizulegen  brauchen. 

Die  auf  die  Flächeneinheit  fttr  die  Kreisfläche  nr^  treffende  mittlere 
Intensität  J^  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  man  noch  durch  nr*  dividirt, 
wie  folgt: 

Der  Ausdruck  für  die  Gesammtlichtmenge  /besteht  also,  wenü  wir  5  vor- 
erst ungeändert  lassen,  aus  einem  Gliede,  welches  der  Grösse  der  beleuch- 
teten Kreisfläche  proportional  ist, «und  aus  einem  mit  r  periodisch  sich 
ändernden  Gliede.  Das  letztere  verschwindet  erstens,  so  oft  mr^=n  ist, 
unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden ,  d.  h.  also  für  alle  jene  um 
den  Pol  beschriebenen  Kreise,  welche  bei  rechtwinklig  gekreuzten  Polari- 
sationsebenen völlig  schwarz  erscheinen.  Es  verschwindet  zweitens ,  so 
oft  mr*=w  +  J  ist,  also  auch  für  jene  Kreise,  welche  bei  rechtwinkliger 
Stellung  der  Polarisationsebenen  das  Maximum  der  Lichtstärke  zeigen. 

cos  2  S 
Es  erreicht  seinen  grössten  positiven  Werth  — (^  kleiner  als  45  •  ge- 

olfl 

dacht)  auf  den  Kreisen  mr*=n'{-^j  dagegen  den  grössten  negativen 
Werth  für  mr^=n+}.     Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  ö  >45®  ist. 

Für  d=4!b^  verschwindet  das  periodische  Glied  völlig,  und  die  mittlere 
Intensität  wird 

Daraus  ergiebt  sich  der  merkwürdige  Satz : 

Wenn  die  Polarisationsebenen  einen  Winkel  von  45' 
mit  einander  bilden,  so  ist  die  mittlere  Erleuchtung 
auf  dem  Schirme  ebenso  gross,  als  wenn  die  Kry stall- 
platte gar  nicht  vorhanden  wäre. 

Dieser  Satz  gilt  für  weisses  Licht  ebenso  gut  wie  für  homogenes,  weil  die 

Grösse  m,  welche  die  Wellenlänge  enthält,  aus  dem  Ausdrucke  für  /|  ganz 

hinausgefallen  ist. 

Wenn  S  von  45'  verschieden  ist,  bleibt  J^  sowohl  von  der  Wellenlänge, 

als  von  dem  Inhalt  der  auf  dem  Schirm  betrachteten  Kreisfläche  abhängig. 

Lassen  wir  aber  letztere  von  einem  der  oben  erwähnten  Maximum-  oder 

Minimumkreise  (mr*=n  +  ^   oder  mr^=in)   begrenzt  sein,   so  zieht   sich 

der   Ausdruck  zurück  auf 

Ji=^l  +  ^cos2d. 
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Es  ist  dies  zugleich  der  Orenzwerth,  welchem  sich  /{  hei  wachsendem  r 
sehr  rasch  nähert.    Wir  können  daher  diese  Gleichung  anch  ganz  allgemein 
gelten  lassen,  wenn  nur  r  hinlänglich  gross  ist. 
Ist  nun  ^  =  0,  so  wird 

d.  h.,  dem  Gesetze  des  Quadrats  des  Cosinus  zufolge,  ehenso  gross,  als 
wenn  hei  Abwesenheit  der  Krystallplatte   die  heiden  Polarisationsebenen 
einen  Winkel  von  30*^  mit  einander  bildeten. 
Ist  ferner  d=90^,  so  hat  man 

d.  h.  die  Intensität  ist  dieselbe,  als  wenn,  ohne  Krystallplatte ,  die  heiden 
Polarisationsebenen  einen  Winkel  von  60^  mit  einander  machten. 
Wir  können  demnach  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bringt   man    zwischen    Polarisator    und    Polariscop, 
deren  Polarisationsebenen  parallel  oder  rechtwink- 
lig gekreuzt  sind,  eine  senkrecht  zur  Axe  geschnit- 
tene  Krystallplatte,    so    ist   auf  dem    Schirme    oder 
im  Auge  die  mittlere  Erleuchtung  dieselbe,  als  wenn 
man    bei   Abwesenheit    der   Platte    die    eine   Polari- 
sationsebene um  30^  drehen  würde. 
Dieser  Satz,  welcher   von  der  depolarisirenden  Wirkung  der  ein- 
geschobenen Krystallplatte  Rechenscbaft  giebt,  gilt  für  homogenes  Licht 
mit  völliger  Strenge,  wenn  das  auf  dem  Schirm  oder  im  Auge  in  Betracht 
gezogene  Flächenstack  von  irgend  einem  Maximum-  oder  Minimumkreis 
begrenzt  ist.      Für  jeden  anderen  Begrenzungskreis,  wenn  nur  dessen 
Radius  gross  genug  ist,  gilt  derselbe  wenigstens  mit  grosser  Annäherung, 
und  zwar  selbst  fttr  weisses  Licht. 

Setzen  wir  in  die  Formel  für /^  einmal  45® — y,  dann  45*+y,  so  er- 
halten wir  die  Werthe  \+l  sm2y  und  ^  —  l  $m2y,  deren  Summe  gleich  1, 
deren  arithmetisches  Mittel  folglich  ^  ist.  Für  zwei  Stellungen  der  Po- 
larisationsebenen, welche  beiderseits  um  gleichviel  von  der  mittleren 
Stellung  45^  abweichen ,  ist  auch  die  Intensität  um  gleichviel  über  oder 
unter  der  mittleren,  welche  bei  45**  stattfindet. 

Die  Intensität,  welche  bei  Abwesenheit  des  Krystalls  auf  dem  Schirme 
herrschen  würde,  ist  ausgedrückt  durch  co^8,  Vergleichen  wir  damit  die 
Intensität  J, ,  deren  Formel  auch  so 

/^=co5M  — (i  — J^iVd) 
geschrieben   werden  kann,   so    sehen   wir,   dass   durch  Einschicben   der 
Krystallplatte   die   ursprüngliche  Lichtstärke   vermindert  wird,   so  lange 
J<;45^  dagegen  vermehrt,  wenn  d>45'*  ist. 
Aus  der  Gleichung 

kann  man  übrigens  jedesmal  den  Winkel  s  berechnen,  unter  welchem  man 
die  Polarisationsebenen  nach  Fortnahme  des  Krystalls  zu  einander  stellen 
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müsste,  um  auf  dem  Schirm  die  nämliche  Lichtmenge  zn  haben,  wie  vorher 
bei  Gegenwart  des  Erystalls  ffir  das  Azimuth  t. 

Um  für  eine  zweiaxige  Krjstallplatte ,  welche  senkrecht  znr  ersten 
Mittellinie  geschnitten  ist,  und  auf  dem  Schirme  das  bekannte  Lemniscaten- 
sjstem  hervorruft,  dieselbe  Untersuchung  anzustellen,  können  wir  eben- 
falls die  obige  Formel 

cos'  (<p  —  tf;)  —  sin  2  (gp — a)  sin  2  (^ — «)  sin^tn  n  q' 
benutzen,  wenn  wir  nur  unter  q  und  a  die  lemniscatischen  Coordinaten  *) 
eines  Punktes  auf  dem  Schirme  verstehen,  und 

^D    /(c*  — a')(c«— f>«) 

setzen,   wo  a^&<^c  die   drei  optischen  Haupteonstanten  des  Krjstalls 
sind,  und  die  Übrigen  Grössen  die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  vorher. 
Bezeichnet  man  mit  p  den  halben  Folabstand  des  Lemniscatensystems 
auf  dem  Schirm,  und  mit  B  die  Grösse 

p^+2p*if*cos2a+Q\ 
so  ist  ein  Flächenelement  des  Schirmes  ausgedrückt  durch 

^'  dQ  da 

und  die  auf  dasselbe  treffende  Lichtmenge  durch 

cor{q>  —  ^)  .       !_ sm2{<p  —  a)  5t/>2(^  —  a)«n*m«p*.  — -1^— . 

Um  nun  die  auf  den  Flächenraum  L  einer  Lemniscate  kommende  Licht- 
menge /  zu  berechnen,  hat  man  diesen  Ausdruck  nach  q  zwischen  den 
Grenzen  0  und  q  und  nach  a  zwischen  0  und  2iv  zu  integriren.  Man  findet 
aber,  wenn  man  der  Bequemlichkeit  wegen  einstweilen  die  Grenzen 
weglässt: 

J=sLco^{(p — ^)  +  i  /  I cos2{(p  +  ^-'2a)sin*mnQ*.' — -= — 

—  jcos  2(9— t^J  I   I  stn^mn(f,^—r= — 

oder 

r r  .         .  Q^doda 

y=Zco^*(9— ^)-f  ico^2(g)-f  ^)  /  /  cos4a  sin*mnQ'.^—^=^ 

.   .    .     ^  N  rr  .  .  .         .  Q*dQda 

-|-|Äin2(g)— -^J  I   I  stn4astn*mnQ^.^—~— 

a 


+  \cos2{(p^^)  j  I  sin'mnQ*  - — - — 


*)  Siehe  meine  Abhandlang  ,,Ueber  lemntscatische  Coordinaten"  in  dieser 
Zeitschrift  1.  Heft  dieses  Jabrg. 
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Von    diesen   Doppelintegralen   verschwindet   das    zweite    zwischen    den 
Grenzen  0  nnd  29r,  so  dass  man  nur  noch  hat 

/=Xco**((p  —  ^)  +  i<^o*2(qp+^)  /  /  cos4cc,8in*tnnQ*,- — ^=-7 

oder  auch 

J=iLcos^{(p — ^) —  cos 2 (p  €082^1)  I  I  sin^mno*.       ■_ 

+  cos2{(p  +  'ilf)  f  f  cos^2asin*mnQ^.^—^=J^. 

Jedes  dieser  letzteren  Doppelintegrale  ist  positiv  und  kleiner,  als 

'  da 


nnd  zudem  noch  das  zweite  kleiner,  als  das  erste.     Dividiren  wir  daher 
noch  heiderseits  mit  X,  so  erhalten  wir  die  mittlere  Intensität 

J^  =  co$*(q)  —  'flß) '—  KiC0S2(p  cos2^  +  K^cos2{q)+^), 
wo  ICi  nnd  A^,  positive  echte  Brüche  sind,  nnd  zwar  ICi  >Kt*     Dieser  Aus- 
druck erreicht  sein  Maximum 

für  9=0  und  ^=0;  sein  Minimum 

dagegen  für  g)=90P  und  ^=0.   Daraus  folgt  weiter  noch,  dass  ifi— ir,<  J    • 
sein  muss. 

Von  den  Winkeln  tp  und  tf;,  welche  die  beiden  Polarisationsebeneu 
mit  der  Ebene  der  optischen  Axe  des  Krystalls  bilden ,  nehmen  wir  immer 
q>  grösser  oder  mindestens  gleich  t^  an. 

Sei  nun  zuerst  9=tf;,  so  geht  der  obige. allgemeine  Ausdruck  über  in 
7,=1  —  Ä,co**2t(;  +  Ä^,co54^ 
und  hat  sein  Maximum  1  —  {K^  —  K^)  bei  ^=0  oder  tf;=3Ö00,  sein  Minimum 
1  —  AT,  [dagegen  bei  ^  =  45^  [Aus  1  —  (A",  —  Ä',)  >  1  —  K^  lässt  sich 
schliessen,  dass  K^'^\K^  ist.]  Man  findet  in  diesem  Falle  beispielsweise 
folgende  Reihe  von  Werthen 

tf;=g,=:22|,  1  — i^i 

^=g,=45  1  —  K^ 

Wenn  also  die  beiden  Polarisationsebenen  zusammenfallen,  so  wird 
durch   Zwischenschieben  der  Platte  die  Erleuchtung  auf  dem   Schirme, 
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welche  ohne  Platte  gleich  1  wäre,  stets  geschwächt,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  jene  mit  der  Ebene  der  optischen  Axe  einen  Winkel  von  45**  bilden. 
Setzen  wir  ferner  (p  —  -^=90®,  so  ist 

Dieser  Ausdruck  ist  zu  dem  vorigen  complementär,  d.  h.  er  giebt  mit  jenem 
zusammengenommen  1;  sein  Maximum  K^  tritt  ein  für  ^  =  —  45"  oder 
t;;=4-45^  sein  Minimum  K^ — K^  aber  für  ^=0.  Er  liefert  z.  B.  die 
Werthe: 

t/;=— 45°     9=  +  45°         /|  =  Ar, 

^=-224    (p=      674  \^^^ 

^=:    0        g)=     90  Kx—Kt 

if;=     224   9=     1124  \K, 

1^=      45      9=      135  A", 

und  zeigt  sonach,  dass  bei  rechtwinklig  gekreuzten  Polarisationsebenen  die 
Erleuchtung  auf  dem  Schirme,  welche  ohne  Krjstallplatte  Null  wäre, 
durch  Einschieben  derselben  stets  vermehrt  wird,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Polarisationsebenen  von  der  Ebene  der  optischen  Axen  beider- 
seits um  45^  abstehen. 

Sei  endlich  noch  <p — ^=45°,  also 

Ji  =  J  -  {K^—K,)  sinA^. 
Das  Maximum  dieses  Ausdruckes  findet  statt  bei  t|;= — 224*  oder  i|;=67*  •, 
das  Minimum  bei  ^=224i  und  zwar  erhält  man 

^=      0  <p=      45  4 

,^=      224       ip^      674  4-^A',_lA'J. 

t/;=      45         <p=      90  4 

a(;=      674       9>=      1125  4  +  Ä',  — 4A',. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  für  (p  — 1;;  =  45®  die* Erleuchtung  (=4),  welche 
ohne  Platte  stattfinden  würde,  durch  deren  Gegenwart  verstärkt  wird,  so- 
bald die  Ebene  der  optischen  Axen  innerhalb,  dagegen  geschwächt,  sobald 
sie  ausserhalb  des  spitzen  Winkels  föllt,  den  die  beiden  Polarisationsebenen 
mit  einander  bilden.  In  den  Uobergangsstellungen  (^  =  0®  und  i^  =  45**) 
findet  weder  Verstärkung  noch  Schwächung  statt.  Wir  können  daher  zum 
Schlüsse  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  die  eine  Polarisationsebene  parallel  oder 
senkrecht,  die  andere  unter  45°  geneigt  ist  zur  Ebene 
der  optischen  Axen  einer  zweiaxigen,  senkrecht  zur 
ersten  Mittellinie  geschnittenen  Krjstallplatte,  so 
findet  auf  einem  Schirme  dieselbe  mittlere  Erleuch- 
tung statt,  als  wenn  die  Krjstallplatte  gar  nicht  vor- 
handen wäre. 
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Drnckfbhler. 

In  Heft  IV.  pag^.  313  — 323  muss  es  heissen  und  zwar: 
,        pag.  313  Z.  10  V,  u.  fehlt  rechts  der  Factor  Vn. 

„     814  Z.  12  ▼.  n.  lies  „der**  statt  „des**. 

„    315  Z.  10  ▼.  n.  lies  Jm—r—i  statt /m—r. 

,.     820  Z.  4  V.  u.  lies  =  +  I  statt  =  0. 

„     321  letzte  Zeile  lies  überall  im  Divisor  „r  —  n  -|-  1**  statt  „!*' 

yy    823  Z.  4  V,  u.  lies  =  a^ x^  x^  statt  +  x^x^  x. 
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Kecensionen. 

Theorie  und  Construotioii  der  Heigongswaage.  Mit  besonderer  Bücksicht 
auf  möglichste  Grösse  und  vollkommene  Gleichheit  der  Skalen- 
theile.  Ein  Handbucji  für  Waagenbauer.  Von  Dr.  Francis  Place. 
Verlag  von  B.  F.  Voigt  in  Weimar.  1867. 
Das  vorliegende  Bach  enthält  auf  5  Druckbogen  eine  sehr  vollständige 
mathematische  Theorie  und  Ableitung  von  Constructionsregeln  für  die  im 
gewöhnlichen  Leben  und  in  verschiedenen  Gewerbszweigen  so  vielfach  an- 
gewendete „Zeigerwaage^^  für  welche  hier  der  ohne  Zweifel  empfehlenswer- 
tbere  Name  „  Neigungswaage  *'  eingeführt  wird ;  denn  nicht  das  Vorhanden- 
sein eines  Zeigers,  sondern  der  Umstand,  dass  die  Gewichtsbestimmung 
durch  Ablesung  des  Neigungswinkels  eines  pendelartig  aufgehängten  Waa- 
genkörpers erfolgt,  bildet  die  charakteristische  Eigenthümlichkeit  der  hier 
gemeinten  Waagengattnng.  Eine  selbstständige  Schrift  über  dieselbe  gab 
es  bis  jetzt  noch  nicht  und  selbst  der  werthvolle  Artikel  „Waage"  von 
V.  Burg  im  20.  Bande  der  Prechtl*schen  technologischen  Encyclopädie 
enthält  die  Theorie  der  Neigungswaage  und  die  Kegeln  zur  Skalen th eilung 
nur  für  die  üblichste  noch  mangelhafte  Form  derselben,  geht  aber  nicht 
näher  auf  etwaige  Gonstructionsänderungen,  namentlich  nicht  auf  die  Er- 
örterung der  Frage  ein,  durch  welche  Mittel  der  üebelstand  einer  ungleich- 
getheilten  Skala  gemindert  oder  ganz  beseitigt  werden  kann;  und  doch  ist 
diese  Frage  —  sie  bildet  den  Hauptgegenstand  der  im  Folgenden  zu  be- 
sprechenden Place^schen  Arbeit  —  für  den  Gebrauch  und  noch  mehr  für 
die  sichere  und  fabrikmässige  Herstellung  der  Neigungswaage  von  augen- 
ftlliger  Wichtigkeit. 

Das  Buch  zerfällt  in  17  Paragraphen,  von  denen  der  erste  die  erforder- 
lichen Grundbegriffe  erläutert,  der  zweite  und  dritte  die  Eintheilung  der 
Waagen  überhaupt  (in  Federwaagen,  Flüssigkeitswaagen,  Hebelwaagen)  und 
die  Eintheilung  der  Hebelwaagen  insbesondere  enthält;  letztere  sind  näm- 
lich nach  Place  entweder  Ge wicht swaagen  oder  Armwaagen   oder 
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Neigungswaagen,  je  nachdem  die  Ermittelung  des  gesuchten  6 ewicbts 
durch  die  Menge  von  Gewichtsstücken ,  welche  zur  Herbeiführung  der  Nor- 
mallage des  Waagebalkens  erforderlich  sind ,  oder  durch  die  Länge  des  He- 
belarms, an  welchem  ein  Laufgewicht  zu  wirken  hat,  oder  endlich  durch  den 
Neigungswinkel  des  Waagekörpers  erfolgt;  neu  und  zur  allgemeinen  Ein- 
führung zu  empfehlen  ist  hier  ausser  der  schon  besprochenen  Bezeichnung 
Neigungswaage  der  Name  Armwaage  für  die  sogenannten  römischen  Waa- 
gen oder  Schnellwaageu.  In  §.  4  wird  die  Einrichtung  einer  gewöhnlichen 
Neigungswaage  näher  beschrieben ,  freilich  —  wie  ein  Blick  auf  den  dazu 
gehörigen  Holzschnitt  Fig.  1  lehrt  —  an  einem  mit  den  stärksten-  Fehlem 
behafteten  Exemplar  einer  Postbriefwaage;  um  ein  beträchtliches  besser, 
namentlich  mit  ausgedehnterer  Skala  und  sicherer  Befestigung  derselben, 
sind  doch  schon  längst  die  in  den  Spinnereien  und  Papierfabriken  üblichen 
Neigungswaagen  ausgeführt  worden. 

Der  5.  Paragraph  enthält  eine  theoretische  und  praktische  Auseinan- 
dersetzung über  die  „Hauptpunkte  des  Hebels 'S  den  Drehpunkt,  den 
Aufhängepunkt  und  den  Schwerpunkt;  bezüglich  des  Aufhängepunktes 
wird  mit  Recht  auf  die  Nothwendigkeit  der  Anwendung  von  Prismenschnei- 
den und  Pfannen  statt  cjlindrischer  Zapfen  oder  in  Löcher  eingehängter 
Haken  hingewiesen,  auch  die  Möglichkeit  der  Anwendung  von  Oberscha- 
len (Belastungsschalen  mit  nach  oben  freiem  Wägungsraum)  besprochen 
und  eine  hierzu  gebräuchliche  Anordnung  der  Zeigerwaage  mitgetheilt;  es 
verdient  hierzu  bemerkt  zu  werden,  dass  eine  sehr  einfache  Lösung  derselben 
constmctiven  Aufgabe  bereits  in  der  Briefwaage  von  G  e  r  1  i  n  g  *)  vorliegt,  bei 
welcher  zwei  gleichgeformte  Waagekörper  oberhalb  der  Drehungsaxe  durch 
die  gemeinsame  Brücke  oder  Schale,  unterhalb  durch  eine  Horizontalstange 
verbunden  sind ;  in  Rücksicht  auf  den  Schwerpunkt  wird  an  derselben  Stelle 
die  schon  von  Burg  erwähnte  abernoch  selten  von  den  Mechanikern  vollstän- 
dig in  Ausführung  gebrachte  vortheilhafte  Anordnung  der  sogenannten Re- 
gulirungsgewichte  gezeigt,  durch  welche  das  genaue  Einspielen  der 
Neigungswaage  in  ihren  beiden  äussersten  Positionen  schnell  herbeigefahrt 
werden  kann ;  ferner  wird  hier  die  algebraische  und  geometrische  Lösung 
der  Aufgabe  entwickelt ,  wie  an  einem  drehbar  aufgehängten  Körper  mit 
gegebener  Schwerpunktslage  ein  Zulagegewicht  placirt  werden  muss,  damit 
der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  die  Vertikale  durch  den  Drehpunkt  rücke 
und  das  Produkt  aus  Gesammtgewicht  und  Abstand  des  neuen  Schwer- 
punktes von  der  Drehungsaxe  einen  constanten  Werth  ergebe.  Im  folgen- 
den Paragraphen  (Zeiger  und  Skala)  finden  die  Vorzüge  kreisförmiger  Ska- 
len vor  den  geradlinigen  nähere  Besprechung  und  es  wird  durch  eine  gra- 
pks«che  Darstellung  (Fig.  9)  in  sehr  anschaulicher  Art  der  Nachweis  ge- 
führt, wie  die  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  als  unvermeidlich  er- 
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kaDnte  Ungleichförmigkeit  der  Skalen theile  vermehrt  und  vermindert  wer- 
den kann ,  je  nachdem  man  der  Drehnngsaxe  eine  andere  Lage  gegen  die 
durch  den  Aufhängepunkt  und  den  Schwerpunkt  zu  denkende  Gerade 
gieht,  welche  letztere  der  Verfasser  mit  dem  Namen  Schwerpunktslinie 
bezeichnet. 

Die  specielle  Theorie  der  Neigungswaage  folgt  in  §.  7;  es  wird  aus  der 
bekannten  für  eine  beliebige  Stellung  des  Belastungsarms  gegen  den  übri- 
gen Waagekörper  abgeleiteten  Gleichung  für  den  Zusammenhang  der  hier 
in  Frage  kommenden  Grössen  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
(Fig.  II)  und  durch  eine  Maximalwerthsbestimmung  der  für  den  Construc- 
teur  wichtige  Satz  abgeleitet,  dass  zur  Erreichung  möglichst  grosser 
Skalentheile  nothwendig  die  Mittellage  (also  nicht  die  Anfangs- 
lage) des  BelaMtungsarmes  horizontal  sein  muss  und  dass  femer  die  grösst- 
mögliche  Gleichförmigkeit  der  Theilung  erhalten  wird,  wenn  die  Skala 
einen  rechten  Winkel  umfasst,  also  die  Anfangslage  des  Belastungsarmes 
um  45^  über  der  Horizontalen  des  Drehpunktes,  die  Endlage  um  45®  unter 
derselben  sich  befindet;  auf  die  Noth wendigkeit  dieser  beiden  Bedingun- 
gen ist  noch  nirgends  hingewiesen  worden  und  es  scheint  auch,  dass  bis 
jetzt  bei  den  Ausführungen  der  Neigungswaagen  die  gleichzeitige  Berück- 
sichtigung beider  nur  selten  erfolgt  ist 

Unter  Rücksichtnahme  auf  diese  Anforderungen  wird  ferner  in  §.  8 
gezeigt,  dass  die  Gleichung  über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Gewicht 
w  des  Waagebalkens,  der  Maximalbelastung  G^  der  Länge  a  des  Belastungs- 
armes und  dem  Schwerpunktsabstand  b  die  sehr  einfache  Form 

w.b  =  G  .a,j/l 

annimmt,  aus  welcher  sich,  wenn  w  und  G^  sowie  die  Lage  des  Anfhänge- 
punktes  und  des  Schwerpunktes  gegeben  sind,  eine  hübsche  geometrische 
Gonstmction  zur  Auffindung  der  Lage  des  Drehungspunktes  ergiebt;  es 
folgen  dann  zwei  Verfahrungsarten  zur  wirklichen  Gonstmction  der  Skala 
für  einen  gegebenen  Waagebalken  und  die  Vorführung  zweier  eiftfacher 
Briefwaagenconstructionen. 

Ein  empfehlenswerthes  Mittel  zur  Erweiterung  der  Belastungsgren- 
zen einer  Neigungswaage,  das  sogenannte  Hülfsgewieht,  gelangt  in 
§.  9  zur  Besprechung.  Durch  Anbringung  eines  Gewichtes,  welches  der  auf 
die  Waagschale  gebrachten  Maximalbelastung  das  Gleichgewicht  hält,  ver- 
mag man  dieselbe  Waage  und  dieselbe  Skala  zur  Abwägung  von  solchen 
Gegenständen  zu  benutzen,  deren  Gewicht  die  Grösse  derMaximalbelastnng 
überschreitet ;  man  vermeidet  durch  dieses  Mittel  die  allzu  kleinen  Skalen- 
theile an  den  Enden  der  Skala  und  erlangt  eine  gleichmässigere  Genauig- 
keit der  einzelnen  Ablesungen. 

Die  am  Schlüsse  desselben  Paragraph  enthaltene  Anwendung  der  vor- 
her angestellten  Betrachtungen  auf  die  Untersuchung  der  Empfindlich- 
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keit  der  gleicharmigen  Balkenwaage,  sowie  die  darauffolgende 
Bestimmung  der  Schwingungsdaner  derselben  bedarf  einer  Ergänzung 
und  Berichtigung.  Wenn  nämlich  die  Abhängigkeit  der  Empfindlichkeit 
und  der  Schwingungsdauer  von  der  als  veränderlich  gedachten  Belastung 
einer  gleicharmigen  Balkenwaage  genau  angegeben  werden  soll«  so  darf  die 
elastische  Biegung  des  Waagebalkens  nicht  ausser  Berücksichtigung  bleiben, 
denn  so  geringfügig  dieselbe  auch  ihrem  absoluten  Betrage  nach  bei  jeder 
gut  ausgeführten  Waage  sein  wird:  der  Zusammenhang  zwischen  Empfind- 
lichkeit (resp.  Schwingungszeit)  und  Tiefe  der  Endaxen  unter  der  Mittel- 
schneide ist  von  der  Art,  dass  auch  die  schwächsten  Aenderungen  der  letz- 
tem bemerklich  werden;  es  darf  aus  diesem  Grunde  nicht,  wie  auf  Seite  29 
geschieht,  aus  der  bekannten  Gleichung 

az 

tan  ©=  — 

w6+  2cp 

der  Satz  gefolgert  werden ,  dass  die  Empfindlichkeit  von  der  Belastung  un- 
abhängig, also  constant  werde,  wenn  die  Endaxen  mit  der  Mittelaxe  in  einer 
Ebene  liegen  (c=io\  denn  es  bleibt  die  Grösse  c  (Tiefe  der  Endaxen  unter 
der  Mittelaxe),  wenn  sie  auch  für  den  leeren  Balken  =  o  ist,  nicht  für  alle 
Belastungen  Null ,  sondern  wächst  denselben  proportional ;  es  würde  daher 
jene  Gleichung,  wenn  man  die  Balken biegung  für  die  Gewichtseinheit  mit 
y  bezeichnet,  die  Form  annehmen  müssen 

az 

tan  q>  r= 

n>b  +  2(C'\r  py)p 

oder 


az 
tanq>z=i- 


wb'\'  2pc  +  2p^y^ 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Einwirkung  von  y  bei  wachsendem  p  erheblich 
stärker  ist,  als  die  von  c  und  man  muss,  um  innerhalb  der  gegebenen  Be- 
lastungsgrenzen die  Empfindlichkeit  möglichst  unveränderlich  zu  erhalten, 
dem  Mechaniker  die  Regel  geben,  die  Endaxen  um  soviel  über  die  Mittel- 
axe zu  legen,  dass  die  Empfindlichkeitsgrösse  des  leeren  Balkens  bei  einer 
mittleren  Belastung  wiederkehrt;  unterhalb  derselben  wird  dann 
der  Ausschlag  für  ein  bestimmtes  kleines  Zulagegewicht  grösser  sein,  ober- 
halb derselben  aber  kleiner,  als  die  mittlere  Empfindlichkeit.  Aus  demselben 
Grunde  ist  auch  die  auf  S.  30  entwickelte  Folgerung  unzulässig,  dass  es 
möglich  wäre,  durch  passende  Wahl  der  Dimension  c  die  Schwingungsdauer 
t  einer  Waage  für  alle  Belastungen  constant  zu  erhalten,  denn  die  für  t  auf* 
gestellte  Formel 

"^y        g{fvb  +  2pc) 
muss  mit  Rücksicht  auf  die  Balkenbiegung  durch  folgende  ersetzt  werden: 


f-  ir  l^"^^  "^  ^p\^'+[c  +pyV) 

r  g{wb  +  2pc  +  2p*y) 
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UDd  wenn  man  nun  noch  versnebt,  die  Schwingnngsdaner  für  alle  Belastnn- 
gen  constant  sn  erhalten  nnd  zwar  gleich  der  Schwingnngsdauer  des  lee- 
ren Balkens,  also 

(P  _wd^  +  2p  (a»+  [c  +  pyY) 

gb~       g{wb  +  2pc  +  2p»y) 
setzt ,  so  findet  sich  für  c  nicht  mehr  ein  constanter,  sondern  ein  die  Grösse 
p  enthaltender  Aosdruck,  nämlich 

^^2by.p+  y(d*  —  2by  .  py  --- 4b  .  {a^b  —  yd^ .  p  +  bf  .p'} 

""  —  ü  • 

Die  unveränderliche  Schwingnngsdau  er  ist  daher  in  Wahrheit 
unerreichbar;  bei  zunehmender  Belastung  wird  dieselbe  immer  wachsen, 
wie  auch  die  Erfahrung  bestätigt*). 

Unter  dem  sehr  ansprechenden  Namen  Reciprokwaagen  werden  in 
§.  10  alle  diejenigen  Neigungswaagen  der  Betrachtung  unterworfen,  bei  de- 
nen nicht  unmittelbar  das  Gewicht  eines  Gegenstandes ,  sondern  eine  dem 
reciproken  Werth  desselben  proportionale  Grösse  ablesbar  sein  soll,  also 
namentlich  der  Waagen  zur  Feinheitsbestimmung  der  Game  (Gamwaagen); 
die  Uebertragung  der  Theorie  auf  diese  Art  Waagen  erweist  sich  als  sehr 
einfach  und  es  werden  die  früher  angegebenen  Constructionsregeln  fast 
unverändert  brauchbar. 

Die  nun  folgenden  Paragraphen  sind  denjenigen  constructiven  Abän- 
derungen und  Einrichtungen  gewidmet,  durch  welche  eine  näherungsweise 
oder  genaue  Gleichheit  der  Skalentheile  erreicht  werden  kann;  es  sind  dies 
§.11  die  Hängeschiene,  §.  12  die  Zahnrad  -  Uebersetzung  (für 
welche  in  der  hier  vorgeschlagenen  Ausführungsform  sich  wohl  der  Name 
Zugscheiben  mehr  empfehlen  würde),  §§.  13  bis  16  die  Aufhängecur- 
ven.  Die  nähere  Besprechung  dieser  Einrichtungen  ist  ohne  Zeichnungen 
nicht  wohl  möglich  und  es  sei  darüber  nur  bemerkt,  dass  der  Verfasser  hier 
mit  grosser  Sachkenntniss  auch  auf  die  Möglichkeit  einer  fabrikmässigen 
Herstellung  seiner  Waagen  eingegangen  ist  und  z.  B.  für  die  richtige  Form- 
gebung der  Aufhäng ecurven  eine  Fräsmaschine  entworfen  hat  (Fig.  4ö), 
deren  Einrichtung  als  höchst  sinnreich  bezeichnet  werden  muss.  Im  Inter- 
esse der  Vollständigkeit  dieses  Theiles  muss  es  fast  bedauert  werden,  dass 
dem  Verfasser  nicht  auch  die  Neigungswaage  des  Maschinenfabrikanten 
A.C.  Herr  mann  in  Berlin  bekannt  gewesen  ist  und  zur  Verfügung  gestan» 
den  hat,  bei  welcher  (nach  einer  von  demselben  an  den  Unterzeichneten  freund- 
lich gemachten  Mittheilung,  deren  (Gebrauch  an  dieser  Stelle  ausdrücklich 
gestattet  wurde)  die  Gleichheit  der  Skalentheile  durch  noch  weniger  unge- 
wöhnliche Mittel,  nämlich  durch  einen  Hebel  mit  Radialschlitz ,  Gleitzapfen, 
Zahnstange  und  Getriebe,  herbeigeführt  wird,  übrigens  die  Skala  einen 
vollen  Kreis  umfassen  kann. 


*)  Vergl.  Poljtechn.  Centralblatt  1850,  S.  1024,  die  Theorie  der  gleicharmigen 
Balkenwaage  mit  Rücksicht  auf  die  elastische  Biegung  des  Balkens. 
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Der  letzte  Paragraph  erwähnt  endlich  in  Kürze  die  Gombinationen  der 
Neigungswaage  mit  der  Brückenwaage  und  bringt  in  Fig.  50  die  Darstellung 
einer  nach  allen  Regeln  des  Buches  entworfenen  Musterwaage  mit  Ober- 
schale, mit  Hängeschiene,  also  näherungsweise  gleichgetheilter  Skala,  mit 
Begulirgewichten  und  zwei  Hülfsgewichten. 

Die  in  der  ganzen  Arbeit  zu  rühmende  klare  und  bündige  Ausdrucks* 
weise  und  die  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holzschnitte  (10  pro  Druck- 
bogen!) werden  den  Gebrauch  des  Buchesa  ach  jedem  Praktiker  ermöglichen; 
die  Verlagshandlung  hat  sich  durch  dasselbe  ohne  Zweifel  ein  grösseres  Ver- 
dienst erworben,  als  durch  die  auf  dem  Umschlag  angezeigte  Wiederauflegung 
des  Hartmann'schen  Sammelwerkes  über  „Krämer-,  Probir-,  Schnell-,  Heu-, 
Schiffs-,  Brücken-,  Strassen-,  Zoll-  oder  Mauthwaagen,  Tafel-  oder  Tisch - 
und  Krahnwaagen,  Zeiger-,  Brief-,  Garn-,  Papier-  und  Federwaagen  etc.  etc.**, 
das  dem  Place*schen  Buch  wohl  keine  starke  Concurrenz  machen  wird. 

Beim  Gebrauch  störende  Druckfehler  sind  folgende :  Auf  Zeile  2  der 
Anmerkung  No.  10  (S.  29)  muss  das  erste  p  durch  «  ersetzt  werden  und  auf 
Zeile  8  Seite  31  muss  g  statt  p  stehen. 

Dresden,  am  22.  October  1866.  Dr.  E.  Hartiq. 


Eheinisdie  Sohulprogramme  vom  Herbste  1866. 

Von  einer  wissenschaftlichen  Abhandlung,  die  in  einem  Schulpro- 
gramme abgedruckt  ist,  kann  man  nicht  so  viel  verlangen,  als  von 
einem  andern  in  Zeitschriften  niedergelegten  Aufsatze.  Denn  einestheils 
ist  die  Zeit  der  Lehrer  sehr  beschränkt  —  viele  geben  20—24  Unterrichts- 
stunden wöchentlich  ausser  den  zahlreichen  Gorrecturen  und  den  Privat- 
stunden, welche  sie  zu  ertheilen  gezwungen  sind,  um  existiren  zu  können 
—  und  anderntheils  ist  der  Leserkreis  der  Programme  hauptsächlich  wie- 
der auf  die  Schulmänner  beschränkt,  denen  eine  auf  den  praktischen  Un- 
terricht bezügliche  oder  in  ihren  Resultaten  im  Unterricht  anwendbare  Ab- 
handlung meistens  lieber  ist,  als  eine  die  höhere  Wissenschaft  behandelnde. 
Da  gleichzeitig  alle  Schüler  das  Programm  in  die  Hand  bekommen,  so 
wird  sehr  häufig  die  Anforderung  gestellt,  dass  mindestens  ein  guter 
Ober  •  Primaner  den  Inhalt  zu  begreifen  vermag.  Der  Einfluss  einer  sol- 
chen Anforderung  auf  die  Programme  ist  klar. 

In  diesem  Herbste  (1866)  enthält  nur  ein  Programm  von  den  rheini- 
schen Gymnasien  und  Realschulen  eine  mathematische  Abhandlung,  näm- 
lich das  der  städtischen  Realschule  in  Crefeld.  Oberlehrer  Mink  (die  An- 
stalt besitzt  drei  Oberlehrer,  die  in  Mathematik  unterrichten)  behandelt  die 
Centralen  der  einem  Dreieck  oder  einem  Viereck  in  -  und  umschriebenen 
Kreise.  Im  ersten  Abschnitte  behandelt  er  die  Sätze  über  die  Beziehungen, 
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welche  zwischen  den  Projectionen  der  Centrale  auf  die  drei  (resp.  vier) 
Seiten  des  Drei-  (resp.  Vier-)  Ecks  statthaben.  Der  zweite  Abschnitt  zeigt 
auf  geometrischem  Wege  die  Grösse  der  Centrale  bei  den  Dreieckskreisen 
und  folgert  einige  sehr  interessante  —  soviel  dem  Referenten  bekannt  — 
neue  Sätze  über  die  einem  Kreis  umschriebenen  und  einem  andern  einge- 
schriebenen Dreiecke.  Im  vierten  Abschnitt  sind  diese  Sätze  auf  die  Vier- 
ecke erweitert;  der  Gleichheit  in  der  Behandlung  wegen  hätten  wir  ge- 
wünscht, dass  diese  Sätze  ebenfalls  aaf  rein  geometrischem ,  oder  die  vor- 
hergehenden auch  auf  trigonometrischem  Wege  abgeleitet  worden  wären. 
Die  ganze  Abhandlung  ist  sehr  fleissig  gearbeitet  und  giebt,  wie  bereits  be- 
merkt, interessante  Besultate;  sie  ist  dabei  sehr  klar.  Einzelne  Ausdrücke 
hätten  wohl  conciser  sein  können,  wie  z.  B.  auf  Seite  5  Satz  c),  der  jeden- 
falls besser  so  gelautet  hätte :  „  In  jedem  Dreiecke  ist  die  Summe  der  Pro- 
jectionen der  Centrale  des  ein-  nnd  umschriebenen  Kreises  auf  die  grösste 
und  kleinste  Dreieckseite  gleich  derProjection  auf  die  mittlere/*  Ebenso 
hätten  die  mit  e)  und  /)  bezeichneten  Sätze  eine  bessere  Form  annehmen 
können.  Namentlich  Satz  t  (p.  11)  hätte  auch  so  ausgedrückt  werden  können : 
„Jedem  Dreiecke,  das  zwei  festen  Kreisen  nm-  und  eingeschrieben  ist, 
correspondirt  ein  ebensolches  Dreieck  der  Art,  dass  die  Verbindungslinie 
der  gegenüberliegenden  Ecken  durch  den  Punkt  der  Centrale  geht,  welche 
in  Bezug  auf  beide  Kreise  dieselbe  Polare  hat,  und  dass  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  sich  auf  dieser  gemeinsamen  Polaren  schneiden.** 

Die  Arbeit  gewinnt  noch  dadurch  an  Werth,  dass  Aufgaben ,  die  mit 
Anwendung  der  Sätze  lösbar  sind,  sich  eingeflochten  finden. 

Das  Programm  des  Düsseldorfer  Gymnasiums  enthält  „  Experimental- 
Untersuchungen  über  die  Tonschwingungen  durch  die  Wärme**  von  Prof. 
Dr.  Schneider.  Es  ist  eine  sehr  fleissige  Zusammenstellung  der  Versuche 
über  diese  bekannten  akustischen  Erscheinungen  und  ist  vorzüglich  auf  die 
richtige  Erklärung  derselben  durch  Faradnj  Gewicht  gelegt.  Ausführlich 
sind  die  Versuche  behandelt  über  die  Töne,  die  man  bei  senkrechtem  An- 
stosse  des  Wacklers  erhält;  der  Verfasser,  der  sich  bereits  länger  mit  die- 
sem Gegenstande  beschäftigt,  giebt  hierüber  eine  Erklärung,  die  der  Fara- 
day'schen  über  die  gewöhnlichen  Töne  des  Treveljan  Instrumentes  durch 
Erwärmen  ausspricht  Die  Worte  des  Verfassers  (p.  8)  könnten  jedoch  in 
ihrer  Form  leicht  zu  Missdeutungen  Veranlassung  geben ,  und  wäre  es  zu 
wünschen,  er  hätte  dies  präciser  gefasst.  Wer  sich  mit  den  genannten 
Erscheinungen  beschäftigen  will,  wird  sich  vermittelst  dieses  Programmes 
sehr  gut  vollständig  über  den  Stand  der  hierhingehörigen  Untersuchungen 
Aufschluss  verschaffen  können. 

Oberlehrer  Dr.  W.  Krumme  in  Duisburg  hat  als  Abhandlung  in  dem 
Programme  des  dortigen  Gymnasiums  (verbunden  mit  Bealschule  erster 
Ordnung)  drucken  lassen :  „  Die  Brechung  des  Lichtes  an  Kugelflächen  **. 
Nach  dem  Titel  ist  es  eine  „Probe  aus  einem  demnächst  erscheinenden  Lehr- 
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boche  der  Physik  für  Schulen'*.  Eine  Besprechnng  dieser  Abhandlnng 
wollen  wir  hier  nicht  vorbringen,  wir  wollen  erst  das  ganze  in  Aussicht  ste- 
hende Werk  abwarten.  Sehen  wir  von  einer  mehr.culturhistorischen  Ab- 
handlung des  Oberlehrers  Dr.  Roudolf  über  die  astronomischen  und  koa- 
mischen  Anschauungen  der  älteren  Zeit  bis  auf  Aristoteles  ab ,  so  ist  von 
weiteren  Programm- Aufsätzen  mathematbchen  oder  phjsicalischen  Inhaltes 
nicht  zu  berichten.  D.  D. 
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Fehler  in   Schlömilch's  Logarithmen. 
In  der  Tafel  der  Ellipsenquadranten  ist  das  auf  S.  151  für  b  =  0,60  an- 
gegebene 

^=1,27632^ 
umzuändern  in 

^=1,27635 
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Recensionen. 

Ad.  Quetelct,  Boienoes  math^matiquei  et  physiqnes  ohei  les  Belgei 
au  oommenoement  du  XIX®  üMe.    Bruxelles  1866.  S9.  744  Seiten. 

Im  Torigen  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  (Literaturzeitung  8.  29 — 38) 
haben  wir  über  eine  Geschichte  der  Mathematik  nnd  Physik  bei  den  Bel- 
giern berichtet,  welche  ans  der  Feder  des  gelehrten  Sekretärs  der  Brüsseler 
Akademie  stammte.  Das  heute  zu  besprechende  Werk  desselben  Yer- 
fkssers  ist  als  Fortsetzung  jenes  Buches  zu  betrachten,  oder  sagen  wir  viel- 
mehr mit  dem  Verfasser  selbst:  als  Sammlung  von  Materialien  für  eine  spä« 
teren  Zeiten  aufgesparte  Fortsetzung.  Die  Mitwelt  kann  kaum  ihre  eigene 
politische  Oeschichte  schreiben,  viel  weniger  ihre  wissenschaftliche.  Erst 
nach  einer  Beihe  von  Jahren  zeigt  es  sich  endgültig,  was  man  als  vollendete 
Thatsachen,  was  als  wahre  Entdeckungen  und  Erfindungen  zu  betrachten 
habe.  Besonders  hervorragende  politische  und  wissenschaftliche  Ereignisse 
geben  sich  freilich  bald  auch  dem  mitten  dazwischen  Stehenden  als  solche 
zu  erkennen;  aber  gerade  diese  hervorragenden  Ereignisse  sind,  wie  es  das 
gebrauchte  Eigenschaftswort  ankündigt,  nur  selten.  Das  Mittelmässige,  aus 
welchem  sie  hervorragen,  überwiegt  für  den  Augenblick,  und  in  der  Vogel- 
schau der  Oeschichte  bleiben  doch  auch  neben  den  hochaufstrebenden 
Gipfeln  noch  solche  Erhöhungen  merkwürdig,  welche  gleichsam  vulkani- 
scher Natur  ihre  bewegende  Kraft  dadurch  an  den  Tag  legten,  dass  sie  spä- 
tere Hebungen  veranlassten.  So  kann  und  wird  der  Geschichtsschreiber 
vergangener  Jahrhunderte  sich  kürzer  fassen,  als  der  Erzähler  der  Zeiter- 
eignisse, und  so  finden  wir  es  nur  natürlich,  dass  derselbe  Verfasser  um  drei 
Fünftel  mehr  Raum  brauchte,  um  das  gegenwärtige  Jahrhundert  zu  schildern, 
als  er  für  die  übersichtliche  Darstellung  aller  früheren  Jahrhunderte  ver- 
wendet hatte. 

Das  heute  uns  vorliegende  Werk  gehört  unbedingt  der  sogenannten 
Memoirenliteratur  an.  Es  sind  Denkwürdigkeiten  aus  dem  eigenen  reichen 
Leben  des  trefflichen  Verfassers.     Er  erzählt  in  liebenswürdiger,  uns  an- 
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ziehender  Darstellung  Biographiscbes  und  Wissenschaftliches  von  Männern, 
zu  welchen  er  meistens  selbst  in  engen  freundschaftlichen  Beziehungen 
stand  und  deren  Auftreten  in  dem  belgischen  Werke  Herr  Q  u  e  t  e  1  e  t  dadurch 
näher  zu  begründen  sucht ,  dass  die  betreffenden  Männer  theils  persönlich, 
theils  wenigstens  wissenschaftlich  seinem  Vaterlande  nahe  standen,  dass  sie 
auf  dessen  geistige  Entwickelnng  eine  kräftige  Einwirkung  ausübten.  Wir 
wollen  mitHerm  Qu  et  el  et  über  diese  Entschuldigung  nicht  rechten,  wenn 
wir  auch  meinen ,  es  bedürfe  keinen  Vorwand  für  die  Veröffentlichung  noch 
ungedruckter  Notizen  über  Männer,  die  der  ganzen  Erde  mehr  als  irgend 
einem  besonderen  Lande  angehören.  Wir  wollen  nur  ganz  kurz  die  Ein- 
theilung  angeben,  welche  der  Verfasser  eingehalten  hat. 

Ein  erstes  Buch  (S.  1 — 96)  knüpft  unmittelbar  an  den  lezten  Ab- 
schnitt des  obengenannten,  im  vorigen  Jahrgange  besprochenen  Werkes  an. 
Die  Gemeinsamkeit  der  Forschungen  von  Vielen  zu  einem  Zwecke  wird  in 
ein  helleres  Licht  gesetzt,  welche  gegenwärtig  noth wendig  geworden  und 
in  Wirklichkeit  auch  an  die  Stelle  der  früher  häufigeren  Universalität  des 
Einzelnen  trat.  Arbeitstheilung  und  Arbeitsvereinigung  sind  die  Stich- 
wörter der  Neuzeit,  welche  auch  im  Gebiete  der  Wissenschaften  sich  ver- 
nehmen lassen.  Die  Witterungskunde,  die  Lehre  von  dem  Erdmagnetis- 
mus, von  der  Luftelektricität,  von  den  Sternschnuppen,  die  Kenntniss  der 
Meeresströmungen,  der  genauen  Gesetze  von  Ebbe  und  Fluth,  die  statisti- 
schen Gesetze  des  menschlichen  Lebens  bis  zur  moralischen  Statistik  sich 
erhebend,  das  etwa  sind  die  Aufgaben,'  welche  in  der  genannten  Weise 
einer  Lösung  zugeführt  werden.  Mit  Recht  wird  auf  den  internationalen 
Congress  zur  Feststellung  von  Beobachtungen  im  Interesse  der  Schifffahrt, 
der  1853  in  Brüssel  stattfand,  mit  Recht  auf  den  ebendaselbst  wenige  Mo- 
nate später  ins  Leben  gerufenen  statistischen  Congress  hingewiesen.  Diese 
beiden  Versammlungen  haben  einen  entschieden  positiven  Zweck  beab- 
sichtigt und  erreicht,  sich  dadurch  beinahe  in  Gegensatz  zu  anderen  wissen- 
schaftlichen Versammlungen  stellend,  deren  mehr  imaginäre  Resultate  in 
dem  persönlichen  freundschaftlichen  Verkehr  von  Gelehrten  derselben  Rich- 
tung sich  erkennen  lassen,  ohne  dass  unmittelbare  praktische  Ziele  auch 
nur  vorgesteckt  wären. 

Das  zweite  Buch  (S.  97—316)  giebt  in  vierzehn  Kapiteln,  wie  man  die 
einzelnen  Skizzen  nennen  dürfte,  die  Bilder  von  ebenso  vielen  belgischen 
Gelehrten,  ihren  Lebensschicksalen,  ihren  wissenschaftlichen  Leistungen, 
letztere  allerdings  meistens  nur  durch  Anführung  der  Quellen,  wo  sie  zu 
finden  sind.  Wir  nennen  von  diesen  Männern  in  Kürze  den  durch  Arbeiten 
über Horticultur weithin  bekannten  van  Mona,  den  Meteorologen  Crahay, 
Simons,  den  Erbauer  der  wichtigsten  belgischen  Eisenbahnlinien,  den 
Geologen  Cauchy,  weitläufig  verwandt  mit  Aug.  Cauchy,  dieBotaniker 
und  Mineralogen  Kickx,  Vater  und  Sohn,  den  Geognosten  Galeotti, 
Belpaire,  den  Historiker  der  Küsten  Veränderungen  bei  Antwerpen  und 
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Ostende,  Mareska,  den  Verfasser  des  von  Berzelius  hochj^eschätzten 
Aufsatzes  über  die  Verminderung  der  Affinitäten  durch  niedrige  Temperatur, 
den  Mitarbeiter  an  der  belgischen  Pharmacopoe.  Für  uns  haben  die  fünf 
übrigen  in  diesem  Buche  besprochenen  Gelehrten  ein  grösseres  Interesse, 
weil  sie  specieller  zu  unseren  Fachgenossen  zählen.  Zuerst  DeNieuport 
(1740 — 18*27),  der  Mann  zweier  Jahrhunderte,  mehr  noch  der  Vergangenheit, 
als  der  Gegenwart  angehörend.  Dieser  Z  wischenstelluug  entsprechend,  hat  der 
Verfasser  über  die  mathematischen  Arbeiten  von  De  Nieuport  schon  in 
dem  früheren  Werke  von  1864  berichtet  und  giebt  uns  heute  mehr  Nachträge, 
giebt  uns  ganz  besonders  die  Darstellung  der  Persönlichkeit  des  alten  Edel- 
mannes, welche  stolz  und  achtunggebietend  in  eine  Neuzeit  hereinschaut, 
mit  welcher  sie  im  Ganzen  nicht  sympathisiren  kann,  deren  Ehrfurcht  und 
Liebe  sie  gleichwohl  durch  freundliches  Entgegenkommen  gegen  jeden  Ein- 
zelnen erwirbt.  In  solchen  Zeichnungen  erweist  sich  Herr  Quetelet  als 
Meister,  und  wie  man  den  Gemälden  der  Venetianischen  Schule  Naturtreue 
zusprechen  darf,  ohne  die  gemalten  Persönlichkeiten  gekannt  zu  haben,  so 
ist  an  der  photographischen  Aehnlichkeit  der  von  Herrn  Quetelet  ent- 
worfenen Charakterbilder  nicht  zu  zweifeln,  auch  ohne  eigene  Kenntniss  der 
Modelle.  Tritt  doch,  wie  als  Gegenstück  zu  dem  greisen  Rojalisten,  ebenso 
lebensfrisch  und  wahr  der  revolutionäre  Artillerieoffizier  Dandelin 
(1794—1847)  uns  entgegen,  stets  bereit,  die  Feder  mit  dem  Degen  zu  ver- 
tauschen und  für  die  von  ihm  für  gerecht  erachtete  Sache  zu  kämpfen.  Von 
seinen  mathematischen  Verdiensten  um  die  analytische  Geometrie  lernen 
wir  besonders  die  Abhandlung  über  die  Fokalen  kennen,  welche  an  Quete- 
let'  s  Untersuchungen  über  den  gleichen  Gegenstand  sich  anschliesst  und 
mit  denselben  jene  von  Th.  Ol  ivi  er  sogenannten  belgischen  Theoreme  bil- 
det, welche  ein  Muster  projectivischer  Beweisführung  darstellen.  Als  dritter 
erscheint  V  e  r  h  u  1  s  t(1804— 1849),  ein  geistvoller,  vielseitiger  Sohn  des  Glückes. 
Schon  in  seinem  20.  Jahre  doppelt  gekrönter  Preisträger,  in  Leyden  ftir 
eine  Abhandlung  über  Maxima  und  Minima ,  in  Gent  für  eine  Abhandlung 
über  Variationsrechnung,  im  21.  Jahre  Doctor  der  Philosophie,  im  25. 
ö£fentlicher  Lehrer  der  Mathematik  am  Brüsseler  Museum,  wurde  er  nur  durch 
seine  schwächliche  Gesundheit  daran  erinnert,  dass  auch  für  ihn  Grenzen 
des  Erreichbaren  vorhanden  waren.  Das  Jahr  1830  fand  ihn  in  Italien,  wo 
er  den  originellen  Plan  ausführte,  dem  Papste  einen  Entwurf  von  in  Rom 
einzuführenden  Reformen  zu  überreichen,  was  ihm  bald  den  Aufenthalt  in  der 
heiligen  Stadt  unmöglich  machte.  Wir  sehen  ihn  dann  1832  in  Brüssel  mi^ 
statistischen  Arbeiten  über  Bevölkerung  beschäftigt,  welche  er  auf  Quete- 
let' s  Anregung  unternommen  hatte.  Seit  1834  ist  er  Professor  an  der  Kriega- 
flchule  und  verfasst  als  solcher  1841  seine  Schrift  über  die  elliptischen  Func- 
tionen, die  erste  einigermassen  elementar  gehaltene  Darstellung  dieser 
Theorien,  welche  damals  bereits  anfingen,  in  weitere  Kreise  mathemati- 
schen Unterrichtes  einzudringen.     In  demselbeu  Jahre  wurde  Verhulst 
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Correspondent,  dann  Mitglied  der  Brüsaeler  Akademie.  Seine  leisten 
wiebtigeren  Arbeiten  waren  die  beiden  Abbandlungen  über  die  Qeeetse  der 
Bevölkerungsznnabme ,  welcbe  er  1844  und  1846  der  Akademie  einreichte. 
Er  berücksicbtigte  in  beiden  die  einer  ins  Ungeioessene  sieh  erstreckenden 
Bevölkerungszunabme  entgegenstebenden  Hindemisse  und  berechnete  dar- 
aus das  Maximum  der  Bevölkerung,  welches  nach  seiner  Ansicht  in  Belgien 
erreicht  werden  könne,  auf  beiläufig  0^  Millionen  Einwohner.  Pagani 
(1796 — 1855),  der  italienische  Flüchtling,  welcher,  weniger  weil  er  selbst  an 
politischen  Umtrieben  sich  betbeiligt  hatte,  als  weil  er  von  seinen  Freunden 
sich  in  der  Stunde  der  Gefahr  nicht  trennen  wollte,  Familie  und  Vaterland 
verlassen  hatte,  fand  seit  1822  in  Belgien  eine  neue  Heimath.  Hier  war  et 
denn  auch,  wo  seine  sämmtlichen  Untersuchungen  zur  analytischen  Mechanik 
entstanden  und  erschienen ,  welche  uns  der  Reihe  nach  angeführt  werden. 
Der  fünfte  Gelehrte  unseresFaches  ist  Garnier  (1766—1840),  dessen  Lebens** 
Schicksale  theilweise  mit  seinen  eigenen  Worten  erzählt  werden.  Wir  lernen 
einen  unermüdlichen  Schriftsteller  in  ihm  kennen,  welchen  jedoch  das 
Schicksal  nur  selten  begünstigte.  Häufig  zurückgesetzt,  weil  er  das  Un- 
glück hatte,  bedeutenderen  Mitbestrebem  zu  begegnen,  musste  er  auch  in 
seinen  letzten  Lebensjahren  diese  traurige  Erfahrung  noch  einmal  machen, 
und  selbst  durch  die  freundschaftliche  Skizze  Quetelet*s  dringt  die 
Ueberzeugung  durchs  dass  Garnier  nicht  ganz  Unrecht  geschah,  denn  ein 
Lehrer  scheint  er  eben  doch  nicht  gewesen  zu  sein. 

Das  dritte  Buch  (S.  317 — 558)  dürfen  wir  mit  wenigen  Worten  be- 
rühren. Es  beschäftigt  sich  mit  Männern  der  Kunst,  der  Literatur,  der 
Politik,  deren  Verdienste  wie  deren  Thätigkeit  dem  Zwecke  dieser  Zeit- 
schrift abseits  liegen. 

Das  vierte  Buch  endlich  (S.  559 — 744)  ist  jenen  Männern  gewidmet, 
jv eiche,  wie  wir  oben  sagten,  der  ganzen  Erde  als  Vaterland  angehören. 
Wir  begegnen  hier  den  Namen  Arago  (26.  Febr. ^786 — 2.  Oct.I8ö3),  Alex. 
V.  Humboldt  (14. Sept.  1769— I.Mai  1859),  Bouvard  (27.  Juni  1767— 7. Juni 
1843),  Schumacher  (3.  Sept.  1780— 28.Dec.  1850),  Gauss (30. April  1777 bis 
23.  Febr.  1855),  6  o  e  t  h  e  (28.  April  1749  —  22.  März  1832)  und  manchen  anderen 
kaum  minder  berühmten.  Sie  alle  treten  uns  in  ihren  persönlichen  Be- 
ziehungen zu  dem  ihnen  befreundeten  Verfasser  entgegen,  und  wie  kein 
Biograph  irgend  Eines  von  ihnen  das  Becht  hat,  künftig  diese  Notizen  zu 
vernachlässigen ,  so  werden  sie  in  hoffentlich  noch  weit  entfernter  S^eit  dazu 
dienen,  eine  Lebensgeschichte  von  Herrn  Quetelet  selbst  aus  den  ür- 
theilen  seiner  berühmtesten  Zeitgenossen  zusammenzustellen.  Referent  will 
nur  gleichsam  aufs  Gerathewobl  einige  von  den  spannenden  Anecdoten  wieder- 
erzählen ,  welcbe  in  diesem  reichen  Buche  zuerst  veröffentlicht  sind ;  viel- 
leicht dürften  folgende  Illustrationen  zu  dem  Charakter  Alexanders  von 
Humboldt  den  beabsichtigten  Zweck  erreichen,  die  Schreibweise  des  Verfas- 
sers an  dem  Inhalte  nach  besonders  interessanten  Stellen  kennen  zu  leinen : 
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„Arago  hatte  die  gnte  oder  schlimme  Gewolmheit ,  seine  Zuhörer  zu 
schriftlicher  MittheiluDg  etwaiger  Zweifel  anfzn fordern,  deren  Beantwor- 
tung er  in  der  folgenden  Vorlesung  zusagte.  Humboldt  war  gewöhnlich 
unter  den  Zuhörern.  Eines  Tages  nun ,  als  Arago  von  dem  Charakter  der 
▼erschiedenenKlimate  gesprochen  hatte  und  unser  Belgien  nicht  gerade  mit 
Lob  bedachte,  fiel  es  seinem  Freunde  ein,  brieflich  diesen  Behauptungen  zu 
begegnen,  aber  freilieh  mit  Beobachtung  der  nöthigen  Vorsicht,  um  nicht 
erkannt  zu  werden.  Ich  bin  aus  Belgien,  schrieb  er,  und  kann  Ihnen  die 
Versicherung  geben,  dass  Sie  mein  Vaterland  verleumdet  haben.  Wären 
Sie  besser  mit  den  in  Brüssel  angestellten  meteorologischen  Beobachtungen 
bekannt,  so  würden  Sie  sich  nicht  in  der  Weise  ausdrücken,  wie  Sie  es  ge- 
ihan  haben.  Das  belgische  Klima  ist  so  gut,  wie  das  von  Paris.  Ihr  ab- 
scheulicher Freund,  der  elende  Preusse,  macht  Ihnen  nur  solche  Albern- 
heiten vor Humboldt  lachte  von  Herzen,  während  er  mir  den  Inhalt 

seines  Briefes  in  Erinnerung  brachte.  Die  folgende  Vorlesung  eröffnete 
Arago  sichtlich  verstimmt,  dann  kam  der  Brief  an  die  Beihe.  Meine  Herren, 
sagte  er,  ich  war  weit  entfernt,  einen  so  unverschämten  Brief  zu  erwarten, 
wie  der,  den  ich  erhalten  habe,  unwürdige  Angriffe  gegen  meinen  besten 
Freund,  gegen  den  bedeutendsten  Mann  unserer  ganzen  Zeit!  •• .  Humboldt, 
auf  welchen  die  Blicke  des  Lehrers  wie  der  Zuhörer  sich  gerichtet  hatten, 
bemühte  sich ,  ihn  durch  Zeichen  zum  Schweigen  aufzufordern ;  aber  Arago, 
der  seine  Absicht  falsch  auslegte ,  spann  den  Gegenstand  nur  noch  weiter 
aus,  und  der  berühmte  Beriiner  Gelehrte,  welcher  vielleicht  nur  hatte  zeigen 
wollen,  zu  welchem  Missbrauche  die  übermässige  Gefälligkeit  seines  Freundes 
Veranlassung  geben  könne,  fing  an  zu  fOrchten,  dass  er  selbst  das  Maass 
überschritten  habe.*'  (S.  587.) 

i^Humboldt's  Unterhaltung  war  lebhaft  und  von  einer  ätzenden  Schärfe, 
welche  mitunter  bedenkliche  Verhältnisse  annahm;  sie  beängstigte  solche 
Personen,  die  ihn  nur  wenig  kannten.  Eines  Abends  in  einer  Gesellschaft 
erheiterte  er  alle  Anwesenden  durch  seine  witzigen  Beden,  insbesondere 
über  solche  Personen,  welche  eben  das  Zimmer  veriassen  hatten.  Eine 
junge  elegante  Dame  machte  sich  dadurch  bemerklich,  dass  sie  erst  die  Ab- 
sicht kund  gab,  sich  zurückzuziehen,  dann  blieb  und  ungeduldig  auf  dem 
Stuhle  hin-  und  herrückte.  Die  Hausfrau  erkundigte  sich  nach  dem  Grunde 
dieser  Aufregung.  Ach,  rief  die  Dame,  vor  dem  Herrn  gehe  ich  nicht  weg; 
ich  will  nicht,  dass  er  über  mich  soll  sprechen  können!  Arago  erzählte  mir 
diese  Anecdote  und  bemerkte  lachend,  dass  er  seinen  Freund  oftmals  mit 
der  Erinnerung  daran  geneckt  habe.  Uebrigens,  fügte  er  hinzu,  wenn  der 
einmal  im  Zuge  ist,  verschont  er  sich  so  wenig,  wie  Andere.  Es  ist  über- 
flüssig, hinzuzusetzen,  dass  seine  Witzworte  Nichts  weniger  als  boshaft  waren.*' 

Unsere  Leser  werden  wohl  aus  diesen  kleinen  Proben  schon  den  Wunsch 
schöpfen,  sich  selbst  näher  mit  dem  Werke  des  Herrn  Quetelet  bekannt  zu 
machen.  Cantob. 
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System  der  teoliniscli-maleriBohen  Perspective.  Von  Fb.Tilschbb,  ordent- 
licher Professor  der  descriptiven  Geometrie  am  polytechnischen 
Institute  zu  Prag.  Mit  einem  Atlas  von  18  Figurentafeln.  Prag, 
Tempsky.  3%  Thlr. 
Die  Perspective  lässt  sich  bekanntlich  auf  zweierlei  Weise  behandeln. 
Man  geht  nämlich  entweder  vom  Gmndriss  und  Anfriss  des  abzubildenden 
Objectes  aus,  construirt  die  perspectivlBchen  Projectionen  dieser  beiden 
Bisse  und  leitet  aus  den  erhaltenen  Projectionen  das  perspectivische  Bild 
des  Objectes  ab,  oder  man  hält  gleich  anfangs  die  perspectivische  Projec- 
tion  unabhängig  von  den  orthogonalen  Projectionen  und  bestimmt  jedes 
Grebild  durch  seine  eigenen  perspectivisehen  Elemente  (z.  B.  eine  Ebene 
durch  ihre  Fluchtlinie).  Die  letztere  Behandlungsweise  angeregt  zu  haben, 
ist  ein  Verdienst  von  Professor  Fiedler  (vergl.  Jahrg.  V.  dieser  Zeitschrift, 
8.  70  der  Literaturzeitung),  und  sowie  die  gewöhnliche  Projectionslehre,  die 
sich  nur  mit  begrenzten  Objecten  beschäftigt  (die  früher  sogenannte  Beiss« 
kunst)  durch  Monge's  descriptive  Geometrie  ihre  höhere  wissenschaft- 
liche Ausbildung  erlangt  hat,  so  dürfte  auch  die  ältere  Perspective  in 
Fiedler's  Theorie  der  Centralprojection  ihre  wissenschaftliche  Ergänzung 
gefunden  haben.  Es  war  zu  erwarten,  dass  der  Ausbau  der  Theorie  eine 
vortheilhafte  Bückwirkung  auf  das  Technische  der  Perspective  ausüben 
würde,  und  diese  Bückwirkung  ist  es  nun,  welche  in  dem  oben  genannten 
Werke  zu  Tage  kommt.  Dasselbe  enthält  nämlich  der  Hauptsache  nach 
die  praktische  Anwendung  und  Ausnutzung  der  Fi  edler' sehen  Theorie, 
welche  übrigens  nicht  schlechthin  vorausgesetzt,  sondern,  soweit  es  nöthig 
war,  in  das  Buch  selber  aufgenommen  ist.  Leider  muss  Beferent  sich  auf 
diese  allgemeine  Charakteristik  des  Werkes  beschränken,  weil  die  Details 
ohne  Figuren  meistens  unverständlich  bleiben  würden;  es  sei  nur  bemerkt, 
dass  der  Inhalt  ein  sehr  reicher  und  vielfach  interessanter  ist.  So  haben 
z.  B.  die  Untersuchungen  über  die  Transformationen  des  Projectionscen- 
trums,  der  Projectionsebene  und  der  Gebilde,  über  den  Zusammenhang 
zwischen  der  Axonometrie  und  der  Perspective,  über  Beleuchtung  und 
Spiegelung  etc.  den  Beferenten  sehr  angesprochen.  Die  Darstellung  ist 
durchaus  klar,  dürfte  aber,  wenigstens  norddeutscher  Sitte  gegenüber, 
etwas  zu  breit  gehalten  sein ;  aus  den  Figuren ,  die  bei  einem  derartigen 
Werke  eine  wesentliche  Bolle  spielen,  ersieht  man  die  graphische  Gewandt- 
heit des  Verfassers.  Sohlömilch. 
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Recensionen. 

Die  Geometrie  der  Lage.     Vorträge  von  Dr.  Theodor  Rete,  Privat- 
docent  und  Hilfslehrer  für  Mathematik  und  darstellende  Geometrie 
am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.    Erste  Ahtheilung. 
Mit  fünf  lithographirten  Figuren -Tafeln.    Hannover,  Carl  Rümp- 
1er.   1866. 
Seitdem  die  graphische  Statik  angefangen  hat,  unter  den  Ingenieur- 
wissenschaften eine  wichtige  Rolle  zu  spielen,  ist  auch  das  Studium  der 
Geometrie  der  Lage  an  den  polytechnischen  Schulen  ein  unahweisliches 
Bedürfniss  geworden.     Für  dasselbe  bildete  bisher  die  anerkannt  vortreff-* 
liehe  Arbeit,  welche  Herr  vonStaudt  in  seiner  „Geometrie  der  Lage' 
und  in  den  hierzu  erschienenen  „Beiträgen"  (vergl.  Jahrg.  ü.  S.  97  dieser 
Literaturzeitung)  geliefert  hat,  fast  die  einzige  Unterlage;  da  aber  dieses 
ausgezeichnete  Werk  Anfängern  meist  zu  schwer  verständlich  ist,  so  kann 
man  dem  Herrn  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  nur  dankbar  dafür  sein, 
dass  er  es  unternommen  hat,  durch  dieselbe  den  Studirenden  den  Eingang 
in  die  Wissenschaft  zu  erleichtem. 

Das  Buch  enthält  auf  146  Seiten  eine  Einleitung  und  vierzehn  Vor- 
träge. Es  lehnt  sich ,  wie  auch  in  der  Vorrede  angegeben  wird ,  grossen- 
theils  an  die  St  au  dt' sehe  Geometrie  an,  behandelt  den  Gegenstand  aber 
in  einer  dem  Anfänger  leichter  verständlichen  Weise,  berücksichtigt  auch 
die  metrischen  Beziehungen  und  fördert  das  schnelle  Verstehen  durch 
76  meist  sehr  gut  entworfene  Figuren,  welche  in  dem  Stau  dir*  sehen  Werke 
bekanntlich  ganz  fehlen. 

In  der  Einleitung  sucht  der  Herr  Verfasser  zunächst  das  Wesen  der 
Geometrie  der  Lage  zu  kennzeichnen ,  indem  er  den  Gegensatz  derselben 
zu  den  anderen  Zweigen  der  Geometrie  hervorhebt  und  eine  Reihe  von 
Sätzen  und  Aufgaben  vorläufig  anführt,  welche  mit  Geschick  so  gewählt 
sind,  dass  sie  zugleich  die  Lust  zum  Studium  erwecken. 

Der  erste  Vortrag  behandelt  „das  Projiciren  aus  Punkten 
und  Geraden;  das  Schneiden  durch  Ebenen  und  'Ge- 
rade;   die  sechs  Grundgebilde  der  neueren  Geometrie."     Es 
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werden  in  demselben  die  bekannten  Begriffe  für  Element  imd  Träger, 
Strahl;  Schnitt  nnd  Schein,  Projiciren,  gerades  Gebilde,  Strahlenbüschel, 
Ebenenbüschel  etc.  festgestellt;  zuletzt  wird  die  Eintheilnng  der  Grand- 
gebilde  in  drei  Stufen  angeführt. 

Im  zweiten  Vortrage  gelangen  die  unendlich  fernen  Elemente 
und  das  Beziehen  der  Grundgebilde  auf  einander  zur  Be- 
sprechung. Bei  dem  Streben  des  Herrn  Yeftfassers,  die  Auffassung  der 
Begriffe  dem  Anfönger  möglichst  zu  erleichtern,  hätte  wohl  auch  diejenige 
Erklärung  oder  Umschreibung  des  unendlich  fernen  Punktes  einer  Geraden 
Aufnahme  verdient,  bei  der  man  sich  zunächst  auf  einem  grössten  Kreise 
einer  Kugeloberfläche  einen  Punkt  P  und  den  ihm  gegenüberliegenden  P' 
denkt,  sodann  aber  den  Radius  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  wobei  P'  in 
Bezug  auf  P  zum  unendlich  fernen  Punkte  wird,  weil  er  einen  grösseren 
Abstand  von  Phat,  als  jeder  andere  noch  so  weit  entfernte  Punkt  des  in 
eine  Gerade  übergehenden  Kreises. 

Von  einigen  aus  der  Geometrie  des  Maasses  bekannten  reciproken 
Sätzen  ausgehend;  wird  im  dritten  Vortrage  das  Gesetz  der  Reci- 
procität  und  seine  Wichtigkeit  für  die  Geometrie  der  Lage  durch  viele 
Beispiele  hervorgehoben.  Sodann  folgen  die  Begriffe  für  das  einfache  und 
vollständige  ebene  n-Eck  und  n-Seit,  für  das  vollständige  n-Kant  und 
n-Seit  im  Strahlenbündel  etc.  mit  Beziehung  auf  das  Gesetz  der  Re- 
ciprocität.  Hier  hätte  vielleicht  auch  der  schöne  Euler'sche  Satz 
£-fF=:/ir+2  und  die  Bemerkung,  dass  die  Ausnahmen,  welche  derselbe 
erleidet,  nur  scheinbare  sind,  wenn  man  die  versteckten  Ecken, 
Kanten  und  Flächen  des  Polyeders  mitzählt,  wenigstens  anhangsweise  eine 
Erwähnung  verdient. 

Der  vierte  Vortrag  behandelt  das  Beziehen  vollständiger 
n-Ecke,  n-Seite  etc.  aufeinander  ungefähr  in  der  Weise,  in  welcher 
es  Herr  von  Staudt  im  siebenten  Paragraphen  seiner  oben  genannten 
Geometrie  thut  und  schliesst  daran  die  Begriffserklärungen  für  harmo- 
nische Punkte,  harmonische  Strahlen-  und  Ebenenbüschel. 
Die  Lösung  der  hergehörigen  Fundamentalaufgaben  und  die  Anführung 
der  nächsten  Folgesätze  schliesst  den  Vortrag.  Demselben  ist  ein  Anhang 
beigegeben,  in  welchem  die  an  harmonischen  Gebilden  geltenden  me- 
rischen  Beziehungen  Erwähnung  finden.  Es  wird  dabei  von  dem  Satze 
ausgegangen,  dass  zwei  Punkte  A  und  C  durch  den  Halbirungspunkt  B  der 
Strecke  AC  und  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  D  harmonbch  getrennt 
sind.  Dann  folgt  die  Herleitung  der  bekanntesten  metrischen  Beziehungen, 
die  sich  hieraus  ergeben  and  der  Anschluss  einiger  Aufgaben,  in  Bezug  auf 
welche  darauf  aufmerksam  gemacht  wird,  dass  sie  für  das  Feldmessen  nicht 
ganz  unwichtig  sind. 

Jm  fünften  Vortrage  gelangt  dieprojectivische  Verwandtschaft 
zwischen  einförmigen  Grundgebilden  zur  Besprechung.    Zunächst 
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wird  festgestellt,  was  unter  perspectiviscli  liegenden  Grandgebilden  zn  ver- 
stehen ist;  dann  werden  die  projectivischen  als  solche  definirt,  welche  so 
auf  einander  bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
wieder  vier  harmonische  des  anderen  entsprechen.  —  Bei  Angabe  der  für 
„projectivisch'^  bei  anderen  Schriftstellern  tlblichen  Ansdmcksweisen  nnd 
Zeichen  wäre  vielleicht  im  Interesse  der  Stndirenden  eine  etwas  grössere 
Vollständigkeit  und  Ausführlichkeit  wünschenswerth  gewesen« —  Einigen  Fol- 
gerungen wird  dann  der  Satz  „zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  die  schief 
in  einer  Ebene  liegen,  schneiden  einander  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung," 
so  wie  der  ihm  reciproke,  angereiht  und  bei  Begründung  desselben  zugleich 
der  Ausdruck  „projectivisch"  gerechtfertigt.  Die  Begriffe  für  einstimmige 
und  entgegengesetzte  Projectivität  bilden  den  Schluss.  Der  angefügte  An- 
hang giebt  eine  Herleitung  für  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses 
und  die  Beziehung  desselben  zur  harmonischen  Theilung.  Auf  die  ver- 
schiedenen Formen  aufmerksam  zu  machen ,  nach  welchen  das  Doppelver- 
hältniss  von  verschiedenen  Schriftstellern  gebildet  und  bezeichnet  wird, 
wäre  wohl  auch  hier  gut  gewesen. 

Die  Curven,  Büschel  und  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
bilden  den  Inhalt  des  sechsten  Vortrags,  in  welchem  zunächst  vorläufig  an- 
geführt wird;  dass  die  Kegelschnittslinien  mit  den  voriier  definirten  Curven 
zweiter  Ordnung  identisch  sind,  das  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  aber 
der  Inbegriff  von  sämmtlichen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ist.  Der 
Beweis  dafür  wird  später  geliefert.  Hierauf  folgt  die  Feststellung  dw  Be- 
griffe für  Kegelflächen  und  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  und  die  An- 
gabe des  Zusammenhanges  derselben  mit  den  Curven  und  Strahlenbüscheln. 
Sodann  beschränkt  sich  die  Untersuchung  zunächst  auf  die  Letzteren,  giebt 
die  Herleitung  der  wichtigsten  hierher  gehörigen  Sätze,  nainentlich  auch 
der  von  Pascal  und  Brianchon,  und  liefert  die  Lösung  der  einschlagen- 
den Aufgaben  über  die  Construction  von  Curven  und  Strahlenbüscheln 
zweiter  Ordnung  aus  einer  hinreichenden  Anzahl  gegebener  Elemente. 
Endlich  werden  noch  die  Begriffe  für  harmonische  Punkte  einer  Curve  und 
für  harmonische  Strahlen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  festgestellt. 

Indem  der  Herr  Verfasser  das  Fünfeck,  Viereck  und  Dreieck  aus  dem 
Sechseck  entstehen  lässt,  gelangt  er  im  siebenten  Vortrage  zu  den  bekann- 
ten Folgerungen  aus  den  Lehrsätzen  des  Pascal  und  des 
Brianchon  und  wendet  dieselben  zur  Lösung  der  hergehörigen  Aufgaben 
an.  Die  Eigenschaften  des  Sehnen-  und  Tangentenvierecks  werden  dann 
auch  noch  direct  abgeleitet  und  dass  sämmdiche  Tangenten  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung,  sämmtliche  Be- 
rührungspunkte eines  Büschels  zweiter  Ordnung  aber  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung bilden,  wird  auf  zweierlei  Art  bewiesen.  Dabei  ergiebt  sich  zugleich 
derjenige  Satz,  welchen  Chasles  seinem  Traitä  des  Seetions  coniques  an  die 
Spitze  gestellt  hat*     Hierauf  folgt  die  Angabe  der  Möglichkeit  der  Dmfor- 
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mnng  der  früher  abgeleiteten  Sätze,  nebst  einer  tbeilweisen  üebertragung 
derselben  anf  den  Ranm.  Mit  einer  Entwickelnng  der  Unterscheidangsmerk- 
male  für  Ellipse,  Parabel  nnd  Hyperbel  und  mit  einer  Feststellung  des 
Begriffes  der  Cylinderfläche  schliesst  dieser  Abschnitt. 

Im  Folgenden  bilden  die  Eigenschaften  des  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung eingeschriebenen  oder  umschriebenen  Vierecks  den  Ausgangspunkt  für 
die  Herleitung  der  Fundamentalsätze  über  PolundPolare.  Nachdem  der 
Zusammenhang  derselben  mit  der  Projectivität  dargethan  worden  ist,  reihen 
sich  die  Feststellung  des  Begriffes  der  conjugirten  Punkte  und  naheliegende 
Folgerungen  an.  Schliesslich  wird  daran  erinnert,  dass  die  für  Curven  zwei- 
ter Ordnung  angegebenen  Sätze  sich  auch  auf  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
übertragen  lassen. 

Der  neunte  Vortrag,  welchen  der  Herr  Verfasser  als  Anhang  betrachtet 
wissen  will,  enthält  besondere  Fälle  des  vorhergehenden  Allgemeinen  über  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  Curven  zweiter  Ordnung.  Es  finden  hier  die  bekannten 
Sätze  über  Durchmesser,  Sehnen,  As  jmptoten,  conjugirte  Durchmesser,  Axen, 
nebst  Lösung  der  zugehörigen  Aufgaben  ihren  Platz,  wobei  am  Ende  des  Ab- 
schnitts die  Gleichheit  derDoppelverhältnisse  als  Ausgangspunkt  benutzt  wird. 

Der  zehnte  Vortrag  ist  den  Regeischaaren  und  Regelflächen 
gewidmet;  er  enthält  die  Herleitung  ihrer  Entstehung,  wie  auch  einiger 
ihrer  Eigenschafken  und  lehnt  sieh  an  Punkt  115  der  Stand  tischen  Geome- 
trie der  Lage  an. 

Im  nächsten  Abschnitte  wird  die  projectivische  Verwandt- 
schaft zwischen  Elementargebilden  behandelt.  Derselbe  stützt 
sich  auf  Das,  was  Herr  von  Staudt  im  ersten  Paragraphen  seiner  „Bei- 
träge etc.**  darbietet  und  zeigt,  wie  das  Vorhergehende  auf  Elementar- 
gebilde Überträgen,  wie  es  erweitert  und  benutzt  werden  kann. 

Der  zwölfte  Vortrag  bespricht  die  involutorischen  Elementar- 
gebilde; er  entlehnt  den  Stoff  zum  Theil  aus  dem  sechszehnten  Para- 
graphen der  Stau  dt' sehen  Geometrie  und  aus  dem  vierten  der  mehrfach 
genannten  „Beiträge  etc.** 

Den  Inhalt  des  folgenden  Abschnittes  will  der  Herr  Verfasser  wieder 
als  Anhang  angesehen  haben.  Er  betrifft  die  metrischenRelationen 
involutorischer  Gebilde,  entwickelt  zunächst,  von  der  zwischen  drei 
Punktepaaren  A  und  A^ ,  B  und  B^ ,  C  und  C^  eines  involutorischen  geraden 
Gebildes  bestehenden  Beziehung  AA^  ^C^J^A^  AB^  C  ausgehend,  die  be- 
kannten Gleichungen 

AB,.BC,  .CA^^AC,.BA^.CB^, 
OA.OA^^OB.OB^, 

0A.0At^{0äfy=:{0Ny 

und  schliesst  daran  die  Ableitung  der  auf  Brennpunkte  der  Curven  zweiter 
Ordnung  bezüglichen  Sätze.  Bei  Gelegenheit  der  ersten  der  obigen  drei 
Gleichungen  hätte  wohl  der  von  Möbius  (Barycentrischer  Calcul  S.  2Ö8) 
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eingeftihrte  Begriff  des  DreieckBchnittverhlOtoiases  and  die  Beziehung  des- 
selben zur  Involution  eine  Erwähnung  verdient;  um  so  mehr,  als  ja  S.  55 
auch  der  Zusammenhang  des  Doppelverhältnisses  mit  der  harmonischen 
Theilung  angeführt  worden  ist. 

Der  letzte  Vortrag  behandelt  Aufgaben  zweiten  Grades  und 
stützt  sich  auf  den  dreiundzwanzigsten  Paragraphen  der  Staudt' sehen 
Geometrie. 

Aus  dieser  ausführlichen  Inhaltsangabe  ist  hinreichend  zu  ersehen, 
inwiefern  sich  die  vorliegende  Schrift  in  Bezug  auf  Auswahl  und  An- 
ordnung des  Stoffes  von  anderen  äbnlicher  Art,  namentlich  von  der 
S  t  a  u  d  t  *  sehen  unterscheidet. 

Was  die  Durchführung  des  Gegenstandes  anlangt,  so  muss  der 
Beferent  nach  einer  vollständigen ,  wenn  auch  etwas  flüchtigen  Durchsicht 
des  ganzen  Werkchens  zwar  gestehen,  dass  er  sich  nicht  überall  mit  dem 
Herrn  Verfasser  einverstanden  erklären  kann,  glaubt  aber  dennoch,  dasselbe 
sowohl  den  Studirenden,  als  auch  den  Lehrern  der  Wissenschaft  bestens 
empfehlen  zu  können. 

Die  äussere  Ausstattung  der  Schrift  ist  eine  vorzügliche;  der  Preis 
1  Thlr.  10  Ngr. 

Möge  der  Herr  Verfasser  recht  bald  die  versprochene  zweite  Abtheilung, 

wie  auch  die  in  Aussicht  gestellte  Sammlung  von  Constructionsaufgaben 

folgen  livs'sen.     Er  wird  dafür  gewiss  Dank  ernten. 

Dresden,  im  März  1867.  Dr.  Fuhbmann, 

Assifltent  a.  d.  poljt.  Schule. 

Die  graphische  Statik  von  K.  Oulmakn,  Professor  der  Ingenieurwissen- 
schaft am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.  Zürich,  bei 
Meyer  &  Zeller.  1866.  (Hierzu  Taf.  IV.  Fig.  16  und  17.) 

Schon  seit  lange  haben  sich  sowohl  Mathematiker  als  Ingenieure  zur 
geometrischen  Darstellung  der  auf  analytischem  Wege  gewonnenen  ^Be- 
sultate  gewandt,  wo  es  darauf  ankam,  die  erhaltenen  Gesetze  und  Be- 
ziehungen in  einer  einfachen  und  übersichtlichen  Weise,  so  zu  sagen  durch 
Verkörperung  derselben  für  das  Auge  sichtbar  darzustellen.  Die  geo- 
metrische Construction  diente  der  Analysis  blos  als  Reliefgeberin. 

In  einzelnen  Fällen  jedoch  nahm  sie  auch  eine  höhere  Stellung  ein. 
Wo  die  analytische  Entwickelung  auf  zur  Zeit  nicht  lösbare  Probleme  stiess, 
war  man  oft  noch  im  Stande,  freilich  mit  geringerer  Genauigkeit  und  Voll- 
ständigkeit eine  constructive  Lösung  der  Aufgabe  zu  finden. 

Schritt  die  Analysis  weiter  und  besiegte  die  sich  ihr  in  den  Weg  stellen- 
den Schwierigkeiten,  so  waren  doch  nicht  selten  die  erhaltenen  Besultate, 
sowie  die  Wege,  auf  denen  man  zu  letzteren  gelangte,  sehr  umständlich, 
so  dass  man  für  die  Anwendung  lieber  das  einfachere  constructive  Ver* 
fahren  beibehielt. 
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Dnrch  die  Ausbilduiig  der  neueren  Geometrie,  hanptsSehlich  dnrch  das 
Entstellen  der  Geometrie  der  Lage,  emancipirte  sich  die  ConstmctioD  in 
hobem  Grade  von  der  Analysis.  Als  selbstständiges  Ganze  war  es  ihr 
nicht  genng,  der  Analysis  als  Lückenbüsserin  zn  dienen.  Sie  fasste  die 
bei  den  verschiedenen  Aufgaben  gegebenen  Liniengebilde  selbst  als  Grund- 
lage auf  und  entwickelte  auf  eigenem  Wege  die  Lösung.  Natürlich  standen 
derartige  Lösungen  zu  Anfang  Mos  vereinzelt  da:  im  Gebiete  der  Baustatik 
waren  sie  sehr  selten.  Die  Geometrie  der  Lage,  als  ganz  neue  Wissen- 
schaft, war  noch  zu  wenig  ins  Leben  übergegangen,  um  auf  polytechnischen 
Schulen  obligatorisch  gelehrt  und  zum  Gemeingut  der  Ingenieure  gemacht 
zu  werden. 

Da  fasste  Herr  Prof.  Culmann  den  praktischen  Gedanken,  die  einer 
geometrischen  Behandlung  zugänglichen  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  des 
Ingenieurfaches  mit  Hilfe  der  neueren  Geometrie  zu  bearbeiten.  Der  Er- 
folg war  ein  aussergewöhnlicher.  In  kurzer  Zeit  bürgerte  sich  das  neue 
Bechnungsverfahren  auf  dem  Züricher  Polytechnikum  ein,  wo  die  Stu- 
direnden  mit  grosser  Lust  dasselbe  handhabten ,  da  dieses  Verfahren  zwei 
grosse  Vorzüge  hat:  erstens  gewährt  es  durch  seine  aussordentliche  An- 
schaulichkeit eine  Erleichterung  sowohl  für  das  Verständniss ,  als  auch  für 
die  Einprägung  im  Gedächtnisse;  zweitens  ermüdet  es  bedeutend  weniger, 
als  das  gewöhnliche  Bechnen  mit  Buchstaben  oder  Zahlen.  Beferent  hat 
oft  selbst  Gelegenheit  gehabt,  sich  von  letzterem  Vorzuge  zu  überzeugen 
und  musste  dabei  unwillkürlich  an  die  ähnliche  Eigenschaft  einer  Bechen- 
maschine  denken. 

Doch  haben  die  graphischen  Bechnungsmethoden  einen  gewaltigen 
Unterschied  gegen  die  Bechenmaschinen :  man  wird  eben  dabei  nichts 
weniger,  als  zur  Maschine.  Im  G^gentheil  liegt  der  mathemstbche  Zu- 
sammenhang sämmtlicher  Bechnungsprocesse  in  der  gezeichneten  Figur 
stets  klar  vor  Augen  und  das  ist  es  vielleicht  gerade,  was  dem  rechnenden 
Geiste  eine  Erleichterung  verschafft. 

In  dem  vorliegenden,  sehr  schön  ausgestatteten  Werke  giebt  der  Ver- 
fasser das  von  ihm  bis  jetzt  verarbeitete  Material  als  ein  wissenschaftlich 
geordnetes  Ganze.  Die  specielle  Besprechung  der  einzelnen  Abschnitte 
wird  den  Inhalt  am  deutlichsten  wiedergeben. 

Nachdem  zunächst  der  Sinn  der  algebraischen  Operation  mit  Linien 
erläutert  worden,*  werden  dieselben  auch  auf  Flächen  und  Körper  aus- 
gedehnt, zu  welchem  Zwecke  jedoch  letztere  Gebilde  mittelst  Beduction  auf 
eine  bestimmte  lineare  Basis  in  proportionale  Linien  umgewandelt  werden 
müssen.  Als  hübsche  Anwendungen  findet  man  die  Construction  einer 
Flächentafel  für  Auf-  und  Abtragprofile  bei  Strassen  und  Eisenbahnen  för 
verschiedene  Böschungen  und  Geländeneigungen,  die  Theorie  des  Plani- 
meters  und  das  Massennivellement  ftir  in  einer  Bahnstrecke  vorkommende 
Auf-  und  Abträge. 
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Den  ganzen  ersten  Abschnitt  fasst  der  Verfasser  nnter  dem  Namen 
^^graphisches  Bechnen^'  zusammen  und  meint  mit  Becht,  dass  derselbe  noch 
bedeutend  und  in  dankbarer  Weise  ausgedehnt  werden  kann.  Jedenfalls 
dürfte  die  Geodäsie  manchen  Nutzen  durch  Einschlagen  des  hier  angegebe- 
nen Weges  ziehen ,  wie  dies  auch  zum  Theil  schon  geschehen  ist.  (Ver- 
gleiche z.  6.  Rankine^  a  Manual  of  Civil  Engineering,  fem  er  den  Aufsatz 
des  Prof.  Müller  in  Grunert's  Archiv  für  Mathematik.  1866.) 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Hauptaufgaben  der  reinen  Statik. 
Bei  der  graphischen  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  auf  einen  Punkt 
oder  in  einer  Ebene  wirken,  wird  zunächst  der  Begriff  des  die  Bichtung 
und  Lage  der  Kräfte  repräseotirenden  Beilpolygons  und  des  die  Bich- 
tung und  Grösse  der  Kräfte  darstellenden  Kraftpolygons  festgestellt 
und  dann  mittelst  eines  einfachen  Gedankenganges  der  wichtige  Satz  ge- 
funden: dass  diese  Polygone  aufeinander  reciprok  bezogen 
werden  können,  wenn  alle  Kräfte  des  Seilpolygons  durch 
einen  (auch  den  unendlich  entfernten.)  Punkt  gehen.  Als 
Consequenz  folgt,  dass,  wenn  in  diesem  Falle  das  eine  der  Polygone  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  um-  oder  einbeschrieben  ist ,  das  andere  derselben 
einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein-  oder  umbeschrieben  ist.  Da  dieser  Satz 
als  Grundlage  für  viele  der  später  gegebenen  graphischen  Lösungen  dient, 
so  wird  derselbe  noch  besonders  filr  die  speciellen  Fälle,  wenn  der  Pol  des 
einen  Polygons  im  Mittelpunkte  oder  auf  der  Peripherie  der  Curve,  im 
Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegt,  besprochen. 

Es  folgen  dann  die  Erläuterungen  Über  die  graphische  Bezeichnung  und 
die  Zusammensetzung  von  endlichen  und  unendlich  fernen,  parallelen  und 
nicht  parallelen  Kräften  in  der  Ebene  und  im  Baume,  wobei  letztere  mit- 
telst Projection  auf  zwei  ebene  Kraftsysteme  zurückgeführt  werden. 

Für  die  Anwendung  sind  dem  Ingenieur  die  Kräfte  in  einer  Ebene, 
hauptsächlich  die  parallelen  Kräfte  von  Wichtigkeit  und  es  werden  daher 
diese  noch  speciell  für  den  Fall  eines  belasteten  Balkens  betrachtet.  Die 
graphischen  Methoden  führen  hierbei  schnell  zu  den  bekannten  Sätzen  über 
die  Abhängigkeit  zwischen  Biegungsmoment  und  Scheerkraft,  sowie  zu 
einem  bequemen  und  oft  langweilige  Bechnungen  ersparenden  Mittel,  um 
die  ungünstigste  Stellung  eines  Locomotivzuges  auf  Balken  von  verschie- 
dener Spannweite  zu  finden. 

Nachdem ,  an  die  parallelen  Kräfte  im  Allgemeinen  anschliessend ,  die 
graphische  Bestimmung  des  Schwerpunktes  sowohl  für  die  am  häufigsten 
vorkommenden  ebenen  Figuren ,  als  auch  für  Körper  gegeben  worden ,  geht 
der  Verfasser  zur  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten  über  und  entwickelt, 
die  graphischeBedeutung  derselben  hauptsächlich  im  Auge  behaltend,  die  be- 
kannten Sätze  über  das  Trägheitsellipsoid,  speciell  das  CentraleUipsoid.  Alsbe* 
sonders  fruchtbringend  erscheint  die  Untersuchung  des  speciellen  Falles  eines 
Systems  vonparallelen  Kräften,  von  denen  jede  einzelne  Kraft  ihrer  in  belle- 
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biger  Richtung  gemessenen  Entfernung  von  einer  Ebene  £,  multiplicirt  mit 
einer  Constanten  P  (die  auch  negativ  sein  kann)  gleich  ist.  Es  stellt  sich 
nämlich  heraus,  dass,  wenn  man  die  Constanten  wie  Kräfte  behandelt,  ihren 
Schwerpunkt  und  ihr  Centralellipsoid  bestimmt,  dann  die  Intensität  der 
Mittelkraft  dieses  Systems  gleich  der  Summe  aller  Constanten  P  multiplicirt 
mit  der  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  von  der  Ebene  E  ist  und  ihr  An- 
griffspunkt im  Polarsystem,  dessen  Ordnungsfläche  das  Centralellipsoid  ist, 
den  Pol  der  bezüglich  des  Schwerpunktes  symmetrisch  zu  E  gelegenen 
Ebene  bildet.  Denkt  man  sich  daher  die  Ebene  E  nicht  mehr  fest,  sondern 
veränderlich,  so  verändert  sich  auch  der  Angriffspunkt  der  Besnltante  der 
Kräfte  nach  den  Gesetzen  der  reciproken  Verwandschaft,  dessen  Ordnungs- 
fläche das  Centralellipsoid  ist,  indem  der  Angriffspunkt  immer  der  Pol  der 
zu  E  symmetrischen  Ebene  bleibt.  Beschreibt  daher  die  Ebene  E  irgend 
einen  Körper,  von  dem  sie  ausgeschlossen  bleibt,  so  beschreibt  der  An- 
griffspunkt der  Mittel  kraft  irgend  einen  Kern,  in  dem  er  bleibt.  In  einer 
Ebene  angewendet,  wird  natürlich  die  neutrale  Ebene  E  zur  neutralen  Axe 
und  der  Kern  eines  Körpers  zum  Kern  einer  ebenen  Figur,  z.  B.  eines 
Querschnittes. 

Den  Schluss  des  Abschnittes  bilden  die  Constructionen  zur  Bestim- 
mung der  Centralellipsen ,  Centralellipsoide  und  Kerne  für  die  gebräuch- 
lichsten Querschnitte  und  für  einige  Körper.  Als  Beispiele  für  zusammen- 
gesetzte Querschnitte  werden  ein  Schienen-  und  ein  Winkeleisenprofil  be- 
handelt. 

Den  hier  auseinandergesetzten  geometrischen  Zusammenhang  zwischen 
der  neutralen  Ebene  E  und  dem  Kerne  findet  man  bei  einigen  Schrift- 
stellern analytisch ,  jedoch  blos  für  den  speciellen  Fall  einer  ebenen  Figur, 
entwickelt.  Nirgends  ist  dieser  Zusammenhang  so  allgemein  und  der  Aus- 
beutung durch  die  Geometrie  der  Lage  so  entsprechend  behandelt  worden 
wie  in  dem  vorliegenden  Werke. 

Der  dritte  Abschnitt  befasst  sich  mit  dem  Gleichgewichte  der  an  einem 
Balkenquerschnitte  wirkenden  inneren  und  äusseren  Kräfte.  Von  der  ge- 
wöhnlichen Anschauung  der  nach  dem  Biegen  noch  eben  bleibenden  Balken- 
querschnitte ausgehend,  wird  der  Begriff  der  neutralen  Axe  als  derjenigen 
Linie  festgestellt,  in  der  weder  Pressungen,  noch  Spannungen  parallel 
zur  Axe  des  Balkens  stattfinden.  Die  als  gegeben  vorauszusetzenden 
äusseren  Kräfte  kann  man  in  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  betrachteten 
Balkenquerschnittes  gehende  Kraft  und  ein  Kräftepaar  umsetzen.  Die 
erste  Kraft  wird  in  eine  Seitenkraft  Q  nach  der  Richtung  der  Balkenaxe 
und  in  eine  senkrecht  darauf  stehende  Scheerkraft  P  zerlegt.  Das  Kräfle- 
paar  ferner  spaltet  sich  in  drei  Kräftepaare  $,Q,£,  von  denen  die  Axe  der 
$  senkrecht  auf  PQ  steht  und  die  Axen  der  beiden  anderen  O  und  %  mit  P 
und  0  zusammenfallen.  An  die  früher  erläuterten  Begriffe  und  Con- 
structionen anschliessend ,  werden  die  Inanspruchnahmen  des  Balkenquer- 
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Schnittes  durch  diese  sowohl  einzeln,  als  auch  (mit  Ausnahme  des  Torsions- 
kräftepaares  %)  in  Combinationen  wirkenden  Kräfte  und  Momente  unter- 
sucht und  die  Gesetze  derselben  in  neue  geometrische  Gewänder  gekleidet, 
wodurch  bei  der  Construction  der  ersteren  eine  sehr  grosse  Anschaulich- 
keit erzielt  wird. 

Als  Beispiele  folgen  die  graphischen  Darstellungen  der  Kräfte  im 
Innern  einer  Eisenbahnschiene,  sowie  derer  eines  geraden  Balkens  unter 
verschiedenartigen  Verbältnissen  und  endlich  der  Inanspruchnahmen  von 
kräh  neuartigen  Constructionen. 

Im  vierten  Abschnitte  findet  man  die  Betrachtungen  über  den  con- 
tinuirlichen  Balken.  Da  bekanntlich  alle  hierher  gehörenden  Aufgaben 
gewöhnlich  nur  mit  Zuhilfenahme  der  Theorie  der  elastischen  Linie  gelöst 
werden,  die  Krümmungshalbmesser  des  gebogenen  Balkens  jedoch,  denen 
die  Biegungsmomente  der  äusseren  Kräfte  proportional  gesetzt  werden ,  so 
gross  sind ,  dass  ihre  Construction  unmöglich  ist ,  so  muss  die  graphische 
Statik  von  letzterer  so  lange  absehen ,  als  es  nicht  gelungen  ist ,  die  Ein- 
biegungen des  Balkens  mittelst  eines  einfachen  Verfahrens  in  der  Art  pro- 
jectivisch  zu  verzerren,  dass  die  Krümmungshalbmesser  messbar  werden. 

In  dieser  Beziehung  ist  eine  kurze  Notiz  erwähnenswerth ,  die  sich  in 
Prof.  Rankine's  Applied  Mechanics  findet.  Es  heisst  dort:  „Man  nelime 
eine  Anzahl  von  aequidistanten  Punkten  des  Balkens  an,  verkleinere  deren 
Krümmungshalbmesser  in  einem  beliebigen  Verhältnisse  und  zeichne  eine 
Curve,  bestehend  aus  kleinen  Kreisbögen  mit  den  verkürzten  Radien. 
Mit  grosser  Annäherung  werden  dann  die  Ordinaten  der  verzerrten  Curve 
in  demselben  Verhältnisse  gegen  die  Ordinaten  der  wirklichen  gebogenen 
Axe  übertrieben  sein.^*  Ein  Beweis  dieses  Satzes  ist  nicht  gegeben,  doch 
lässt  sich  derselbe  leicht  führen.  Heisst  für  irgend  eine  sehr  flache 
Curve  die  Gleichung  y=^f{x\  so  kann  man  den  Krümmungshalbmesser 

Q^s—-  setzen.     Sollen  die  Ordinaten  y^  der  verzerrten  Curve  das  m fache 

der  ursprünglichen  Ordinaten  für  dieselbe  Abscisse  betragen,  so  muss 
y^=my  sein.  Dann  wird  aber  der  Krümmungshalbmesser  der  verzerrten 
Curve,  weil  nunmehr 

dx         dx  da^        dx* 

**  -     eTy 

oder,  wenn  die  verzerrte  Curve  auch  noch  ziemlich  flach  gehalten  wird, 

annähernd : 

da^        1 
Qt  =  — Si-  =  ""  P« 
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Herr  Prof.  Cnlmann  sieht,  wie  schon  erwähnt,  von  der  Constraction 
ab  nnd  löst,  nach  dem  Vorgange  Olapeyron^s  die  Momente  über  den 
Pfeilern  als  Unbekannte  ansehend ,  die  Aufgabe  auf  algebraischem  Wege. 
Zn  diesem  Zwecke  wird  zunächst  für  den  Fall  eines  continuirlichen ,  mit 
beliebigen  Lasten  bedeckten  und  mit  beliebig  staffeiförmig  veränderlichem 
Querschnitte  versehenen  Balken  die  Beziehung  zwischen  den  Biegungs- 
momenten der  äusseren  Kräfte  und  der  Form  des  Balkens  auf  der  Strecke 
vom  f  —  l*«n  bis  zum  i+l*®°  Pfeiler  aufgestellt,  eine  Beziehung,  in  welcher 
die  Pfeilermomente  ^,-1,  ^,und  ^,-j_i  als  Unbekannte  auftreten. 

Durch  consequente  Anwendung  dieser  Gleichung  für  eine  Gruppe 
von  n  (nicht  nothwendiger  Weise  gleichen)  Oe£fiiungen  erhält  man 
n—l  Gleichungen  mit  eben  so  viel  Unbekannten ,  da  die  Momente  $0  und 
$n  über  den  Widerlagern  entweder  =0  oder  bekannt  sind,  wie  es  z.  B.  der 
Fall  wäre,  wenn  der  Balken  ein  Stück  über  die  Widerlager  vorstände. 
Aus  jenem  System  von  n  Gleichungen  wird  nun  mit  Zuhilfenahme  von 
Determinanten  ein  allgemeiner  Ausdruck  für  ein  beliebiges  Pfeilermoment 
$,*  gefunden,  wodurch  die  Hauptaufgabe  gelöst  ist,  da,  sobald  die  Pfeiler- 
momente  bekannt  sind,  man  auf  graphischem  Wege  schnell  und  leicht  zu 
allen  am  Balken  wirkenden  Kräften  gelangt.  Als  specielle  Beispiele  wird 
die  angedeutete  analytische  Untersuchung  für  einen  continuirlichen  Balken 
mit  constantem,  dann  mit  staff eiförmigem  Querschnitte  und  endlich  für 
einen  über  mehrere  gleichweite  Oeffnungen  gestreckten  und  innerhalb  jeder 
gleich  und  symmetrisch  gebauten  continuirlichen  Balken  ausgedehnt. 

Es  muss  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  die  hier  gegebene 
Lösung  des  Problems  eines  continuirlichen  Balkens  sich  durch  grosse  All- 
gemeinheit auszeichnet,  da  selbst  Herr  Bresse  in  dem  dritten  Theile  seiner 
Mecanique  appliquee^  wo  er  dasselbe  Probleno  aufs  Ausführlichste  behandrit, 
sich  noch  durch  die  Bedingung  eines  durchaus  constanten  Balkenquer- 
schnittes bindet  und  dann  die  Querschnitte  des  zu  construirenden  Balkens 
proportional  den  Biegungsmomenten  der  angebrachten  Kräfte  macht. 

Uebrigens  scheint  es,  dass  Herr  Prof.  Culmann  zu  der  Zeit,  als  er 
seine  Untersuchungen  niederschrieb,  den  im  Jahre  1865  herausgekommenen 
dritten  Theil  von  Bresse 's  Micanique  noch  nicht  zu  Gesicht  bekommen 
hatte,  da  er  sonst  jedenfalls  nicht  die  Bemerkung,  dass  Bresse  sich  blos 
auf  Balken  von  gleichweiten  Oeffnungen  mit  gleichförmiger  Belastung  pro 
Oeffnung  beschränke,  gemacht  haben  würde.  Diese  Bemerkung  trifft  blos 
für  die  im  ersten  Theile  enthaltenen  älteren  Untersuchungen  von  Bresse 
zu.  Dagegen  weist  Letzterer  in  neuerer  Zeit  analytisch  auch  alle  die- 
jenigen Resultate  über  die  Wirkung  einer  verschiebbaren  Einzellast  auf 
einem  continuirlichen  Balken  über  beliebige  Oeffnungen  nach,  die  Herr 
Prof.  Culmann  in  seiner  graphischen  Statik,  freilich  auf  einem  anderen, 
blos  auf  Anschauung  gegründeten  Wege  findet. 
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Durch  diese  Vornntersacliang  erledigt  sieb  auch  die  Frage  über  die 
ungünstigste  Belastung  eines  continuirlichen  Balkens,  da  die  Wirkung  ver- 
tbeilter  Lasten  als  die  Summe  der  Wirkungen  von  Einzeliasten  aufgefasst 
werden  kann  und  hierdurch  reducirt  sich  auch  die  praktische  Entwickelung 
der  Kräftepläne  für  verschiedene  continuirlicbe  Balken  blos  auf  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Belastungsmodalitäten. 

Solcher  Kräftepläne  werden  drei  gegeben:  für  einen  continuirlichen 
Balken  constanten  Querschnitts  über  vier  Oeffnungen ,  für  einen  ungleich- 
förmig belasteten  Balken  über  fünf  Oeffnungen  und  endlich ,  um  zu  unter- 
suchen, wie  die  an  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens  wirkenden  Kräfte 
modificirt  werden,  wenn  man  den  Querschnitt  nicht  constant  nimmt,  für 
einen  ungleichförmig  belasteten  Balken  über  fünf  Oeffnungen  bei  veränder- 
lichem Querschnitte. 

Es  stellt  sich  hierbei  heraus,  dass  das  Moment  über  den  Pfeilern  ent- 
schieden eine  Yergrösserung,  das  in  der  Mitte  der  Oeffnung  ebenso  eine 
Verminderung  erleidet.  In  dem  gegebenen  Beispiele  erreichen  die  Aende- 
rungen  ^/jo  der  Totalkräfte,  welche  an  den  Streckbäumen  wirken. 

Mit  Recht  macht  nach  diesem  Resultate  der  Verfasser  darauf  aufmerk- 
sam, wie  allgemein  die  Aufgaben  der  graphischen  Statik  gestellt  werden 
können.  ' 

Während  jedoch  bei  der  Untersuchung  des  continuirlichen  Balkens 
die  graphischen  Rechnungsmethoden  erst  nach  der  Bestimmung  gewisser 
Data  durch  die  gewönliche  analytische  Behandlung  angewendet  werden 
konnten,  findet  die  graphische  Statik  im  fünften  Abschnitt  bei  der  Berech- 
nung von  Fach  werksträgem  über  eine  Oefihung  ein  Feld,  auf  dem  sie  ganz 
selbstständig  auftreten  kann.  Bei  continuirlichen  Fachwerkträgern  über 
mehrere  Oeffnungen  würde  freilich  der  oben  erwähnte  üebelstand  sich 
wiederholen.  Da  man  jedoch  in  neuerer  Zeit  von  der  Anwendung  conti- 
nuirlicher  Brückenträger  wegen  der  Unsicherheit  in  der  auszuführenden 
Höhenlage  der  Stützpunkte  oft  abgesehen  hat,  scrist  derselbe  von  geringer 
praktischer  Bedeutung.  Ebenso  werden ,  angemessen  den  Ansichten  der 
neueren  Brückenconstructeure,  die  engmaschigen  Gitterbrücken,  bei  denen 
die  Vertheilung  der  Kräfte  im  Querschnitte  theoretisch  nicht  genau  fest- 
gestellt ist,  nicht  specieller  durchgeführt,  sondern  blos  diejenigen  Fach- 
werke untersucht,  bei  denen  die  äusseren  Kräfte  in  jedem  Schnitt  durch 
nicht  mehr  als  drei  Constructionselemente  aufgehoben  werden,  eine  Kräfte- 
zerlegung, die  blos  auf  eine  einzige  Art  stattfinden  kann  und  hierdurch  die 
Umgehung  jeder  Zweideutigkeit  erlaubt. 

Bei  der  Aufsuchung  der  ungünstigsten  Belastung  des  Fachwerks  wird 
dieselbe  als  von  einzelnen  in  den  Knotenpunkten  aufgegebenen  Lasten  her 
rührend  betrachtet.     Während  jedoch  andere  Schriftsteller  hierbei  sich  die 
Annäherung  erlauben,  jeden  Knotenpunkt  entweder  ganz  voll  oder  gar  nicht 
belastet  anzunehmen,  berücksichtigt  Prof.  Culmann  den,  dem  allmäligen 
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Fortschreiten  eines  Eisenbahnznges  auf  einer  Brücke  mehr  sich  an- 
schliessenden Fall,  wo  der  erste  von  den  nnter  dem  Zage  befindlichen 
Knotenpunkten  blos  partiell  belastet  ist,  wie  dies  z.  B.  geschieht,  wenn  das 
Yordete  Bad  des  Locomotiys  zwischen  zwei  Querträgern  sich  befindet. 
Hierdurch  wird  natürlich  die  ungünstigste  Stellung  des  Zuges  in  Beziehung 
auf  die  verschiedenen  Constructionstheile  schärfer  bestimmt,  ohne  gerade 
in  die  graphische  Berechnung  des  Fachwerkträgers  erschwerende  Compli- 
cationen  hereinzubringen. 

Zunächst  wird  der  Kräfleplan  eines  Fach  werks  der  allgemeinsten  Form 
constmirt,  dann  folgen,  als  specielle Beispiele,  das  Fachwerk  mit  parallelen 
Streckbäumen  und  ein  Paar  einfache  Hängewerke.  Nach  diesen,  der 
Pauli 'sehe  Träger,  bei  welchem  der  Verfasser  ausführlich  verweilt,  um 
theils  die  falschen  Anschauungen,  die  man  über  diese  Construction  oft 
findet,  zu  widerlegen,  theils,  um  den  wahren  Motiven  nachzuforschen, 
denen  dieselbe  entsprungen  ist.  Nicht  im  Materialersparniss  sind  die 
hauptsächlichsten  Vorzüge  der  Pauli'schen  Träger  zu  suchen,  sondern  in 
dem  Umstände,  dass 

1)  durch  das  Aufhängen  des  Balkens  in  der  neutralen  horizontalen 
Axe  die  Erschütterungen,  die  dadurch  entstehen,  dass  infolge  der  über  die 
Brücke  gehenden  Lasten  diese  ihre  Längen  ändert,  aufgehoben  werden; 

2)  infolge  der  Construction  die  Streckbäume  einen  constanten  Quer- 
schnitt erhalten  können ; 

3)  ebenfalls  infolge  der  Construction  ein  Minimum  des  Verzerrens  der 
einzelnen  Fächer,  aus  denen  der  Balken  besteht,  erreicht  wird. 

Auch  wird  Herr  von  Pauli  als  der  Erste  genannt,  der  es  gewagt  hat, 
durch  vollendete  Ausführung  der  einzelnen  Theile,  infolge  deren  man  über- 
zeugt sein  kann ,  dass  kein  Tbeil  stärker,  als  berechnet  in  Anspruch  ge- 
nommen sei  und  durch  sorgfältige  Prüfung  des  zu  verwendenden  Materials  den 
Materialaufwand  und  die  Kosten  des  Trägers  auf  ein  Minimum  zu  reduciren. 

Schliesslich  wird  die  graphische  Berechnungsmethode  an  einem  Pauli- 
schen Träger  von  50  Meter  Spannweite  gezeigt. 

Jedenfalls  findet  man  an  dieser  Stelle  das  Gründlichste ,  was  bis  jetzt 
zur  Charakterisirung  des  Pauli 'sehen  Trägers  veröffentlicht  worden  ist, 
und  empfehlen  wir  daher  das  Lesen  dieser  Abhandlung  um  so  mehr,  als  hier- 
bei mit  grosser  Sachkenntniss  Punkte  berührt  werden ,  die  für  die  Theorie 
der  Fachwerkträger  von  allgemeinem  Interesse  sind. 

Am  Ende  des  fünften  Abschnitts  wird  die  graphische  Berechnung  der 
gebräuchlichsten  Dachstuhlconstructionen  gegeben. 

In  dem  sechsten  Abschnitte  bildet  für  die  Theorie  der  Gewölbe  die 
sogenannte  Drucklinie  die  Hauptgrundlage.  Man  vermeidet  das  Gleiten 
der  Steine  durch  die  Construction ,  durch  die  Fugenstellung,  ein  Kanten 
findet  dagegen  blos  dann  nicht  statt,  wenn  die  Drucklinie  keine  von  den 
Fugenflächen  ausserhalb  ihres  Centralkernes  schneidet,  weil  blos  in  diesem 
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Falle  die  neutrale  Axe  vom  Querschnitte  ausgeschlossen  bleibt  and  dem- 
nach noch  die  ganze  Fläche  Druck  erleidet.  Hierbei  ist  freilich  für  die 
Druckvertheilung  das  oft  gebrauchte  Gesetz  angenommen ,  dass  die  Inten- 
sität des  Druckes  auf  jedes  Fugenflächenelement  proportional  dem  Ab- 
stände dieses  letzteren  von  einer  zu  ^en  Erzeugenden  des  Gewölbes 
parallel  liegenden  neutralen  Axe  ist.  Dieses  Gesetz  zu  beweisen,  ist  bis 
jetzt  weder  den  Mathematikern  analytisch,  noch  den  Physikern  experi- 
mentell gelungen  und  man  muss  es  daher  als  Hypothese  ansehen. 

Nimmt  man  jedoch  dieselbe  als  richtig  an,  so  muss  man  auch  das 
Criterium  zugeben,  welches  von  den  vielen  im  Gewölbe  möglichen  Druck- 
linien die  wirkliche  Drucklinie  unterscheidet.  Dasselbe  ist  von  Herrn 
B^langer  aufgestellt,  von  Herrn  Vine  schon  im  Jahre  1836  benutzt  und 
vom  Herrn  Prof.  Culmann  wie  folgt  ausgesprochen:  „Von  allen  Druck- 
linien, welche  eingezeichnet  werden  können,  ist  diejenige  die  wirkliche 
Drucklinie  des  Gewölbes,  welche  sich  der  Axe  desselben  in  der  Art  am 
meisten  nähert,  dass  der  Druck  in  den  am  stärksten  comprimirten  Fugen- 
kanten ein  Minimum  ist.'^  Die  Beweise  dieses  Satzes  sind  mehr  meta- 
physisch gehalten. 

Es  ist  nicht  zu  verkennen ,  dass  diese  Theorie ,  wie  jede  der  bis  jetzt 
existirenden  Gewölbetheorien,  blos  für  gewisse  ideale  Voraussetzungen  der 
Praxis,  als  dasind:  vollständige  Homogenität  des  Materials,  absolut  glatte 
Fugenflächen,  genaues  Einpassen  des  Schlusssteines  u.  s.  w.,  sowie  bei 
Vernachlässigung  des  Bindens  durch  Mörtel  gilt,  und  insofern  ihre  Ergeb- 
nisse blos  als  approximative  Werthe  zu  betrachten  sind;  sie  bietet  jedoch  den 
anderen  Annahmen  gegenüber  die  naturgemässe  Consequenz ,  dass  man  fdr 
gleichbelastete  stärkere  Gewölbe  einen  kleineren  Maximalfugendruck  als 
fdr  das  gleichbelastete  schwächere  Gewölbe  erhält. 

Nachdem  der  zuerst  von  Moseley  hervorgehobene  unterschied 
zwischen  Sttitzlinie  und  Drucklinie  berührt  und  die  Grösse  ihrer  Abweichung 
von  einander  beleuchtet  worden,  folgen  die  graphischen  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Belastungscurven  für  eine  gegebene  Drucklinie  und  um- 
gekehrt der  Drucklinie  bei  vorgeschriebener  Form ,  sowie  Belastung  des 
Gewölbes,  durch  welche  letztere  Linie  die  Dimensionen  sowohl  des  Ge- 
wölbes, als  auch  des  Widerlagers  bestimmt  werden.  Bei  der  Verzeichnung 
der  Druck-  und  Stützlinien  in  den  Gewölben  wird  jedoch  der  oben  aus- 
gesprochene Satz  von  dem  minimum  maximorum  des  Elementard rucks  nicht 
in  seiner  vollen  Strenge  durchgeführt,  sondern  man  begnügt  sich,  wenn 
man  eine  Drucklinie  in  das  Gewölbe  einzeichnen  kann,  deren  Seiten  die 
entsprechenden  Fugenflächen  innerhalb  des  Centralkernes  schneiden ,  weil 
man  dann  annehmen  kann,  dass  es  eine  no  ch  günstigere  Linie  giebt. 

um  die  Drücke  zu  bestimmen,  welche  ein  unter  einem  nicht  ge- 
schlossenen Gewölbe  befindliches  Lehrgerüst  erleidet,  werden  die  einzel- 
nen Gewölbschichten  in  Beziehung  auf  ihr  Bestreben  zu  kanten  unter- 


34  Litei^atorzeitoflg. 

sucht  und  auf  rein  graphischem  Wege  interessante  Resultate  erzielt,  die 
freilich  mehr  theoretischer  Natur  sind  und  in  der  Praxis  durch  mannichfal- 
tige,  im  Werke  seihst  angegebene  Ursachen  bedeutend  modiücirt  werden- 
Unter  der  Annahme  eines  sehr  kleinen  Eeibungs winkeis  und  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  belastenden  Gewölbscbichten  die  obersten  sind, 
werden  dann  als  Beispiele  die  Kräftepläne  ftir  einige  Lehrgerüste  gegeben. 

Bei  der  Theorie  der  eisernen  Bögen  fasst  Herr  Prof.  Culmann  die- 
selben nicht  mit  Na  vier  als  elastische  gebogene  Stäbe  auf,  sondern 
wendet  auf  die  Bögen  die  schon  bei  den  Gewölben  gestellte  Constructions- 
bedingung  an,  dass  die  Drucklinie  der  einwirkenden  äusseren  Kräfte  lo 
jedem  Querschnitte  nicht  aus  dem  entsprechenden  Centralkerne  heraus- 
trete. Die  Biegungen  und  Form  Veränderungen  des  Bogens  werden  dann 
so  gering  sein,  dass  die  von  ihnen  herrührenden  Kräfte  den  eigentlichen 
Druckkräften  gegenüber  vernachlässigt  werden  können«  Sowohl  durch 
Probiren,  als  auch  gestützt  auf  Analogien  bei  versteiften  Kettenbrücken 
stellt  sich  heraus,  dass  die  Drucklinie  eines  Bogens,  dessen  circa  eine 
Hälfte  total  und  dessen  andere  gar  nicht  belastet  ist,  zur  Umhüllung  den 
höchsten  Kernbogen  verlangt,  und  es  bestimmen  sich  hierdurch  die  Quer- 
schnittehöhen des  Bogens. 

Da  der  Theorie  nach,  unte'n  an  den  Widerlagern  satt  und  breit  auf- 
sitzende Bögen  mehr  als  solche,  die  an  den  Widerlagern  drehbar  gestützt 
sind,  tragen,  und  da  ferner  die  Versuche  des  Herrn  Ingenieur  Oudry  ge- 
zeigt haben,  dass  die  Einwirkungen  der  Temperaturdifferenzen  auf  die 
eisernen  Bogenbrücken  von  geringem  Maasse  sind,  so  empfiehlt  Herr 
Prof.  Culmann  für  alle  Bögen  breite  solide  Auflager, 

Es  folgt  dann  als  Anwendung  die  graphische  Bestimmung  der  Kräfte 
an  einer  Bogenbrücke  sowohl  für  den  Fall^  dass  die  Drncklinie  der  ein- 
seitigen Belastung  vom  Bogen  umhüllt  wird,  als  auch  für  denjenigen,  wenn 
letztere  aus  dem  Bogen  heraustritt  und  auf  das  in  den  Bogenwinkeln  an- 
gebrachte Fachwerk  wirkt. 

Die  hier  angewandte  Bogentheorie  hat  jedenfalls  den  Vortheil,  dass 
sie  für  die  Querscbnittsdimensionen  des  Bogens  eher  zu  grosse  als  zu 
kleine  Werthe  giebt,  ihre  Anwendung  in  der  Praxis  daher  keine  Gefahr 
bietet.     Es  ist  jedoch  gegen  dieselbe  Folgendes  zu  erwähnen : 

1)  Sie  abstrahirt  vollständig  von  der  Natur  des  Bogenmaterials.  Ein 
unendlich  starrer  Bogen  wird  offenbar  gar  keinen  Horizontalschub  aus- 
üben, während  nach  Obigem  man  für  den  Horizontalschub  stets  denselben 
Werth  erhält 

2)  Sie  setzt  die  Inanspruchnahme  des  Bogens  blos  auf  Druck  als  zu- 
lässig voraus,  während  gar  kein  Grund  vorhanden  ist,  die  Besultante  der 
ausserhalb  des  Bogenquerschnittes  wirkenden  äusseren  Kräfte  nicht  ans 
dem  Centralkern  des  letzteren  heraustreten,  d.  h.  einzelne  l'heile  des 
Querschnittes  nicht  auch  auf  Zug  in  Anspruch  genommen  sein  ssu  lassen. 
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3)  Im  Vergleich  zn  der  Anachannng  des  Bogens  als  eines  gekrümmten 
elastischen  Stabes,  die  doch  jedenfalls  nicht  eine  widernatürliche  genannt 
werden  kann^  giebt  sie  eine  ganz  andere  rationelle  Yertheilnng  des  Bogen- 
materials. 

4)  Sie  benutzt  das  noch  nicht  bewiesene  hypothetische  Gesetz  der 
Drnckvertheilnng  über  einen  ebenen  Querschnitt. 

Andererseits  muss  man  aber  auch  eingestehen,  dass  durch  Veröffent- 
lichung seiner  Bogenbrückentheorie  Herr  Prof.  Culmann  den  construiren- 
den  Ingenieuren  einen  grossen  Dienat  erwiesen  hat;  sie  ist  bis  jetzt  die 
einzige  veröffentlichte  Anleitung  zur  Berechnung  von  continuirlichen 
Bogenbrücken  mit  ganz  beliebig  veränderlichen  Trägheitsmomenten 
der  Querschnitte. 

Da  es  nicht  ohne  Interesse  sein  dürfte,  des  Vergleichs  halber,  auch 
eijie  analytische  Ableitung  der  Bogeninanspruchnahme  unter  Zugrunde- 
legung jenes  als  richtig  vorausgesetzten  Druckvertheilungsgesetzes  zn 
haben,  so  möge  es  gestattet  sein,  hier  kurz  eine  solche  für  den  einfachsten 
Fall  eines  gewichtlosen,  in  ^drehbar  gestützten  und  im  Scheitel  mit 
einer  Einzellast  P  beschwerten  Bogens  zu  geben.     (Fig.  16.) 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  die  Drucklinie  geradlinig  von  B  aus 
nach  einem  noch  zu  bestimmenden  Punkte  Q  gehen,  dessen  Abstand  von 
der  Mitte  A  der  Scheitelfuge  mit  tf^  bezeichnet  werden  möge,  und  zwar 
positiv  oder  negativ,  je  nach  der  Lage  gegen  das  angenommene  Coordinaten- 
system,  in  welchem  Xq^  und  y(p  die  Coordinaten  der  Bogenfugenmitten  und 
£9,  fitp  die  der  Drucklinie  bedeuten. 

Für  irgend  eine  Fuge  im  Winkelabstand  q>  von  der  Vertikalen  durch 
den  Scheitel  beträgt  der  im  Punkte  N  angreifende  und  in  Richtung  der 

p 

Drucklinie  wirkende  Druck  2>(n  =3 — --  —  ,      Dieser  zerlegt   sich   in   zwei 

Componenten,  von  denen  uns  die  senkrecht  zur  Fugenrichtung  stehende 

Beträgt  nun  der  Abstand  NM  des  Druckmittelpunkts  von  der  Fugen- 
mitte weniger  als  j  6,  worin  b  die  als  oonstant  vorausgesetzte  Bogendicke 
bezeichnet,  so  vertheilt  sich  jener  Druck  D'  gerade  noch  auf  die  ganze 
Fugenfläche  und  bringt,  unter  Annahme  des  von  Herrn  Prof.  Culmann 
angewandten  Vertheilungsgesetzes ,  in  der  am  stärksten  comprimirten 
Fugenkante  einen  Elementardruck 

hervor,  wie  man  leicht  findet^  wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  jenem 
Gesetze  die  Elementardrücke  proportional  den  Ordinaten  eines  Trapezes 
sind ,  dessen  Fläche  gleich  dem  Gesammtnormaldruck  I/q,  ist  und  dessen 
Schwerpunkt  mit  dem  Angrifiispunkt  von  J)'q,  zusammenfällt. 


Dip=s,  — r-¥-: mteressirt. 


36  Literaturzeitang. 


Mittelst  einfacher  trigonometrischer  Beziehungen  ergiebt  sich  aber,  so 
lange  N  unter  M  liegt: 

sina      cos(jfp — ^) 
daher : 

4bsin^       )        b*    sina     *  co«(g>  — '^))' 

p 

oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass  —  cot  ^  gleich   dem   Horizontalschabe 

Cund 

flQ=r'—(rco$B  +  rsmsiang^li)^r{l  —  cose) — 

ist: 

3   (  /'r  sin  s  PI 

i=^—Ar(\—cosz)C ^ C(yq,'-\hcosq>)  + -(xq)+|^^9)J- 

Aehnlich  würde  man  für  den  Fall,  wenn  N  über  M  läge,  erhalten : 
«1=^  j— Kl— C0Ä«)^+ — j-+Ciy9'\'\^cosq>)-^-^{x^'^\bsinq>% 

Setzt  man  y=r  (1  —  cosq>\  x^zar  sinq>  und  führt  die  Abkürzungen 

Prsine  ,.  . 
=  m;     r(l  —  cosB)=n^ 

(r+j6)c=p5     (r— 16)  =  < 
ein,  so  heisst  der  grösste  Elementardruck  für  die  Fugen ,   wo  die  Druck 
linie  sich  unterhalb  der  Mittellinie  befindet: 

Ä=-75| — m —  {rcost — p  cosq))  C+—  sinq>  > 

und  für  die  Fugen,  wo  die  Mittellinie  unter  der  Drucklinie  liegt: 

3    t  iP  l 

8  ^=—^lm  +  (rcoSE — tcostp)C sinq>\. 

Jede  dieser  beiden  Gleichungen  enthält  zwei  Variabele  C  und  9,  von 
denen  die  erstere  von  der  Lage  der  Drucklinie  abhängt,  während  die 
letztere  sich  mit  der  Lage  der  betrachteten  Fuge  ändert. 

Denkt  man  sich  die  Drucklinie  irgendwie  festgelegt,  so  ersieht  man 

leicht  aus  den  beiden  folgenden  Gleichungen : 

d(i)  pP 

-^-^  =  —  Cp  sin q)  ^ cosq)^=sO 

d(p  2 

und 

-A_2  =  +  (7tmg>-yC05g,=.^^^.m(g>-t), 

dass  der  Maximalwerth  von  8  für  einen  Fugenwinkel  stattfindet,  der  durch 

die  Relation 

C 
cosq>^=  ^jcas^lf 
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bestimmt  lat,  während  ^,  mit  der  Entfernung  vom  Scheitel  abnimmt,  weil  f(ir 
den  Theil  AL  des  Bogens  der  Winkel  9  höchstens  den  Werth  2tf; — i  er- 

reichen  kann,  der  Differentialquotient        ^'  demnach  •<  0  ist. 

Für  jede  zul&ssige  Lage  der  Drucklinie  erhält  man  also  als  Maximal- 
werthe 

h  max  =  —  \  —  m  —  r  {cos  i  —  p  cosip)C  +  —  sin  tf;  > 

und 

^, max=—  Im  +  (r cosb  —  /)  C\, 

Ebenso  erhellt  ferner  aus  der  Gleichung 

-^  =  —  (r  cost  —  p  co8(p), 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Drucklinie  blos  innerhalb  des  mittleren 
Drittels  der  Bogendicke  liegen  darf,  d.  h.  ^b  ^r  —  rcosd — tf;)  und 
daher  umsomehr  obige  Klammer  stets  positiv  ist,  dass  in  jeder,  folglich  auch 
in  der  Maximaldruckfuge  des  Bogenstücks  L  B  der  Kanteudruck  mit  dem 
Wachsen  von  C  sich  vermindert.  Umgekehrt  folgt  aus  obiger  Gleichung 
für  dl  mag  direct,  dass  der  Kantendruck  in  der  Scheitelfuge  durch  das 
Wachsen  von  C  vermehrt  wird. 

Soll  demnach  dem  Principe  der  kleinsten  Beanspruchung  des  Bogen- 

materials   genügt  werden,    so  kann  dies   blos  dadurch   geschehen,    dass 

die  maxima  maximorum  der  Kantendrücke  in  den  Bogentheilen  AL  und  LB 

•gleich  werden,  d.  h.  es  muss  sein : 

.                             .Pcot'ilß      nP    .                  ,    .                   ^Pcottt; 
—  m  —  (r  COSB  — p  costlf)  — J-  — -  sm ^if  =  m  +  (r  cos s  —  /) • 

Für  den  einfachen  Fall  eines  Halbkreises  reducirt  sich  diese  Gleichung 
zur  folgenden : 

—  4m  sinilf+  iP  cosip  +  i>p  =  0 
und  es  folgt  hieraus : 

tangn^^ ___ 2 -———^-^^ , 

daher  der  Horizontalschub: 

P — 3r'+f6r  +  j-6«  p 


C  = 


2lang^       —  r (r  —  ^ft)  —  (r  +  ^b)j/r  (r—  |6)     4 
Wie  man  bemerkt,  übt  nach  dieser  Anschauungsweise  die  Dicke  des 
Bogens  einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Grösse  des  Horizontalschubes 
aus.     Die  beiden  analytischen  (praktisch   bedeutungslosen)  Grenzwerthe 
sind : 

für  6  =  0     ....     C  =  0,875/>, 
.    6  =  2r  ....     t7  =  0,236/>, 

Literatnrztgr.  d.  Zeilschr.  r.  Malh.  a.  Phyt.  XII,  3.  ^ 
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während  die  Na  vi  e  rasche  Biegan^stheorie  für  die  vorliegenden  Verhält- 
nisse, bei  Vernachlässigung  der  Correction  wegen  der  directen  Zusammen- 
drückung  des  Bogenmaterials  auf  die  Formel 

C=  0,3018 /> 
führen  würde.     Für  gewöhnlich  in  der  Praxis  vorkommende  Bogendicken 
giebt  diese  Drucklinientheorie  einen  etwas  grösseren  Horizontalschub ,  als 
die  Navier'sche. 

Nach  den  Bogenbrück en  folgen  in  der  „Graphischen  Statik*'  die  Hänge- 
brücken, sowohl  mit  einfachen,  als  auch,  wie  bei  manchen  englischen,  mit 
vertheilten  Spannketten  (letztere  werden  in  einer  deutschen  Abhandlung 
über  Kettenbrücken  wohl  das  erste  Mal  beleuchtet).  Die  Theorie  der 
Steifigkeitsconstrnctionen  oder  besser  der  Steifigkeitsconstrnction ,  wie  sie 
zuerst  Fairbairn  bei  seinen  Versuchen  angewandt  und  Prof.  Rankine 
theoretisch  analjsirt  hat,  führt  auch  graphisch  leicht  zu  den  ungünstigsten 
Belastungen  sowohl  in  Beziehung  auf  die  Biegungsmomente,  als  auch  in 
Beziehung  auf  die  Scheerkraft  und  schliesslich  zu  einer  einfachen  Art  die 
Inanspruchnahme  jedes  Constructionstheiles  festzustellen. 

Der  siebente  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  theoretischen  Werthe 
einfacher  und  zusammengesetzter  Constructionen,  d.  h.  mit  der  Bildung  der 
Summe  der  Producte  der  Längen  aller  Constructionstheile  mit  der  an  jedem 
derselben  wirkenden  Kraft.  Diese  Productensumme  lässt  sich  graphisch 
einfach  darstellen  und  ist  offenbar  den  Kosten  der  Construction  pro- 
portional. Es  stellt  sich  heraus,  dass  bei  gleich  grossem  Tragmodul  der 
contiuuirliche  Balken  das  geringste,  der  Pauli* sehe  Träger  das  meiste 
Material  erfordert. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  als  achter  Abschnitt  die  Theorie  der 
Stütz-  und  Futtermauern.  Zunächst  wird  das  Gleichgewicht  nicht  gestütz- 
ter Erdkörper  untersucht.  Nach  der  durch  die  Erfahrung  angenähert 
gerechtfertigten  Annahme,  dass  die  Gleitfläche  des  abrutschenden  Prismas 
eine  Ebene  sei,  sowie  nach  Feststellung  der  an  diesem  Prisma  wirkenden 
Kräfte  und  der  für  ihre  graphische  Darstellung  geltenden  Einheitsmaasse, 
zeigt  der  Verfasser  mittelst  einer  elementaren  Construction ,  wie  der  Druck 
und  Schub  eines  auf  einer  geneigten  Ebene  ruhenden  Körpers  mit  der 
Neigung  dieser  Ebene  zusammenhängt,  wobei,  wenn  auch  nicht  aus- 
gesprochen, für  die  Kichtung  des  Widerstandes  der  Unterstützungsebene 
von  dem  Mos eley 'sehen  Principe  des  kleinsten  Widerstandes  Gebrauch 
gemacht  wird. 

Durch  Anwendung  der  eben  erwähnten  Construction  auf  die  Unter- 
suchung der  Gleichgewichtsbedingungen  eines  nicht  gestützten  Erdkörpers, 
dessen  vordere  Begrenzung  steiler,  als  die  natürliche  Böschung  ist,  erhält 
man  den  bekannten  Satz,  dass  die  Gleitfläche  des  grössten  Druckes  den 
Winkel,  den  die  vordere  Begrenzungsebene  mit  der  natürlichen  Böschung 
bildet,  halbirt,  ausserdem  aber  auch  noch  folgendes,  so  viel  uns  bekannt, 
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das  erste  Mal  vom  Prof.  Culmann  ausgesprochene,  elegante  Resultat: 
„Drebt  man  die  vordere  Wand  OA^  so  liegen  alle  Punkte  A^  A\  A*\  welche 
für  Dreiecke  mit  gleicher  Basis  auch  gleichen  Maximaldruck  geben ,  auf 
einer  Parabel,  deren  Brennpunkt  im  Fusse  0  der  Wand  sich  befindet  und 
deren  Axe  die  natürliche  Böschung  ist/' 

Ist  der  nicht  gestützte  Erdkörper  ausser  durch  sein  eigenes  Gewicht 
noch  durch  eine  über  seine  obere  Begrenzungsfläche  gleichförmig  ver- 
breitete Belastung  in  Anspruch  genommen,  so  reducirt  sich  dieser  Fall 
constructiv  in  der  allereinfachsten  Weise  auf  den  vorigen  und  es  lassen 
sich  in  beiden  Fällen  aus  den  angewandten  Constructionen  die  gewöhn- 
lichen analytischen  Ausdrücke  leicht  ableiten. 

Nachdem  die  wichtigsten  Fragen,  welche  sich  auf  Erdreibung  und 
Cohäsion  beziehen,  erörtert  worden,  folgt  die  Untersuchung  des  Druckes 
eines  Erdkörpers  gegen  eine  ihn  stützende  Wand.  Hierbei  wird  die 
vordere  Begrenzung  und  die  Belastung  des  Erdkörpers  beliebig,  nur  an 
der  Stelle,  wo  die  Trennungsebene  ausmündet,  die  obere  Begrenzung  als 
eine  Ebene  angenommen  und  die  Belastung  dem  Flächeninhalte  ihres 
Querschnittes  in  der  Zeichnung  proportional  vorausgesetzt,  wobei  jedoch 
die  Belastung  auf  die  Strecke,  wo  die  Trennungsebenen  ausmünden  können, 
durch  einen  Parallelstreifen  darzustellen  sein  muss. 

Bei  dieser  Annahme  stösst  man  freilich  wieder  auf  die  bekannte 
Schwierigkeit,  dass  man,  bevor  man  ^u  rechnen  anfangt,  diejenige  Seite 
des  Erdprofils  kennen  muss,  die  von  der  Gleitfläche  des  abrutschenden 
Erdprismas  getroffen  wird  und  insofern  würde  auch  das  Culmann* sehe 
Verfahren  in  gewissen  Fällen ,  z.  B.  bei  stark  überhöhten  Stützmauern ,  an 
Unbestimmtheit  leiden.  Man  umgeht  jedoch  oft  letztere ,  wenn  man  von 
einem  von  Poncelet  ausgesprochenen  und  von  Saint-Guilhem  be- 
wiesenen Satz  Gebrauch  macht,  dass  nämlich  die  Gleitfläche,  welche  dem 
Eckpunkt  einer  Polygonseite  des  Erdprofils  entspricht,  für  diesen  Eckpunkt 
giltig  bleibt,  wenn  derselbe  als  zur  nächsten  Polygonseite  gehörig  an- 
gesehen wird.  Ist  z.  B.  AO^  (Fig.  17)  die  stützende  Wand  und  AB D  die 
.  mit  einer  flachen  Böschung  AB  versehene  Hinterschüttung,  so  wird  man 
zunächst  die  Gleitfläche  OC  für  einen  Punkt  0  der  Wand  bestimmen,  die 
augenscheinlich  noch  die  Seite  AB  trifft.  Zieht  man  dann  BOi  parallel  zu 
(70,  so  bestimmt  sich  der  Punkt  0,  der  Wand,  dessen  Gleitfläche  durch  die 
Ecke  B  geht.  Für  sämmtliche  Wandpunkte  unterhalb  Oj  ist  dann  die 
Seite  ^2>  als  diejenige  zu  betrachten,  die  von  den  Gleitflächen  getroffen  wird. 

Die  in  der  „Graphischen  Statik"  für  den  Druck,  resp.  Schub  von  Erd- 
körpern auf  stützende  Wände  angegebenen  Constructionen  schliessen  sich 
•  zunächst  an  die  von  Poncelet  mitgetheilten  graphischen  Methoden  an, 
bieten  aber  einen  bedeutenden  Fortschritt  gegen  jene,  insofern  hier  nicht  blos 
ein  neuer  Factor,  die  Cohäsion  des  Materials,  mit  berücksichtigt  wird,  sondern 
auf  rein  geometrischem  Wege  ganz  neue  Anschauungen  gewonnen  werden. 
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Ebenso  wie  beim  nichtgestützten,  werden  auch  für  den  gestützten 
Erdkörper  aus  den  angewandten  Constructionen  alle  diejenigen  analytischen 
Ausdrücke  herausgelesen,  die  aufzustellen  bis  jetzt  gelungen  ist,  worauf 
die  Anleitung  zur  Auffindung  des  Druck-  oder  Schubmittelpunktes  mittelst 
Anwendung  des  Seilpolygons  folgt.  Bei  dieser  Gelegenheit  macht  der  Ver- 
fasser auf  die  beschränkte  Giltigkeit  der  von  Poncelet  auf  analytischem 
Wege  abgeleiteten  oberen  Grenze  für  den  Angriffspunkt  der  Druckmittel- 
kraft aufmerksam  und  giebt  eine  allgemeinere ,  auch  für  tiberhöhte  Erd- 
körper geltende  analytische  Ableitung. 

Als  Anwendungen  findet  man:  Untersuchungen  der  Stabilität  von 
Futtermauern  mit  und  ohne  Berücksichtigung  der  Cohäsion,  mit  und  ohne 
Ueberhöhung.  Für  letzteren  Fall  sind  auf  mehreren  Tafeln  übersichtlich 
die  Aenderungen  der  Verhältnisse  bei  verschiedenen  Mauerprofilen  und 
Reibungswinkeln  zusammengestellt.  Eine  Untersuchung  über  den  sweck- 
massigsten  Querschnitt  einer  Stützmauer  führt  auf  das  Dreieck  und  es 
wird  daher  für  die  anzunehmenden  Profile  der  Futtermauern  als  obere 
Breite  nur  ^^i  ^^^  Höhe  vorgeschrieben ,  wonach  eine  kleine  Tabelle  für 
approximative ,  leicht  construirbare  Stärken  der  Futtermauem  mitgetheilt 
wird. 

Um  den  Druck  auf  Tunnelgewölbe  construiren  zu  können,  wird  der 
Druck  auf  den  untern  Theil  einer  sich  drehenden  Wandfläche  bestimmt. 
Hierbei  stösst  man  constructiv,  wie  dies  ja  auch  auf  dem  analytischen  Wege 
geschieht,  für  den  Fall,  wenn  die  vordere  Wand  mit  der  Horizontalen  einen 
Winkel  bildet,  der  dem  Reibungswinkel  von  Erde  auf  Mauerwerk  gleich 
ist,  auf  gewisse  Widersprüche,  die  sich  wohl  blos  durch  eine  strengere 
Theorie  des  Erddrucks,  welche  nicht  von  abrutschenden  Prismen,  sondern 
von  Erdkörperelementen  ausgeht,  vollständig  heben  lassen  werden. 

Nimmt  man  jedoch  schliesslich  an ,  dass  in  diesem  Falle  das  Gewicht 
des  über  der  natürlichen  Böschung  stehenden  Erdprismas  sich  in  der  Art 
über  seine  Stützfläche  vertheilt,  dass  das  Maximum  des  Erddrucks  pro 
Längeneinheit  an  jeder  Stelle  dieser  Fläche  durch  die  entsprechende  Höhe 
des  Erdprismas  angegeben  wird,  so  ist  man  auch  im  Stande,  den  auf  jedes 
Element  eines  Tuunelgewölbes  kommenden  Druck  zu  construiren  und 
demnach  auch  eine  passende  Drucklinie  einzuzeichnen.  Ein  derartiges 
Beispiel  für  das  rationelle,  eiförmige  englische  Tunnelgewölbe  schliesst 
das  Werk. 

Ueberblickt  man,  welch  ein  reichhaltiges  Material  und  mit  wie  ganz 
neuen  Mitteln  in  dem  besprochenen  Werke  bewältigt  worden  ist,  so  über- 
zeugt man  sich,  dass  dasselbe,  um  gehörig  gewürdigt,  auch  gehörig  studirt 
sein  will.  Dieses  Studium  empfehlen  wir  aber  aufs  Angelegentlichste. 
Prof.  Culmaun*s  graphische  Statik  enthält  manches  Neue,  viel  Inter- 
essantes und  ausserordentlich  viel  Praktisches. 

Dr.  W.  Fbänkbl, 
Assistent  am  k.  Polytechnikum  su  Dresden. 
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Propädeutik  der  Oeometrie.  Eine  Bearbeitung  der  geometrischen  Formen- 
lehre nach  einer  nenen  Methode,  gegründet  auf  praktische  Auf- 
gaben aus  der  Geodäsie.  Von  Jacob  Falke  ,  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  zu  Arnstadt.  Leipzig,  Quandt 
und  Händel.    1866. 

Zwar  kann  jeder  geistig  Gesunde  die  Geometrie  begreifen;  aber  es  giebt 
mathematische  Köpfe  und  solche,  die  es  nicht  sind.  Durch  diese  letzteren 
sind  Mathematiker  und  Pädagogen  veranlasst  worden,  vor  dem  Beginn  des 
eigentlichen  geometrischen  Unterrichts  eine  Stufe  einzuschalten,  auf  welcher 
der  Schüler  zum  Studium  der  eigentlichen  Geometrie  vorbereitet  werden 
soll.  Die  zahlreichen  Versuche  in  dieser  Hieb  tun  g  werden  durch  das  vor* 
liegende  Buch  um  einen  vermehrt  und  zwar  um  einen  so  originellen,  dass 
er  wohl  auch  in  dieser  Zeit4schrift  eine  kurze  Erwähnung  verdient. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Theile:  Grundsätze  der  Propädeutik,  Vor- 
bereitung zum  geometrischen  Abstrahiren  durch  instiuctive  Lösung  geodä- 
tischer Aufgaben  und  Uebergang  von  der  instinctiven  Praxis  zur  geo- 
metrischen Abstraction. 

Der  erste  Theil  zeigt  uns  den  Verfasser  als  einen  guten  Beobachter  der 
kindlichen  Natur  und  als  einen  Denker,  welcher  Beobachtungen  zu  benutzen 
versteht.  Wer  auch  mit  seinem  Grundgedanken,  welcher  lebhaft  an 
Schopenhauer  erinnert,  nicht  einverstanden  sein  sollte,  wird  ihm  dennoch 
mit  Interesse  bis  zum  Ende  folgen. 

Der  zweite  Theil  beginnt  mit  der  Messung  der  Entfernung  zweier 
Wege,  welche  einen  dritten  durchschneiden,  auf  eben  diesem  dritten.  Die 
Messung  geschieht  zunächst  durch  Fusse,  wobei  der  Schüler  findet,  dass 
der  Ort,  nach  welchem  hin  gemessen  wird,  ausdehnungslos  sein,  durch  einen 
Stab  markirt  werden  und  für  das  Fortschreiten  die  Richtung  angeben  muss. 
Der  Fuss  wird  seiner  Unbestimmtheit  und  Unbequemlichkeit  wegen  mit  der 
Messkette  vertauscht,  wobei  der  Schüler  entdeckt,  dass  man  Messstäbebraucht, 
und  dass  die  Kette  angezogen  und  genau  in  die  vorgeschriebene  Kichtung 
gebracht  werden  muss.  Hierauf  folgt  der  Mess tisch ,  der  nach  und  nach, 
wie  der  Schüler  die  Un Vollkommenheiten  desselben  entdeckt,  verbessert 
wird.     So  wird  nach  und  nach  die  Karte  entworfen. 

Im  dritten  Theile  folgt  endlich  die  Abstraction.  Der  „Ort,  welcher 
ausdehnungslos  war^S  wird  zum  Punkte;  der  „Weg,  welcher  zwei  aus- 
dehnnngsloseOrte  mit  einander  verbindet",  zur  Linie;  der  „Weg,  welcher 
zwei  ausdehnungslose  Orte  verbindet  und  überall  dieselbe  Kichtung  hat", 
zur  Geraden  u.  s.  w.  Daran  schliesen  sich  der  erste  und  zweite  Con- 
gruenzfall ,  Aehnlichkeit  der  Dreiecke ,  Construction  der  Dreiecke  mit  den 
dazugehörigen  Kreissätzen,  der  dritte  Congruenzfall,  Sätze  und  Aufgaben 
über  den  Kreis,  Parallelen,  Flächeninhalt  und  der  Pythagoräische  Lehrsatz 
und  zwar  so,  dass  eben  nur  begrifflich  entwickelt  wird,  was  der  Schüler 
vorher  praktisch  ausführte. 
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Ich  denke,  dass  sich  der  Leser  nach  dem  Mitgetheilten  ein  ohngefÜhros 
^  Bild  von  dem  Gange  und  der  Absicht  des  Verfassers  zu  entwerfen  im  Stande 
ist,  und  hoffe,  dass  Diejenigen,  welche  sich  für  die  Unterrichtsmethode  in- 
teressiren ,  diese  Propädeutik  nicht  unbeachtet  lassen. 

Jena.  Dr.  Barthoi^omäi. 

Lehrbuch  der  technischen  Physik  von  Dr.  Ferdinand  Hbssler,  weiL 
Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien  etc.  Nach  dem 
Tode  des  Verfassers  fortgesetzt  und  umgearbeitet  von  Dr.  Fr.  Jos. 
PiSKO,  Professor  in  Wien.  Dritte,  dem  neuesten  Stande  der 
Wissenschaft  entsprechende  Auflage.  In  zw^i  Bänden.  Mit  891 
dem  Texte  eingedruckten  Holzschnitten.  Wien,  Wilhelm  Brau- 
müller,  k.  k.  Hof-  und  Universitätsbuchhändler.  1866. 
Der  erste  Band  dieses  Werkes,  enthaltend  Mechanik,  Akustik,  Magne- 
tismus, Keibungselektricität  und  elektrische  Ströme,  ist  von  Hessler;  der 
zweite  Band,  Schluss  der  Elektricität,  Optik,  Wärme,  ist  nach  Hessler's 
Tode  von  Pisko  bearbeitet  worden.  Nach  derVorredevon  Hessler  hat  das 
Werk  die  Bestimmung,  als  Leitfaden  bei  den  physikalischen  Vorträgen  an 
(österreichischen)  höheren  technischen  Schulen,  sowie  beim  Selbststudium  zu 
dienen;  es  geht  hieraus  Einzelnes  in  der  Einrichtung  hervor:  Mechanik,  der 
an  oben  genannten  Schulen  eigene  Vorträge  gewidmet  sind,  ist,  sofern  sie 
mit  der  Physik  nicht  unmittelbar  zusammenhängt,  weggelassen  worden; 
ferner  ist  nur  Gebrauch  von  der  Elementarmathematik  gemacht  worden  (ein 
Supplementband,  mit  höherer  Mathematik  durchgeführt,  soll  folgen),  es  ist 
besondere  Kücksicht  auf  Anfertigung  der  gebräuchlichsten  Apparate,  eigene 
Anstellung  der  Versuche  und  auf  die  neuesten  Arbeiten  im  Gebiete  der 
Physik  genommen  worden.  Ehe  wir  zur  Beurtheilung  des  ersten  Bandes 
übergehen,  bemerken  wir  zuerst;  das»  nach  dem  in  Hessler^s  Vorrede  ange- 
deuteten Zwecke  des  Buches,  als  Leitfaden  an  technischen  Schalen  zu 
dienen;  erwartet  werden  muss,  dass  der  dargebotene  Stoff  einem  höheren 
wissenschaftlichen  Standpunkte  entspreche.  Dass  ein  solcher  Standpunkt 
unverrückt  festgehalten  worden  ist,  ergiebt  sich  aus  der  fast  überall  hervor- 
tretenden Klarheit  im  Vortrage  und  aus  der  Besprechung  auch  der  neuesten 
Forschungen  im  Gebiete  der  Physik,  was  offenbar  auf  den  Leser  ebenso 
anregend  einwirken  muss,  als  die  im  Buche  häufig  vorzufindenden  Andeu- 
tungen zur  Anstellung  von  Explicationsversuchen  und  zu  Anfertigung  von 
Instrumenten,  sowie  als  die  jedem  Gegenstande  folgenden  Citate  aus  der 
Literatur  des  betreffenden  Gegenstandes.  Der  für  technische  Einrichtungen 
sich  interessirende  Leser  wird  schnell  mit  dem  Buche  durch  die  überall 
durchgeführte  Beschreibung  und  Besprechung  nützlicher  Werkzeuge,  In- 
strumente und  Maschinen  befreundet  werden. 

Erster  Band.     Es  mag  als  Beleg  zu  dem  oben  im  Allgemeinen  Ge- 
sagten dienen ,  dass  die  Erklärung  interessanter  Einrichtungen  und  Appa- 
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rate  anch  hier  recht  eingehend  gegeben  worden  ist.  Im  Kapitel  „Messen^* 
findet  man  den  Nonios,  das  Olasmikrometer,  den  Comparator,  Fühlhebel, 
das  Bchraubenmikrometer,  Sphärometer^  die  Theilmaschine ,  das  Catheto- 
meterund  das  Calibriren  besprochen,  Federnhren,  Federwagen  schliesen 
an  die  Elasticität  an,  Wasserpressen,  Turbinen,  Bestimmung  des  speci- 
fischen  Gewichtes ,  Aräometer  folgen  in  ausführlicher  Behandlung  der  Hy- 
drostatik. Die  herrlichen  Fortschritte  in  der  Akustik  sind  diesem  Kapitel 
in  gedrängter  Darstellung  beigefügt.  Die  chemischen  Wirkungen  des  gal- 
vanischen Stromes,  welche  recht  gut  dargestellt  sind,  geben  natürlich  Ge- 
legenheit, ausführlich  über  Galvanoplastik  und  Galvonakaustik  zu  sprechen. 
Die  telegraphische  Leitung  ist  ausführlich  und  vollständig,  der  telegra- 
phische Blitzableiter  an  einem  Beispiele,  die  frühere  optische  Telegraphie 
allerdings  gar  nicht,  die  jetzige  Telegraphie  mit  Weglassung  der  Zeiger- 
telegraphen, dagegen  der  Haustelegraph,  die  elektrischen  Uhren  und  das 
Telephon  besprochen.  Die  Bespiechung  über  Leistung  der  Kräfte  hätte 
wohl  klarer  nach  Kedtenbacher's  vorzüglichen  „Principien  derMechanik 
und  des  Maschinenbaues  **  erfolgen ,  die  Nachweisung  der  Gesetze  des 
Wurfes  ungezwungener  mit  vollständiger  Benutzung  der  analytisch  -  geo- 
metrischen Formeln  dafür  geschehen  können.  Seite  446,  erste  Zeile  von 
oben  ist  zu  lesen:  ;,Nach  Bourbogne  zeigt  eine  elektrisirte  und  wohl  iso- 
lirte  hohle  Metallkugel ,  wenn  man  durch  ein  Loch ,  womit  sie  versehen  ist, 
eine  Probescheibe  einführt,  an  der  innem  Oberfläche  die  nämliche  Elektri- 
cität  und  in  gleicher  Menge,  wie  an  der  äussern;  es  breitet  sich  daher  die 
Elektricität  auf  der  einen,  wie  auf  der  andern  Oberfläche  gleichmässig  aus.^^ 
Die  Versuche  von  Coulomb,  Faraday,  Franklin,  Magnus,  die  be- 
kanntlich ein  entgegengesetztes  Kesultat  ergeben  haben,  sind  nicht  erwähnt. 
Zweiter  Band.  Die  applicatorisehe  Kichtung  des  Werkes  tritt  auch 
im  zweiten  Band  deutlich  hervor,  dessen  Inhalt  ist:  Gesetze  des  Leitungs- 
widerstandes, Ursachen  des  Elektricitätsstromes,  atmosphärische  Elektri- 
cität, Optik  und  Wärmelehre.  Man  wird  die  eingehendsten  physikalischen 
Erläuterungen  in  den  ausführlichen  Abhandlungen  über  Polarisations- 
batterien, Blitzableiter,  optische  Instrumente,  Photographie,  Thermometrie, 
Dampf-  und  Luftmaschinen  erkennen.  Anregung  zum  Experimentiren 
wird  hinreichend  gegeben  durch  die  Behandlung  der  Farbenzerstreuung, 
Thermometrie  etc.  Ebenso  ist  dem  Theoretischen  überall  die  nöthige  Auf- 
merksamkeit geschenkt,  wovon  Zeugniss  ablegen  die  Abschnitte  über 
Elektricitätsquellen ,  Fluorescenz,  Undulationstheorie  des  Lichtes,  Wärme- 
strahlung. Im  Interesse  der  Darstellung  der  absoluten  Maasse  der  galvani- 
schen Stromstärke,  der  elektromotorischen  Kraft  und  des  Leitungswider- 
standes hätten  wir  gewünscht,  der  Verfasser  hätte  sich  die  umfänglichere 
Aufgabe  gestellt,  alle  diese  Maasse  in  noch  innigerem  Zusammenhange  mi^ 
den  statischen  Maassen  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  abzuhandeln; 
es  hätte  die  Abhandlung  dadurch  wesentlich  an  Klarheit  gewonnen  und 
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wäre  trotz  grösserer  Umfänglichkeit  assimilationsföhiger  f^ut  den  SchiQer 
geworden.  Die  mechanische  Wärmetheorie  erscheint  mir  etwas  dürr ;  die 
erforderliche  Schärfe  vermisst  man  an  folgender  Definition :  das  Wärme- 
äquivalent heträgt  im  Mittel  424  Kilogrammmeter,  nahezu  65^4  Pferdekräfte ; 
erstere  Bestimmung  ist  unabhängig  von  der  Zeit;  letztere  bezieht  sich  auf 
die  Secunde  und  könnte  daher  der  Satz  in  dieser  Kürze  ausgesprochen  den 
Schüler  verwirren. 

Um  endlich  das  bisher  entworfene  Bild  des  im  Grossen  und  Ganzen 
recht  wackeren  Lehrbuches  noch  zu  vervollständigen ,  weisen  wir  auf  29 
den  Schluss  des  Werkes  bildende,  recht  brauchbare  physikalische  Tabellen 
hin.  Inhaltsverzeichnisse  am  Anfang  jeden  Bandes,  ein  Register  am  Ende 
des  Werkes  unterstützen  das  Nachschlagen.  Der  Druck  ist  gut,  die  Holz- 
schnitte deutlich,  wenn  auch  nicht  immer  elegant;  der  Preis  des  ganzen 
Werkes,  4%  Thaler,  ist  nicht  zu  hoch  gegriffen,  da  dem  Publicum  in  Wahr- 
heit für  diesen  Preis  etwas  recht  Tüchtiges  geboten  wird. 

Dr.  Kahl. 

0  i  e  B  6 1 ,  die  Entstehung  des  Hewton  -  Leibnitz'sohen  Frioritätsstreitet 
hinBichtlieh  der  Erfindung  der  Infinitetimalreohnung.  Beilage  zum 
Programme  der  höheren  Bürgerschule  zu  Delitzsch.    Ostern  1866. 

lieferent  veröffentlichte  im  Jahre  186d  im  10.  Bande  der  Sy  bePschen 
hiätorischeu  Zeitschrift  einen  Aufsatz  unter  dem  Titel:  „War  Leibnitz  ein 
Plagiator?^',  in  welchem  er  versuchte,  die  ihm  bekannten  Thatsachen  zur 
Entscheidung  des  berühmten  Prioritätsstreites  zusammenzustellen,  und  die 
Aufmerk»amkeit  auch  auf  einige  vor  ihm  noch  nicht  hervorgehobene 
Punkte  zu  lenken.  Herr  Gerhardt  Hess  im  11.  Bande  der  geniinnteu 
Zeitschrift  einen  „nothwendigen  Zusatz'^  folgen.  Mag  sein,  dass  dieser 
Zusatz  notb wendig  war,  um  mit  dem  Gegenstande  unbekannten  Lesero 
die  Meinung  beizubringen,  Herr  Gerhardt  habe  sich  um  dieses  Kapitel 
der  Geschichte  der  Mathematik  unsterbliche  Verdienste  erworben.  Zur 
Sache  selbst  bot  der  Zusatz  auch  nicht  das  Mindeste,  was  uns  hätte  ver- 
anlassen können,  nochmals  zu  erwidern;  denn  eine  ganz  subjective,  blos 
stylistische  Beurtheilung  bat  ebensowenig  das  Recht,  öffentlich  zurück- 
gewiesen zu  werden ,  als  ihre  erste  Veröffentlichung  uns  zulässig  erscheint. 
Wir  glaubten,  wir  gestehen  es  offen,  den  Prioritätsstreit  erschöpfend  be- 
haudelt  zu  haben,  als  vor  etwa  einem  Jahre  die  in  der  Ueberschrift  dieser 
Kecension  genannte  Programmbeilage  erschien ,  welche  uns  zeigte ,  dass 
doch  noch  Lücken  vorhanden  waren,  welche  von  wirklich  befugter  Seite 
hier  ausgefüllt  wurden.  Was  wir  in  der  „Kritischen  Zeitschrift  für  Chemie, 
Physik  und  Mathematik'*  (Erlangen,  1858)  über  GieseTs  Osterprogramm 
des Torgauer  Gymnasiums  „Geschichte  der  Variationsrechnung^*  sagen  durf- 
ten, dass  in  anspruchslosem  Gewände  ein  Schatz  von  ^gründlichem  Wissen  uud 
aufrichtigem  Streben  uns  entgegentrete,  das  können  wir  heute  Wort  für 
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Wort  wiederholen ;  and  wenn  wir  damals  jenes  Unheil  über  den  uns  gänz- 
lich unbekannten  Schriftsteller  ausgesprochen,  so  wird  man  uns  die  heutige 
Erneuerung  desselben  nicht  übel  deuten,  wenn  auch  inzwischen  wissen- 
schaftlicher Verkehr  ein  Band  der  Freundschaft  zwischen  uns  geknüpft 
hat,  auf  welches  Referent  stolz  ist.  Die  uns  gegenwärtig  vorliegende  Pro- 
gramuibeiUge  ist  im  Texte  nur  neun  Quartseiten  lang,  wozu  noch  acht  Sei- 
ten Anmerkungen  kommen ;  aber  in  diesem  kurzen  Räume  ist  eine  solche  Fülle 
von  genauen  Forschungsresultaten  enthalten ,  dass  es  einem  nicht  einmal 
übermässig  breit  schreibenden  Autor  leicht  fallen  würde,  einen  ganzen 
Band  daraus  zu  machen.  Ja  vielleicht  dürften  wir  Herrn  Oiesel  es  ver- 
übeln, dass  er  eine  solche  ausführliche  Behandlung  nicht  vorzog,  wenn  wir 
nicht  wüssten,  dass  der  treffliche  Gelehrte  leider  durch  ein  Uebermaass 
täglicher  Beschäftigung  verhindert  ist,  sich  der  Wissenschaft  so  hinzugeben, 
wie  es  zu  deren  Vortheil  wünschenswert^  wäre.  In  der  compendiösen 
Form,  in  welche  jetzt  die  Abhandlung  eingezwängt  ist,  erscheinen  nur  dem 
Kenner  die  wichtigen  Ergebnisse  als  Das,  was  sie  sind;  der  Laie  wird 
leichtiich  darüber  hinweggehen,  ohne  sie  zu  bemerken.  Wir  halten  es 
daher  für  unsere  Pflicht,  wenigstens  einige  Stellen  hervorzuheben,  an 
welchen  Herr  Giesel  uns  selbst  berichtigt  und  ergänzt,  ohne  es  besonders 
zu  sagen. 

Wir  hatten  über  Newton^s  sogenannte  Principien  die  Meinung  aus- 
gesprochen, ihre  geometrische  Beweisform  beruhe  darauf,  dass  der  Verfasser 
fürchtete,  so  neue  Resultate  durch  neue  Methoden  weniger  glaubwürdig 
darstellen  zu  können.  GiesePs  Note  13  giebt  für  diese  Meinung  die 
zwingenden  Belege  aus  Wallis;  aus  der  von  Edleston  herausgegebenen 
Correspondenz ,  aus  dem  Commercium  epistolicum^  aus  den  Philosophical 
Transaclions, 

Wir  hatten  von  dem  Beschwerdebrief  Lei bnitzens  an  die  englische 
königliche  Gesellschaft  vom  4.  März  1711  gesprochen;  wir  hatten  hervor- 
gehoben, dass  Leibnitz  verlangte,  die  Gesellschaft  solle  Keill  zur 
Rücknahme  seiner  Anklage  nöthigen.  GieseTs  Note  58  macht  insbeson- 
dere auf  die  Worte  aufmerksam :  iiaque  vesirae  aequüati  committo,  annon  coer- 
cendae  sint  vanae  et  injustae  vociferationeSj  und  im  Text  S.  9  beutet  er  die- 
selben mit  Recht  zu  der  Bemerkung  aus:  Leibnitz  forderte  die  Gesell- 
schaft selbst  zur  Untersuchung  des  ganzen  Streites  auf. 

In  demselben  Beschwerdebriefe  erinnert  Leibnitz  daran,  dass  in  dem 
Streite  zwischen  ihm  und  Fatio  die  Gesellschaft  durch  ein  Schreiben  des 
Secretärs  Sloane  sich  auf  seine  Seite  gestellt  habe.  Wir  machten  wahr- 
scheinlich zuerst  auf  diese  Stelle  aufmerksam,  setzten  aber  hinzu:  „Von 
diesem  Briefe  finde  ich  auffallender  Weise  nirgends  sonst  eine  Erwähnung.^* 
Giesel  war  glücklicher,  als  wir.  Seine  Note  47  giebt  einen  Brief  von 
Wallis  (29.  August  1699)  und  einen  zweiten  von  Leibnitz  (24.  Novem- 
ber 1099)  an,  welche  auf  diese  Thatsache  sich  beziehen. 
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Wir  hatten  irriger  Weise  angegeben ,  das  Commercium  episiolicum  sei 
nur  an  Freunde  Newton's  versandt  worden.  Giesel  zeigt  S.  10^  dass 
auch  in  Deutschland  durch  den  Wittenberger  Arzt  Vater  Exemplare  ver- 
theilt  wurden,  und  stützt  sich  dafür  (Note  63)  auf  den  Briefwechsel  zwischen 
Leibnitz  und  Wolf.  Aus  dem  betreffenden  Briefe  Wolfs  vom  6.  Fe- 
bruar 1714,  also  allerdings  fast  acht  Monate  später  geschrieben,  als  Leib- 
nitz durch  Job.  Bernoulli  von  der  Herausgabe  jener  parteiisch  geflirb- 
ten  Briefsammlung  erfuhr,  ergiebt  sich,  dass  an  alle  irgend  bekannte  Ge- 
lehrte in  Frankreich,  Italien,  Holland  und  Deutschland  Exemplare  officiell 
versandt  wurden.  (Jmmo  quorum  nomina  Societati  cognUa  fuere^  illa  quoque 
libello  praemissa  fuere.)  Auch  für  Leibnitz  selbst  hatte  Vater  ein 
Exemplar  zugeschickt  erhalten  und  es  an  W  o  1  f  zur  weiteren  Besorgung 
übergeben,  bei  welchem  es  sich  noch  befand,  als  er  jenen  Brief  schrieb. 

Wir  hatten  mit  Guhrauer  angenommen,  die  anonyme  Recension  der 
New  ton' sehen  Quadraiura  Curvarum  in  den  Act.  Erud.  vom  Januar  1705 
rühre  von  Leibnitz  her  und  stützten  diese  Beistimmung  auf  Kand- 
bemerkungen  des  Leipziger  und  des  Heidelberger  Bibliothekexemplares 
jener  Zeitschrift.  Giesel  bestätigt  in  Note  53  die  Vermuthung  und  wider- 
legt zugleich;  was  nicht  weniger  wichtig  ist,  unsere  Begründung.  Er  citirt 
nämlich  einen  Brief  Mencke*s,  des  Herausgebers  der  Leipziger  Zeit- 
schrift, an  Leibnitz  vom  12.  November  1704,  der  mit  den  Worten  anfängt : 
„Hirauf  habe  berichten  sollen,  dass  gestern  Dero  relation  von  des  Herrn 
„Newton  zwejen  Algebraischen  tractaten  endlich  bei  mir  eingelaufen, 
„undt  sage  ich  dafür  gehorsamsten  Danck."  Dass  Herr  Gerhardt,  in 
dessen  Ausgabe  des  Briefwechsels  zwischen  Leibnitz  und  Wolf  der 
Brief  abgedruckt  ist  (S.  15),  die  grosse  Bedeutung  dieser  Worte  nicht  her- 
vorhebt, ist  ihm  umsomehr  zu  verübeln,  als  er  zu  der  sehr  allgemeinen 
Anmerkung  Kaum  findet,  dass  das  Schreiben  von  Interesse  sei!  Giesel 
zeigt  ferner,  wie  schon  gesagt,  dass  den  auch  übereinstimmenden  Band- 
bemerkungen der  Leipziger,  Heidelberger  und  Dresdner  Exemplare  der 
Act  Erud,  nicht  immer  Glauben  zu  schenken  ist.  Er  beweist  nämlich ,  dass 
die  auf  solche  Beweisführung  hin  Wolf  angehörende  Episioia  pro  emmenie 
mathematico  D.  Joh.  Bernoullio^  Act.  Erud.  1716  pag.  296 — 314,  in  Wirklich- 
keit von  Bernoulli  selbst  herrührt.  Wolf  scheint  nur  wenige  stylistische 
Veränderungen  vorgenommen  zu  haben,  z.  B.  Verwandlung  der  ersten 
Person  in  die  dritte,  wobei  ihm  aber  pag.  314  j^meam  formulam^^  entging. 

Mit  diesen  kurzen  Auszügen  sind  wir  weit  entfernt  davon ,  Alles  er- 
schöpft zu  haben,  was  in  GieseTs  Programm  von  lehrreichem  Stoffe  auf- 
gehäuft ist.  Wir  wollten  nur  Proben  der  Reichhaltigkeit  der  kleinen  Schrift 
geben,  und  dazu  Dinge  auswählen ,  welche  uns  neu  zu  sein  scheinen  und 
mit  welchen  wir  uns  einverstanden  zu  erklären  wünschen.  Im  Uebrigen 
verweisen  wir  unsere  Leser  auf  das  Programm  selbst. 

Camtob« 
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Le  Messähat  de  Mohammed  ben  JCousia  al  Kh&reimi|  exiraii  de  son 
Algehre  traduii  et  annote  par  Ärislide  Marre.  2*  Edition  revue  et 
corrigee  sur  le  texte  arabe  publie  par  Rosen,     Rome  186Ö. 

Das  den  Geächicbtskundigen  unter  dem  Namen  der  Algebra  des 
Mohammed  beuMoussa  bekannte  Werk  wurde  zum  ersten  Male  1881 
von  Rosen  im  arabischen  Grundtexte  nebst  englischer  Uebersetzung 
heraubgegeben.  Das  Werk  enthält  neben  einem  algebraischen  und  arith- 
metischen Theile  auch  einen  Theil  der  rechnenden  Geometrie,  wie  man  ihn 
vielleicht  bezeichnen  könnte,  das  BÄb  al  Messähat,  wörtlich:  Das  Thor 
der  Messkunst.  Herr  Aristide  Marre  veröffentlichte  1846  eine  fran- 
zösische Uebersetzung  dieses  Kapitels  in  den  iV.  ann,  math.  F,  557 — 570, 
welcher  aber  selbst  die  englische  Uebersetzung  als  Urtext  zu  Grunde  lag. 
Gegenwärtig  hat  Herr  Marre  mit  Benutzung  des  arabischen  Originals 
seine  damalige  Uebersetzung  einer  neuen  Prüfung  unterworfen,  und  diese 
verbesserte  Darstellung,  verbunden  mit  reichhaltigen  Anmerkungen,  ist  es, 
welche  uns  in  dem  siebenten  Bande  der  in  Rom  erscheinenden  Annali  mat, 
und  in  einem  Separatabzuge  von  vierzehn  Seiten  vorliegt.  Man  darf  die- 
selbe füglich  eine  ganz  neue  Arbeit  nennen,  und  insbesondere  die  An- 
merkungen zeigen  kaum  entfernte  Aehnlichkeit  mit  denjenigen ,  welche 
8.  570—581  des  erwähnten  Bandes  der  Nouvelles  annales  de  mathematiques 
abgedruckt  sind. 

Was  den  behandelten  Gegenstand  betrifft,  so  besteht  er  wesentlich  aus 
der  Berechnung  von  Flächeninhalten  ebener  Figuren,  welche  durch  Formeln 
gelehrt  wird,  in  deren  Herleitung  ihr  Beweis  mit  inbegriffen  ist  Voraus- 
gesetzt und  somit  unbewiesen  ist  der  Werth  der  Zahl  tt,  welche  in  drei- 
facher Annäherung  angegeben  wird : 

22  /—  62832 
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wovon  aber  in  der  Durchführung  nur  der  erstere  Werth  benutzt  wird. 
Auch  der  Pythagoräische  Lehrsatz  wird  eigentlich  vorausgesetzt,  denn  der 
angegebene  Beweis  ist  ein  Anschauungsbeweis,  der  nur  für  den  Fall  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  in  dieser  Art  möglich  ist.  Herr 
Marre  folgert  daraus  wohl  mit  Hecht,  dass  alKhÄrezmi  sein  Werk  nicht 
für  Mathematiker,  sondern  für  Praktiker  geschrieben  habe,  welche  auf  die 
Autorität  des  Schriftstellers  hin  die  vorgeschriebenen  Rechnungen  aus- 
führten, ohne  viel  nach  der  Begründung  der  allgemeinsten  Fälle  zu  fragen. 

Cantob. 
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Recensionen. 

VorleBnngen  Über  die  oomplezen  Zahlen  und  ihre  Fnnotionen.  Von 
Dr.  Hermann  Hankel,  aasserord entlichem  Professor  an  der  Uni- 
versität Leipzig.  1.  Theil;  Theorie  der  complexen  Zahlen- 
systeme. Leipzig,  Leopold  Voss.  1867. 
Es  ist  eine  ans  der  Qeschichte  der  Mathematik  hinreichend  bekannte 
Thatsache,  dass  die  conseqnente  Entwickelnng  der  Wissenschaft  nicht  selten 
zn  Vorstellungen  oder  Begriffen  nöthigt,  welche  auf  den  ersten  Blick  als 
paradox  oder  als  unmöglich  erscheinen,  wie  z.  B.  der  unendlich  ferne 
einzige  Punkt  einer  Geraden,  das  Negative,  das  Imaginäre  etc.  Anfangs 
werden  solche  Gonsequenzen  mit  einer  gewissen  Scheu  betrachtet ;  erweisen 
sie  sich  aber  als  förderlich,  so  schwinden  nach  lind' nach  die  früheren 
Zweifel  und  machen  einer  praktischen  Geläufigkeit  Platz ,  welcher  gegen- 
über die  anfänglichen  Dunkelheiten  oder  Widersprüche  in  den  Hintergrund 
treten.  Diesen  zwei  Phasen  der  Entwickelnng  folgt  eine  dritte  und  letzte, 
in  welcher  die  eigentliche  Natur  jener  Vorstellungen  und  Begriffe  durch 
eine  fundamentale  Untersuchung  aufgeklärt  und  damit  zugleich  das  Gebiet 
begrenzt  wird,  innerhalb  dessen  sie  ihre  volle  Berechtigung  haben.  Wenn 
nun  von  der  Theorie  der  imaginären  Zahlen  gesagt  werden  kann ,  dass  sie 
die  letzten  Decennien  hindurch  sich  im  zweiten  Stadium  befand,  so  darf 
man  Prof.  HankeTs  Werk,  wovon  bis  jetzt  der  erste  Theil  (200  S.)  vor- 
liegt, unbedenklich  als  dasjenige  bezeichnen,  womit  das  dritte  Stadium 
einen  glücklichen  Anfang  genommen  hat.  Der  Gedankengang  des  Ver- 
fassers ist  folgender.  ^ 

Sowie  es  in  der  Potenzenlehre  unzweifelhaft  feststeht,  dass  die  Gleich- 

1  in-, 

ungen  a"*"  =  —  und  a"  =  ya  gar  nicht  bewiesen  werden  können ,  son- 
dern nur  conventioneile  Bezeichnungen  sind,  wodurch  man  die  formale 

Lileralurztf.  d.  Zeilichr.  f.  Math.  a.  Phys.  XII,  4  -j 
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Einheit  des  Caiculs  sichert,  so  entspringen  auch  die  verschiedenen  Zahlen 
dadurch,  dass  man  zu  Gunsten  jener  Einheit  gewisse  Grundgesetze  fest- 
hält. Zu  den  letzteren  gehören  namentlich  die  Association,  die  Com- 
mutation  und  die  Distribution,  worauf  bereits  Servois  aufmerksam 
gemacht  hat.  Sind  nun  a,  6  ....  irgend  welche  anschauliche  oder  mentale 
Objecte  oder  Relationen  von  Objecten,  so  kann  man  sich  etwa  a  and  b  rein 
begrifflich  und  formal  mit  einander  verknüpft  denken  und  als  Resultat  der 
Verknüpfung  ein  neues  Object  oder  eine  n^ue  Relation  c  ansehen,  welche 
jener  Verknüpfung  gleich  (äquivalent)  ist,  weil  sie  in  allen  Fällen,  wo 
a  und  b  als  verbunden  zu  denken  sind ,  für  a  und  b  eintreten  kann.  Falls 
jene  Verknüpfung  nach  bestimmten  Regeln,  d.  h.  gesetzmässig  geschieht, 
müssen  auch  zwischen  den  Resultaten  verschiedener  Verknüpfungen  ge- 
wisse Beziehungen  stattfinden,  welche  die  Folgen  der  ursprünglich  voraus- 
gesetzten Verbindungen  sind.  [Z.  B.  wenn  c=/*(a,6)  und  y  =  /*(<!,  ^),  so 
muss  auch  eine  Relation  zwischen  6,  /?,  c,  y  existiren.]  Die  Entwickelung 
dieser  neuen  Beziehungen  ist  offenbar  unabhängig  von  der  Natur  der  ver- 
knüpften Objecte,  mithin  Sache  der  reinen  Logik.  Die  Regeln  der  Ver- 
knüpfung von  a  mit  6,  d.  h.  die  mit  a  und  b  vorzunehmenden  Operationen 
können  ganz  willkürlich  gewählt  werden ,  wofern  dieselben  keine  logischen 
Widersprüche  enthalten;  es  würden  aber  trotzdem  noch  unendlich  viele 
Verknüpfungsarteu  übrig  bleiben.  Um  nun  nicht  in  abstruse,  keiner 
anschaulichen  Interpretation  fähige  Operationen  zu  verfallen  ^  nimmt  man 
die  Regeln  der  gemeinen  Arithmetik  und  namentlich  die  vorhin  erwähnten 
Gesetze  zum  Leitfaden,  d.  h.  man  bestimmt  die  formalen  Operationen  so, 
dass  ihre  Resultate  in  die  Resultate  der  gewöhnlichen  Arithmetik  über- 
gehen, sobald  an  die  Stelle  der  mentalen  Objecte  (a,  b)  solche  in  der  An- 
schauung existirende  Objecte  treten,  deren  gegenseitige  Relationen  durch 
gewöhnliche  Zahlen  ausgedrückt  werden.  Dieses  Princip  der  Permanenz 
der  formalen  Gesetze  dient  dem  Verfasser  als  leitende  Maxime,  jedoch 
nur  zur  Definition  der  nothwendigen  und  hinreichenden  Regeln,  soweit 
diese  von  einander  unabhängig  sind.  Andererseits  lässt  sich  der  Verfasser 
dadurch  auch  nicht  allzusehr  beschränken  und  zeigt  später  die  Nothwendig- 
keit,  solche  Operationen  zu  betrachten,  für  welche  nicht  alle  Regeln  der 
arithmetischen  Multiplication  Geltung  behalten. 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  werden  zunächst  die  reellen  Zahlen  und 
darauf  in  Abschnitt  V  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  untersucht. 
Die  Gleichungen 

(«  +  iß)  +  (y  +  iS)^a  +  Y  +  i{ß  +  ö), 
(«  -|-  fß)  (y  +  «^)  ==  «y  +  »«^  +  ißy  -f  iißi 
dienen   hierbei   als  Definitionen  der  Addition   und  Multiplication,   wobei 
sowohl  das  commutative,  als  das  associative  und  das  distributive  Princip 
erfüllt  ist.     Daran  knüpft  sich   die  Frage,    ob    die  Gleichung  j?*  =  — l 
ausser  x  =r^  -|-  i  und  x  =  —  i  noch  andere  Wurzeln  haben  könne ,  welche 
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dann  als  imaginäre  Einheiten  höherer  Art  gelten  mttssten;  der  Verfasser 
kommt  dnrch  eine  aehr  einfache  Betrachtung  zn  dem  Resultate,  däss  +< 
und  —  t  solange  die  einzigen  Wurzeln  sind ,  als  man  die  zur  Permanenz 
der  Operationsgesetze  gehörende  Bedingung  festb&U»  dass  ein  Prodnct  nur 
dann  zu  Null  werden  kann ,  wenn  einer  der  Factoren  verschwindet ,  dass 
aber  das  Fallenlassen  dieser  Bedingung  in  der  That  zu  neuen  imaginären 
Einheiten  führt.  Im  V.  Abschnitt  findet  sich  femer  die  geometrische  Dar- 
stellung der  complexen  Zahlen,  ihre  Anwendung  auf  Geometrie  Überhaupt 
und  eine  sehr  ausführliche  Discussion  der  drei  Methoden  zum  Beweise  des 
Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Der  VI.  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  höheren  complexen  Zahlen 
im  Allgemeinen  und  enthält  u.  A.  die  von  Gauss  versprochene,  aber  nicht 
gegebene  Antwort  auf  die  Frage,  „warum  die  Relationen  zwischen  Dingen, 
die  eine  Mannichfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten ,  nicht 
noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von  Grössen 
liefern  können*^  Der  Verfasser  zeigt  nämlich,  dass  es  bei  hjpercomplexen 
Zahlen  das  Product  ist,  welches  sich  durch  eine  wesentliche  Eigenschaft 
von  dem  Producte  der  gewöhnlichen  algebraischen  Zahlen  unterscheidet. 
Als  Beispiele  hierzu  werden  ein  complexes  System  mit  zwei  Einheiten  und 
ein  commutatives  System  mit  mehreren  Einheiten  betrachtet. 

Abschnitt  VII  enthält  die  Theorie  und  geometrische  Darstellung  der 
alternirendenZahlen.  Unter  den  letzteren  werden  Zahlen  von  den 
Formen  «  =  «i  «i  +  %'i  +....+  fl» *in 

verstanden,   worin  alle  a  und  b  gewöhnliche  Zahlen,  i|,  it....f,i  dagegen 

solche  Einheiten  bezeichnen,  deren  Multiplicationsregeln  in  den  Relationen 

*i  *i  =  0>     *f*t  =  0>.  •  -U*»  =  0, 

«*»»•  =  — »m*ifr 

ausgesprochen  sind.  Als  charakteristische  Eigenschaften  dieser  Zahlen 
seien  erwähnt  aß  =  ^ßtt  (daher  der  Name),  ßß=zO^  mithin  auch 
iß=(^+mß) ß,  wo  m  eine  gewöhnliche  complexe  Zahl  bedeutet.  Aus  der 
letzten  Gleichung  folgt  die  Unbestimmtheit  der  Division;  ist  nämlich  ein 

der  Gleichung  1/)=/ genügendes  ^=7  gefunden,  so  genügt   auch  der 

aUgemeinere  unendlich  vieldeutige  Ausdruck 

Wie  der  Verfasser  zeigt,  gestattet  das  System  der  altemirenden  Zah- 
len sehr  elegante  analytische,  geometrische  und  mechanische  Anwendungen, 
z.  B.  auf  die  Zerlegung  der  Determinanten  in  Producte,  auf  die  Strecken- 
producte  (Parallelogrammflächen),  Kräftepaare  u.  s.  w.  Einen  Theil  dieser 
Anwendungen  hat  früher  schon  Grassmann  bemerkt  und  das  Product 
zweier  altemirenden  Zahlen  als  „äusseres  Product'*  bezeichnet. 
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Ein  ganz  besonderes  Verdienst  dttrfte  sich  der  Verfasser  durch  die  in 
den  Abschnitten  VIII  und  IX  gegebene  Theorie  und  geometrische 
Darstellung  der  Quaternionen  erworben  haben;  denn  es  ist  diese 
durch  Hamilton  begründete  und  vieler  fruchtbarer  Anwendungen  fähige 
Lehre  in  Deutschland  noch  ziemlich  unbekannt,  was  freilich  in  der  überaus 
weitschweifigen  und  abstrusen  Darstellung  Hamilton'  s  seinen  Erklänmgsr 
grund  finden  mag.  Der  Verfasser  definirt  (etwas  allgemeiner  als  Hamil- 
ton) die  Quaternion  als  eine  Zahl  von  der  Form 

i  =  iPo  +  ^th  +  ^th  +  ^Z  *8» 
worin  otq,  x^^  o*,,  x^  reelle  oder  gewöhnliche  complexe  Zahlen,  i^^  i«,  t,  drei 
Einheiten  bezeichnen,  für  deren  Multiplication  die  Fundamentalgleichungen 
gelten  i,ij  =  — i,     t,i,  =  — -i,     »,*,  =  — i, 

*i  «t  =  «f 
Durch   Anwendung   des    associativen   Princips   ergiebt  sich  hieraus   fol- 
gendes System  von  Gleichungen  zar  Reduction  der  Einheitenproducte 

«1«1  =  — l,       «,l,  =  — 1,       i,i,r=  — 1, 
*l«f=  +  »8l      *»*S=  +  *I,       «8*1  =+«1» 

'«*!= *S1        *8*1  =  —  *P        *i«8=—  *t» 

»l*t*«=*t*8»l=*8«l«l=  +    1» 

hhh=  4*1  *8  =  hhh  =  —  1. 
Mit  Hülfe  dieser  Relationen  gelangt  man  sofort  zu  dem  Hauptsatze,  dass 
das  Product  zweier  Quaternionen 

«=  «0  +  «1  «I  +  ««4 +  «3»8 

wieder  eine  Quaternion  ist,  nämlich 
worin  Cq,  c,,  c„  Cj  folgende  Werthe  haben: 

Co  =  «0*0 ^l  *1 «2^2  —  08  ^8» 

c,  =  a^bf  +  «1  6o  +  0,63  —  Oj*,, 

c,  =  a^6j  —  «I  ^3  +  «2  *o  +  ^8  *i» 

^8  =  ^0*8  +  01*2  —  ^2  *i  +  <»s  V 

Hierauf  gründet  sich   nun   der  Algorithmus  der  Quaternionen,   welcher 

o 

mancherlei  Eigenthümlichkeiten  bietet.  So  ist  z.  B.  die  Division  ~  im  All- 
gemeinen eindeutig,  wird  aber  in  dem  speciellen  Falle  «o*+<"'i*+<'t*+«8'=^ 
unbestimmt,  wie  es  bei  dem  reellen  a  und  ß  der  Quotient  -  gleichfalls   ist, 

wenn  a  verschwindet.  Eine  Folge  dieser  Eigenschaft  der  Division  ist  u.  A. 
die  etwas  paradoxe  Erscheinung ,  dass  die  Gleichung  |*  =  —  1,  ausser 
$^=  ff,  ij,  13  noch  unendlich  viele  Wurzeln  besitzt;  letztere  sind  von  der 
Form 

j  =  i,  cos  «1  +  «1  cesof  +  »,  cos a„ 
wobei  «1,  a„  a,  der  Gleichung  cos^dt  +  co**a,  +  co«*a,=  l  genügen  müssen. 
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also  die  Kichtnngswinkel  einer  Geraden  im  Räume  bedeuten,  aber  auch 
allgemein  complexe  '^Zablen  sein  können.  Eine  Reibe,  geometriscber, 
namentlich  die  Sphärik  betreffender  Anwendungen  der  Quatemionen  be- 
schliesst  diese  Untersucbungen. 

Wie  man  ans  dieser  Inhaltsgabe  ersehen  wird ,  enthält  das  voiliegende 
Werk  auf  kleinem  Räume  ausserordentlich  yiel  des  Neuen  und  Interessan- 
ten. Die  Darstellung  ist  selbst  in  den  abstractesten,  mehr  philosophischen 
als  mathematischen  Partieen  der  Schrift  durchaus  klar  und  von  einer  ge- 
wissen Eleganz;  auch  dürfte  die  Mitte  zwischen  lakonischer  Etlrze  und 
redseliger  Breite  gltlcklich  innegehalten  sein.  Besondere  Anerkennung 
verdient  noch  die  Sorgfalt,  womit  die  Geschichte  und  die  Literatur  jeder 
einzelnen  Lehre  behandelt  sind. 

In  der  Vorrede  stellt  der  Verfasser  das  Erscheinen  eines  zweiten 
Theiles  in  Aussicht,  welcher  die  Theorie  der  Functionen  complexer 
Variabein  enthalten  soll  und  zwar  ausser  den  Grundlehren,  demDirichl  e  t- 
schen  Principe  etc.  besonders  die  Theorie  der  Integrale  mit  complexen 
Integrationswegen,  die  hypergeometrisehe  Reihe,  die  elliptischen  und  uhra- 
elliptisohen  Functionen ,  sowie  endlicb  die  Functionen  von  Quatemionen. 
Referent  kann  nur  wünschen,  dass  der  Verfasser  diesen  Plan  möglichst  bald 
zur  Ausführung  bringen  möge. 

SOHIiÖMII^CH. 


Notiz. 

Die  bisher  von  Prof.  Tortolini  in  Rom  herausgegebenen  Annäli  dt 
maiematica  pura  ed  applicata  werden  seit  1.  Januar  von  den  Herren  Prof. 
F.  Brioschi  und  Prof.  CLCremona  redigirt  und  erscheinen  in  zwang- 
losen Heften  zu  Mailand  (Druckerei  von  F.  Zanetti,  m  c/e/  Senato^  26). 
Bei  der  hohen  Bedeutung,  welche  den  Arbeiten  der  gegenwärtigen  italieni- 
schen Mathematiker  zukommt,  dürfte  diese  Notiz  unseren  Lesern  von 
Interesse  sein ;  zugleich  wünschen  wir  den  neuen  Annali  dt  maiematica  ein 
fröhliches  Gedeihen. 

Die  Bedaction. 
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Recensionen. 

Oenvret  de  Oerbert  coli,  sur  les  manuscrils,  prSced.  de  sa  biographie^  suiv. 
de  noies  critiques  et  hisioriques  par  A.  Olleris.  Clermont-F^.  Paris 
1867,  CCV,  607. 

Wie  die  Stadt  Anrillac  dem  dort  oder  in  der  dortigen  Umgegend  ge- 
borenen Gerbert,  späteren  Papst  Silvester  IL,  eine  Statue,  so  wollte  die 
Akademie  der  Wissenschaften  und  Künste  in  Clermont-Ferrand  demselben 
durch  die  Herausgabe  seiner  sämmtlichen  Werke  ein  Denkmal  setzen, 
sowohl  um  bessere  Kenntniss  von  einem  der  bomerkenswerthesten  Männer 
der  Auyergne  zu  verschaffen,  als  auch  zur  Geschichte  der  Wissenschaften, 
des  Staates  und  der  Kirche  einen  nützlichen  Beitrag  zu  liefern.  So  be- 
ginnt das  Vorwort  des  Herrn  Olleris,  dem  der  Auftrag  gegeben  wurde, 
dieses  Denkmal  herzustellen. 

Es  muss  den  Geschichtskundigen  überlassen  werden ,  zu  beurtheilen, 
in  welchem  Grade  die  ausführliche  Biographie  (p.  XVII — CCV),  die  auf 
p.  XXIV— XXXI  auch  einen  Ueberblick  über  den  Stand  dei*  Studien  in 
Frankreich  im  10.  Jahrhundert  giebt,  dem  zuerst  genannten  Zweck  ent- 
spricht; hier  kann  von  der  sehr  anziehend  geschriebenen  Arbeit  nur  Das 
in  Betracht  kommen,  was  von  den  mathematischen  Leistungen  Gerbert*s 
angegeben  wird.  Dabei  muss  im  Voraus  bemerkt  werden,  dass  Herr 
Olleris  selbst  kein  Mathematiker  ist,  sondern  sich  an  die  Ergebnisse 
der  Arbeiten  von  Chasles  hält,  den  er  mit  Recht  als  den  besten 
Gewährsmann  hierin  ansieht,  und  dass  er,  soweit  die  Werke  Gerbert's 
selbst  mathematische  Kenntnisse  erfordern,  die  Hülfe  des  Herrn  Bourget, 
Professors  der  Mathematik  an  der  Facultät  der  Wissenschaften  in  Cler- 
mont,  zur  Seite  hatte.  Uebrigens  hat  Herr  Olleris  auch  die  Leistungen 
von  H.  Martin  und  Cantor  in  Betracht  gezogen  und  selbst  das  Schrift- 
chen des  Keferenten  ist  ihm  nicht  entgangen,  so  dass  er  ohne  Zweifel  auch 
die  Aufsätze ,  welche  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von 
Schlömilch  im  IX.  und  X.  Band  stehen,  insbesondere  IX,  S.  145 — 166, 
berücksichtigt  und  erwähnt  haben  würde,  wenn  sie  ihm  zu  Gesicht  ge- 
kommen wären.     Dazu  kommt,  dass  Herr  Olleris  von  Chasles  (S.  576 

LileraUrxlg*.  d.  Zeilsrhr.  f.  Math.  u.  Phys.  XU,  b  g 


70        •  Literatarzeitung. 

nnd  583)  und  von  S^dillot  (S.  580 — 581)  schriftlicbe,  bis  dahin  noch  nicht 
veröffentlichte  Mittheilungen  erhielt,  die  von  grösstem  Interesse  sind. 
Wenn  also  Herr  Olleris  selbst  nicht  eigentlich  als  Theilnehmer  an  den 
fraglichen  Untersuchungen  auftritt,  so  verdankt  man  seinem  Fleisse  doch 
sehr  gute  Znsammenstellungen  und  werthvolle  Beiträge. 

Von  den  Behauptungen  nun,  denen  Olleris  beipflichtet,  ist  die  an 
bestreiten,  die  er  p.  XLI  ausspricht:  C*esl  ä  lui  (ßerberl)  et  non  pomt  aux 
Arabes^  que  VEurope  doii  son  systime  et  ses  signes  de  numSration  (vgl.  p.  CGI). 
Für  das  System  unserer  Numeration  ist  die  Null  das  wesentlichste 
Merkmal,  und  diese  kannte  6  er  her  t  nicht  (s.  p.  XXXV).  Er  selbst 
schrieb  alle  Zahlen  mit  den  römischen  Zahlzeichen  und  man  kann  ihm 
also  nicht  verdanken,  was  er  selbst  nicht  kannte.  Unsere  Numeration 
geht  ohne  Zweifel  auf  AlkhÄrizmt  zurttck,  dessen  Werk  im  Beginn  des 

12.  Jahrhunderts  durch  Schriften,  wie  die  des  Johann  von  Sevilla,  im 
christlichen  Abendland  bekannt  wurde  und  dessen  Name  als  Algorismas 
die  Bezeichnung  für  das  neue  Verfahren  wurde,  das  im  Liber  abbaci  des 
Leonardo  von  Pisa  in  vorzüglicher  Weise  dargelegt,  von  Anfang  des 

13.  Jahrhunderts  an  alle  anderen  Bechnungsweisen  verdrängte. 

Es  bleibt  für  Gerb ert  nur  derBuhm,  das  Rechnen  mit  Colnm- 
nen  im  Abendland  zur  Geltung  gebracht  und  Gobarziffern  vor  ihrer 
Verwendung  zum  Anschreiben  von  Zahlen  zur  Erleichterung  des  Mal- 
tiplicirens  und  Dividirens  verwerthet  zu  haben.  Diese  Ziffern  selbst  hat 
er  nach  Chasles  der  Geometrie  des  Boetius  entnommen,  und  wäre  dem 
so,  so  würden  wir  sie  dem  Boetius  und  nicht  dem  Gerbert  in  erster 
Reihe  zu  verdanken  haben.  Gerb  ert  selbst  giebt  uns  als  die  Qnelle, 
aus  der  er  schöpfte,  das  Werk  des  Spaniers  Joseph  an  die  Hand. 
Ohne  Zweifel  war  das  Werk  lateinisch  geschrieben;  aber,  da  es  in 
Spanien  entstand  (vergl.  Olleris,  S.  514,  Note  zum  55. Brief),  sicherlich 
nicht  ganz  unabhängig  von  Dem,  was  bei  den  Arabern  seit  anderthalb 
Jahrhunderten  zum  mindesten  bekannt  war.  Ob  in  demselben  die  Gobar- 
ziffern enthalten  waren  oder  nicht,  ist  nicht  von  besonderem  Belang; 
Gerb  ert  konnte  diese  auf  den  verschiedensten  Wegen  kennen  gelernt 
oder  ihre  Kenntniss  sich  verschafft  haben,  nachdem  er,  schwerlich  ohne 
Kunde  von  Dem,  was  die  Araber  gebrauchten,  auf  die  Verwendung  be* 
sonderer  Zahlzeichen  gekommen  war.  Da  er  Arabisch  nicht  verstand ,  so 
Hess  er  die  Namen  bei  Seite  und  benutzte  nur  die  Ziffern.  Seinen 
Schülern  dagegen  erschienen  bald  auch  die  Namen  so  viel  werth,  dass  sie 
dieselben  aufführten,  ja  beim  Rechnen  selbst  verwendeten.  Aber  selbst 
die  allgemeinsten  Beziehungen  zu  den  Arabern  glaubt  man  nicht  zu 
bedürfen,  da  in  2  Mss.  in  Ghartres  und  in  Erlangen  (ersteres  aus  dem  Ende 
des  10.  Jahrhunderts,  nach  Olleris,  p.  XXXVI)  die  ächte  Geometrie  des 
Boetius  vorliege,  aus  der  Ger  her  t  die  Zahlzeichen,  wie  das  Rechnen 
mit  Columnen  habe  entnehmen  können. 
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Es  ist  hier  nicbt  der  Ort«  die  Gründe  anzugebeD ,  welcbe  gegen  die 
Aechtheit  dieser  Geometrie  bestehen;  nur  weil  auch  Olleris  die  selt- 
samen Namen"^)  der  Ziffern  nicht  für  acht  hält  (S.  XXXVI  und 
S.  578 — 582),  sondern  als  später,  etwa  im  12.  Jahrhundert,  erst  beigeschrie- 
ben, muss  bemerkt  werden,  dass  Eeferent  wenigstens  im  Erlanger  Ms. 
keine  Anaeichen  fand,  dass  die  Namen  später,  als  der  übrige  Theil 
derAbacostafel  geschrieben  wurden  und  dass  er  nirgends  bis  jetzt  las,  dass 
ein  veränderter  Schriftsug  oder  eine  andere  Tinte  die  Vermuthung  be- 
gründete, dass  man  es  mit  einem  um  mindestens  ein  Jahrhundert  späte- 
ren Zusatz  zu  thun  hat  Cantor  (Math.  Beiträge  S.  249)  hält  dafür,  dass 
die  Namen  Tom  Abschreiber  (vergl.  ibid.  S.  233)  in  ihm  selbst  nur 
halbwegs  Terständlicher  Weise  zugefügt  wurden.  Dies  scheint  nun  demEe- 
ferenten  bereits  von  demVerfasser  jener  Geometrie  geschehen  zu  sein,  der 
an  die  Uebersetzung  des  Euclid  von  Boetius,  oder  an  ein  Stück  davon, 
sein  anderes  Wissen  noch  anreihte ,  ohne  dass  er  deswegen  ein  faussaire 
audadcux  zu  sein  braucht,  wie  Martin  {Anndli  di  matem,  pubhU  da  B,  Tor» 
iolini.  T.  V.  1863.  S.  304)  meint.  Blossen  Yermuthungen  steht  also  die 
grösste  Wahrscheinlichkeit  gegenüber,  dass  diese  Namen  so  alt 
sind,  als  die  Mss.  in  Ghartres  und  Erlangen  und  wenn  S^dillot, 
der  sie  aus  dem  Arabischen  ableitet.  Recht  behält,  wird  man  sagen 
müssen,  dass  am  Ende  des  10.  Jahrhunderts  oder  am  Anfang  des  11.  die 
arabischen  Namen  und  Zeichen  der  Zahlen  im  christlichen  Abendland 
bereits  bekannt  waren,  wenn  auch  beide  zum  Theil  in  seltsamen  Ver- 
unstaltungen. Wenn  Referent  also  den  Ruhm  Gerbert  nicht  beilegen 
kann,  dass  er  unser  jetziges  Rechensystem  zuerst  einführte,  so  bleiben 
demselben  doch  noch  vielfache  Verdienste,  die  Olleris  8. XL — XLII  und 
S.  CXCIX— CCI  in  bester  Weise  dargelegt  hat. 

Das  erste,  was  Olleris  von  Gerbert's  eigenen  Werken  giebt,  sind 
dessen  Briefe,  von  denen  der  155.  und  176.  nach  Olleris  zum  ersten 
Mal  gedruckt  sind.  Mit  welchem  Fleiss  Olleris  dieselben  sammelte, 
dafür  sind  besonders  ausser  den  genannten,  noch  1,  179,  103,  100,  216,  218, 
220,  222  —  224  Beweise.  ,  Durch  ein  Versehen  ist  die  Zahl  58  ausgefallen, 
von  der  auch  S.  514  keine  Erwähnung  geschieht.  Ebenso  scheint  ein 
Versehen  darin  zu  liegen,  dass  S.  523  die  Briefe  vom  80.  bis  117.  zusammen- 
gefasst  werden,  während  die  Noten  bis  zum  124.  reichen  und  dass  S.  520 
die  Briefe  118 — 148  genannt  sind,  während  die  Noten  mit  dem  125.  be- 
ginnen. 

Von  den  reichhaltigen  Noten,  die  von  S.  483—562  gegeben  sind,  und 
die  so  viel  als  möglich  die  Gründe  angeben,  die  Olleris  zu  einer  neuen 
Ordnung   der  Briefe  bestimmten,  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  sie 


*)  8.  XXXYI  steht  Termas  an  der  Stelle  von  Caltis  oder  Calctis,  und 
von  Sipos  fehlt  Namen  und  Zeichen.    Vergl.  S.  348. 
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S,  489  —  497  auch  den  Index  manuscriplorum  codicum  Bobiensis  coenobii  ent^ 
halten,  der,  obwohl  unvollstfindig,  doch  einen  interessanten  Ueberblick 
über  die  Lectiire  giebt,  die  damals  möglich  war.  In  demselben  ist  S.  493 
nur  ein  Buch  des  Boetius  (alierum)  über  Astronomie  erwähnt,  und  wenn 
dies  allerdings  wieder  aus  mehreren  Büchern  könnte  bestanden  haben,  so 
liegt  doch  die  Vermuthung  nahe  ,  dass  im  76.  Brief  die  VIII  Volumina  nicht 
alle  aufBeetius  bezogen  werden  dürfen,  wie  es  z.  B.  Cantor  thut  in 
den  mathematischen  Beitrügen  S.  183  und  308.  Olleris  hält  mit  Recht 
diese  Stelle  für  corrupt. 

Im  124.  Briefe  folgt  Olleris  dem  cod.  54  in  Leyden,  s.  XI  (p.  IX  der 
praefatio)  und  schreibt  de  numero  Z>'»«'^<»,  wogegen  zwei  Bedenken  be- 
stehen: 1)  ist  die  Schreibweise  2>***^''*'  eine  ungewöhnliche  für  X,  und 
es  ist  die  Frage,  ob  eine  zweite  solche  Stelle,  oder  eine  ähnliche,  wie 
ffnoHus  f(j|,  jj^  gjch  finden  lässt;  2)  ist  der  Sinn  ganz  unklar.  Denn,  wenn 
se  meliri  nicht  „Primzahl  sein*'  bedeutet,  sondern  „sein  eigener  Theiler 
sein*',  dann  sieht  man  nicht  ein,  wie  Gerbert  am  Beispiel  von  4  erklären 
muss,  was  Remigius  an  der  Zahl  10  gut  verstanden  hat.  Olleris  giebt 
nicht  an,  wie  er  den  Sinn  dieser  Stelle  sich  denkt.  Was  Referent  vor- 
schlug, ist  nicht  1,  sondern  P  (=:primo)  und  scheint  demselben  noch  immer 
das  Richtige  und  der  Zusatz  von  enario  zu  D  nur  ein  Versuch,  das  un- 
verständliche D  zu  erklären. 

Bezüglich  des  208.  Briefes  hat  Olleris  Recht,  wenn  er  S.  504  gegen 
die  Ansicht  Martin 's  sich  ausspricht,  dass  Otto  in  diesem  Brief  ein 
Buch  über  Arithmetik  von  Gerbert  verlangte.  Er  bittet  um  Unterricht 
über  dasselbe  oder  um  Erklärung  desselben,  das  er  aller  Wahrscheinlich- 
keit nach  bereits  hat,  und  zwar  durch  Gerbe rt  erhalten  hat.  Denn  dies 
scheint  gleichwohl  als  eine  Thatsache  bestehen  zu  bleiben.  Das  Gedicht, 
welches  Olleris  S.  294 — 295  mittheilt,  ist  nach  der  Ueberschrift  an  einem 
hWd  (imagß)  des  Boetius  angebracht  gewesen.  Olleris  denkt  (S.CLXV) 
dabei  an  eine  Büste  oder  ein  Portrait.  Könnte  es  nicht  das  Titelbild  zu 
«rnem  Exemplar  der  Arithmetik  des  Boetius  gewesen  sein,  das  Gerbert 
an  Otto  sendete?  Ein  solches  Exemplar,  zwar  ohne  Titelbild,  aber  sonst 
aufs  Schönste  ausgestattet,  glaubt  Referent  aus  der  Bamberger  Bibliothek 
kennen  gelernt  zu  haben  und  die  N.  Jahrb.  f.  Phil.  u.  Päd.  werden  diese 
Verse  bringen,  die  dort  sich  finden  und  höchst  wahrscheinlich  von  Ger- 
bert herrühren,  wie  es  von  einem  Theil  derselben  bereits  Weber  im 
Programm  von  Cassel  1847  S.  15,  Note  33  angenommen  hat 

Von  den  Abhandlungen  Gerbert^s  ist  hier  zunächst  die  Regula  de 
abaco  computi  {S,  311  —  348)  zu  erwähnen.  Sie  ist  zum  ersten  Mal  ge- 
druckt, und  nach  Olleris*  Ansicht  der  liber^  den  Gerbert  in  seinem 
Briefe  an  Constantin  erwähnt.  Referent  hat  in  seinem  Schriftchen 
über  Gerbert  S.  53 — 54  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  unter  diesem 
liber  ein  eigenes  Werk  von  Gerbe  rt  selbst  gemeint  sei,  und   in   der 
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Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  X,  S.  278  hat  er  nnr  die  Möglichkeit  zu- 
gegeben, dass  auch  das  Werk  des  Joseph  könnte  gemeint  sein.  Was 
spricht  nun  dafür,  dass  wirklich  eine  Arbeit  Gerbert 's  wieder  auf- 
gefanden  ist? 

Olleris  sagt  S.  582,  dass  der  cod.  Keg,  Yat.  n.  1001  anf  dem  ersten 
Blatt  die  Aufschrift  Gerber li  Regula  de  abaco  compuli*)  trägt,  dass  aber  die 
Regula  erst  auf  das  XV.  Capitel  des  Libellus  an  Constantin  folgt. 
Also  kann  der  Titel  auch  nur  auf  diese  Schrift  bezogen  worden  sein,  der 
man  dann  Aehnliches  noch  beifügte.  Die  äusseren  Gründe  für  G er- 
be rt's  Autorschaft  sind  also  nicht  viel  von  Belang;  die  inneren  sind  ge- 
wichtiger. Die  Begeln  über  die  Multiplication  S.  311 — 324  sind  die 
nämlichen,  wie  im  Libellus  S.  349 — 351,  nur  ausführlicher.  Man  könnte 
daran  Anstoss  nehmen ,  dass  im  Libellus  die  Multiplication  von  singuluris 
per  singularem  aufgenommen  ist,  in  der  Regula  dagegen  fehlt;  allein  eben 
diese  Multiplication ,  das  einfache  Einmaleins  bildet  die  nothwendige 
Voraussetzung  für  die  gegebenen  Regeln,  da  ja  eben  an  diesen  Pro- 
ducten  die  digiti  und  die  articuU  unterschieden  werden ,  und  von  jeden  nur 
angegeben  wird,  an  welche  Stelle  sie  zu  kommen  haben.  Die  Regeln  über 
die  Division  zeigen  die  Gleichheit  im  minderen  Grade,  aber  doch  eine 
solche  Aehnlichkeit,  dass  ganz  auf  sie  passt,  was  Gerbert  im  Brief  an 
Constantin  sagt:  quaedam^  repetila  memoria^  eisdem  verbis  proferimus^ 
quaedam  eisdem  senieniiis.  Das  Hauptgewicht  legt  aber  Referent  auf  die 
Stelle  nach  den  Regeln  über  die  Multiplication  (S  324):  Secundum  dis- 
positionem  numerorum Abaci  non  polest haec  multipUcatio  ulterius **}  progredu 
Si  quis  autem  velit  in  infinilum  prolendere  ipsam  normam  jibaci,  ad  formam 
hui  US  dis  positionis  possunl  et  praetnissi  numeri  et  residui  in  infinitum  muU 
tiplicari.  Hierin  liegt  eine  so  deutliche  Anspielung  auf  die  27  Abthei- 
lungen, die  der  Abacus  Gerbert*s  hatte  (von  W  bis  10**),  dass  nicht  leicht 
ein  Anderer  als  Verfasser  dieses  Abschnittes  [S.  311  —  320,  Z.  5  v.  u.*^*)] 
kann  angenommen  werden,  als  Ger  her t.  Es  müsste  denn  auch  dies 
schon  in  der  Schrift  des  Joseph  enthalten  gewesen  sein,  und  dann  Ger^ 
b er t  kein  anderes  Verdienst  bleiben,  als  das,  was  Andefegefunden 
hatten,  eifrig  betrieben  und  zum  Gegenstand  der  Arbeit  Anderer  gemacht 
zu  haben. 

Aber  nur  das  Genannte  kann  Gerbert  zugeschrieben  werden,  nicht 
mehr  das,  was  S.  820,  Z.  4  v.  u.  bis  S.  348  noch  als  ein  Theil  der  Regula 


*)  Der  Znsatz  comptUi  scheint  diesen  Abacns  von  dem  zu  geometrischen  Fi- 
guren benntzten  unterscheiden  zu  sollen.  Liegt  darin  nicht  eine  Andeutung,  dass 
man  im  11.  Jahrhundert  die  Sache  als  etwas  Neues  ansah? 

**)  Das  letzte  Product  lautet  in  unserer  Weise  ausgedrückt:  n.  10". 6. 10'* 
=  c.lO"+if.lO«*,  wennfl6  =  10c+Ä 

***)  S.  320,  Z.  7  y.  u.  muss  es  statt  ad  qua  ultra  heissen  et  ultra  ad  quartas. 
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von  OUeris  abgedruckt  ist.  Chasles  zwar  findet  (S.  503)  In  der  im 
Folgenden  stattfindenden  Beiziebung  der  Brücbe  einen  Grand  für  die 
Antorscbaft  Oerbert's,  weil  im  Libellns  nur  von  ganzen  Zablen  die 
Rede  ist  und  Gerbert  sieb  gewiss  aacb  mit  den  Brücben  befasste.  Aber 
würde  Bernelinas  für  die  Minutien  die  Arbeit  des  Victorias  benutzt 
baben,  wenn  Gerbert  davon  gehandelt  hätte?  Lassen  sich  die  Harken 
ans  Hörn  anf  andere  Ziffern,  als  die  Gobarziffern  für  die  ganzen 
Zahlen  deaten?  Kann  man  dabei  auch  an  die  römischen  Brachzeichen 
denken?  Alles,  was  wir  von  Gerbert's  Abacus  bei  Richer  lesen, 
berechtigt  allein  zur  Annahme,  dass  Gerbert  auf  diesem  das  Multipli- 
ciren  und  Dividiren  mit  ganzen  Zahlen  betrieb*).  Wie  seine  Schüler 
die  Minutien  beizogen,  glaubt  Referent  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phjs.X, 
S*  269 — 270  gezeigt  zu  haben. 

Dass  S.  320  Z.  4  v.  u.  eine  neue  Arbeit  beginnt,  die  bis  S.  333  Z.  2 
V.  0.  reicht,  zeigt  sich  schon  äusserlich  durch  die  Capitelnummerl,  der 
noch  II  bis  IX  folgen,  wenn  man  nur  auf  das  achtet,  was  OUeris  durch 
den  Druck  hervorgehoben  hat.  Es  ist  aber  unzweifelhaft,  dass  im  Folgen- 
den noch  andere  Capitelnummern  enthalten  sind,  nftmlich  XIY 
auf  S.  320  in  der  Mitte,  wobei  zugleich  deutlich  hervortritt,  dass  die 
Arbeit  nur  verstümmelt  erhalten  ist,  XV  auf  derselben  Seite  unten, 
C.  XV.  II,  d.  h.  zweiter  Paragraph  des  15.  Capitels  in  dem  CXVII  auf 
S.  330  in  der  Mitte,  XVI  auf  eben  dieser  Seite  etwas  nach  der  Mitte,  XVII 
in  dem  VIII  auf  derselben  Seite,  Z.  4  v.  u.,  XX  auf  S.  331  ein  wenig  nach 
der  Mitte,  XXI  auf  S.  332  Z.  2  v.  o.  An  letzteres  Capitel  schliesst  sich  in 
bester  Weise  der  Abschnitt  an ,  der  durch  die  Aufschrift  Batio  de  limace 
von  dem  Vorhergehenden  getrennt  ist ,  die  wahrscheinlich  vom  Rand  erst 
in  den  Text  kam.  Diese  Aufgabe  ist  die  erste  unter  den  Aufgaben 
Alcuin*8.  Ob  sie  nun  dieser  Sammlung  entlehnt  ist,  oder  umgekehrt  die 
dem  Alcttin  zugeschriebene  Sammlung  die  spätere  ist,  mag  hier  dahin 
gestellt  bleiben. 

Dass  aber  die  erwähnte  Arbeit  nicht  von  Gerbert,  sondern  von 
einem  Schüler  Gerbert's  herrührt,  begründet  Referent  mit  der  Aehn* 
lichkeit,  welche  dieselbe  mit  der  Arbeit  hat,  die  der  cod.  lat.  mon.  14680, 
ehemals  Emraer,  G.  LXXIII  von  f.  121^  bis  127*  enthält,  und  die  sich  gerade* 
zu  als  eine  Arbeit  aus  der  Schule  Gerbert's  bezeichnet^.  Referent  bat 
diese  Arbeit  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  X,  S.  242.  mit  A^  bezeichnet 
und  S.  250  und  260  darüber  sich  ausgesprochen. 

*)  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  Gerbert  nicht  sehr  viel  mit  Brüchen  gerechnet 
haben  kann,  aber  er  that  dies  in  der  Weise  des  Victorias,  d.h.  ohne  Beisiehnag 
des  Abacns. 

**)  Exi(fU  a  me  figurßs  tt  mwneros  abaciy  quos  noitrii  temporibu»  G.  (Oerbertus)^ 
vir  praecipiä  ingenü  et  nosiris  Galiis  restiiuil ,  (um  litteris  ipse  mandnwi.  Sed  quod 
illie  succinctum  atque  compendiose  praecipUur,  isiic  expediam  quasi  catamo  leviore. 


Literatorzeitung.  75 


Was  nun  S*  333  bis  345  steht,  ist  dasselbe,  was  Keferent  ib.  mit  A^ 
bezeichnet  hat,  und  worüber  er  ib.  S.  243  and  273  sich  geäussert  hat;  nur 
fehlen  bei  Olleris  S.  334  die  Producte  der  sescuncia  in  sextaniem  bis  in 
assentj  die  im  cod.  mon.  14680  f.  64^  stehen.  Auch  fehlt  die  auf  S.  338  unten 
und  342  oben  erwähnte  prima  pagina  huius  libelli,  die  Heferent  ib.  S.  273 
in  der  Anmerkung  aus  dem  cod.  lat.  mon:  14836  f.  112'  im  Auszug  mittheilte. 
Vielleicht  ist  die  von  Olleris  S.  346 — 348  gegebene  Tabelle  diese  pagina 
und  nur  in  der  Abschrift  ans  Ende  gerathen;  doch  kann  sie  ebenso  gut  aus 
einem  ähnlichen  Werk  genommen  sein.  Der  letzte  Abschnitt  nämlich  auf 
S.  345*)  steht  auch  im  cod.  lat.  mon,  14689  f.  68**  unmittelbar  nach  der  vor- 
stehenden Arbeit,  und  auch  die  erste  Tabelle  auf  S.  346  findet  sich  eben- 
daselbst, aber  es  steht  noch  weiter  folgender  Text  dabei:  MuUiplicalis  in  se 
quadrante  ei  asse  vel  assibus  facile  est  quariam  eorum^  qui  muUiplicatur 
{mültipUcant'i)  unam  eis  addere  ei  sie  ieiragonum  erigerCj  posiium  perficere 
[(a  +  ^)*=  (J)*+ya  +  a*+ia].  Sed  quarias  duas  mültiplicaniium^  asse 
vel  assibus  in  se  eum  semisse  in  se  muUiplicaiis^  idem  esi^  quod  semis  eorundem  eis 
addere,  [sie  ei  ille  ceieri]  {ei  sie?)  posiium  ieiragonum  adimplere  [(a+ J)'  = 
=  «•+ ^a+ (^)*+ ^a].  Dodrantis  auiem  ires  quarias  idem  esi,  quod 
mcdiam  ei  quariam.  [{a  + 1)»=  «•+  (^  +  j)a  +  (|)*+  (4  +  ^)a].  Trieni 
quoque  cum  asse  vel  assibus  multiplicaius  muliiplicaniium,  non  muUiplicaiorum^ 
iereiam  querii,  ui  ieiragonizei  [(a  +  i)'=  ({)'+ Ja  +  «'+ Ja].  Sed  acuie 
observandum  esi,  w/,  quotlibei  asses  processerini  [==  praecesserini?\  ioiiens 
ponaniur  irientes  ei  Herum  iotidem,  deinde  unus  iantum  irieniis  triens,  ad  uliimum 
müliiplicaiio  assium.  [a.  J  +  a.J  +  J.i  +  a,a].  Eadem  regüla  esi  de  bisse  ei  de 
aliis  Omnibus, 

Dann  folgen  auf  f.  69*  unter  der  Ueberschrift  Racio  ponendum  (/.  pon- 
derum)  die  Reductionszahlen  der  unciae  und  minuiiae  in  einer  Weise,  dass  die 
Aehnlichkeit  mit  der  Tabelle,  die  Olleris  S.  346—348  giebt,  nicht  ver- 
kannt werden  kann'^*).  Darauf  heisst  es:  Ideo  hos  numeros  scripulorum 
cuique  minuiiae  annoiavi,  aui  (/.  ti/)  si  nescieris,  quola  pars  quaeque  assis  exisiai^ 


*)  Zeile  6  ▼•  u.  mtiss  es  statt  asiium  i»  (sie)  gxd  minutias  praecedü  heissen :  assium 
in  «tf,  qui  mintäias  praecedunt.  Der  Münchnor  Codex  hat  a  ei  9  in  seq  ndnuliat 
praecedtmt. 

**)  Olleris  giebt  diese  Tabelle,  wie  sie  handschriftlich  vorlag,  mit  allen  Za- 
thaten,  wie  z.  B.  den  Gobarziffern  mit  ibren  Namen  (348)  und  einer  Rand- 
bemerkung (347).  Es  wäre  gnt  gewesen,  wenn  Olleris  dieselbe  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Einfachheit  hergestellt  und  die  Zusätse  der  Handschrift  in  Anmerkungen  bei- 
gefügt hätte ;  denn  so,  wie  sie  jetzt  gedruckt  ist,  tritt  es  wenig  hervor,  dass  asy 
detmx  u.  s.  w.  zuerst  auf  die  imeia,  dann  den  scripuluSf  drittens  auf  die  sextula  redacirt 
sind  und  die  Benennungen,  deren  Werth  kleiner  als  der  der  uncia  ist,  weiter  auf  die 
siliqua.  Ob  die  Reduction  auf  den  obolus  schon  ursprünglich  geschrieben  war,  ist 
nicht  abzusehen;  die  griechischen  Zahlzeichen  und  die  Erwähnung  des  soUdus 
sind  höchst  wahrscheinlich  späterer  Zusatz. 
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facile  videre  possis  ex  annotando  numero.     Si  nescieris^  quoia  pars  sicilicus  sii 
assiSy  vide^  quoia  pars  sil  senarius  ex  CCLXXXVIII  et  iola  pars  sicilicus  assis. 

In  welchem  Zusammenhang  dies  Alles  mit  der  vorhergehenden  Arbeit 
steht,  ist  nicht  angedeutet  und  schwer  zn  sagen.  Es  scheint  eben  in  den 
Codices  zusammengeschrieben  worden  zu  sein,  was  ungefähr  von  Aehn- 
lichem  handelte  und  so  wird  man  der  Wahrheit  am  nächsten  kommen,  wenn 
man  das,  was  Olleris  von  S.  311 — 348  giebt,  in  folgende  Stöcke  zerlegt: 
1)  Gerbert's  (?)  erste  Arbeit  311 — 326;  2)  die  verstümmelte  Arbeit  eines 
unbekannten  Verfassers  326 — 333;  3)  Multiplication  und  Division  von 
Brüchen  333 — 345;  5)  Reductionstabellen  346—348.  Letztere  drei  Stücke 
sind  möglicherweise  von  demselben  Verfasser  und  stehen  nur  zufällig  wie 
Bruchstücke  nebeneinander. 

Auf  S.  349 — 355  steht  der  Lihellus  de  numerorum  divisione,  über  dessen 
Aechtheit  kein  Zweifel  besteht.  Nur  bezüglich  des  Textes  ist  zu  erwäh- 
nen, dass  S.  354  Z.  7  (9)  v.  u,  die  Worte  vel  cum  arliculo  semper  als  blosse 
Wiederholung  aus  der  vorhergchendon  Zeile  mit  dem  cod.  MP.  besser  weg- 
gelassen worden  wären  und  dass  S.  355  im  Capitel  XV  Olleris  den 
fehlerhaften  Text,  dem  Chasles  folgte,  beibehielt.  (Vergl.  Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Phys.  IX,  S.  163.) 

Das  Capitel  XVI,  das  S.  355—356  steht,  hätte  als  offenbar  späterer  Zu- 
satz wegbleiben  sollen,  zumal  als  auch  die  codd.  Reg.  1403  (oder  1405? 
vergl.  S.  340)  und  L.  54  und  MP.  dieses  Capitel  nicht  enthalten. 

Die  Schrift,  die  S.  357 — 400 steht,  ist  der  Liber  Abaci  des  Bernelinus 
in  vier  Büchern,  und  es  ist  als  ein  besonderes  Verdienst  des  Herrn  Olleris 
zu  bezeichnen,  dass  er  dieses  Werk,  obwohl  es  nur  mittelbar  zur  Kennt- 
nissnahme  über  Gerbert' s  Leistungen  dient,  doch  aufgenommen  hat. 
Es  ist  nämlich  das  vierte  Buch  mit  Benutzung  des  calcülus  des  Victorius 
bearbeitet  und  gerade  dieses  Buch  konnte  Olleris  aus  dem  cod.  MP. 
(Montpellier)  in  viel  vollkommenerer  W^i^®  herstellen ,  als  es  bisher  aus 
Handschriften  bekannt  war.  S.  380  macht  Olleris  zu  Siliqua  est  quae 
scribilut:  (f>  LQ  die  Bemerkung:  Beperies  etiam  i^  in  Gerberti  Geometria. 
£r  konnte  noch  beisetzen ,  dass  auf  S.  347 — 348  das  Zeichen  (J)  LA  ge- 
braucht ist  und  S.  348  auch  c/y  1  ^1. 

Zu  den  Werken  arithmetischen  Inhalts  hat  Olleris  S.  573 — 500  Noten 
gegeben,  von  denen  ein  Theil  bereits  erwähnt  wurde.  Folgendes  ist  noch 
beizufügen.  S.  588 — 580  finden  sich  die  Namen,  Zeichen  und  Werthe  der 
Theile  von  as  und  uncia  zusammengestellt.  Man  muss  sehr  dankbar  für 
diese  Arbeit  des  Herrn  Bourget  sein,  welche  das  Nachrechnen  bei  den 
vorkommenden  Zahlzeichen  sehr  erleichtert.  Doch  sind  Oboli  III  und 
Oboli  V  unrichtig  bestimmt,  wie  aus  der  Tabelle  auf  S.  347  unzweifelhaft 
hervorgeht.  Oboli  III  =  3  oboli,  nicht  der  dritte  Theil  eines  Obolus; 
T  ist  ungenau  für  das  griechische  r=3  gesetzt.     Also  sind  oboli  III 
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=:3.5f^  =  9.Yy^:=0  siiiqtiaej  wie  e«  8.347  auch  angegeben  ist  nnd 
oboli  V  =  5.^1^  =s  15. -^f^  =  15  siiiquae.     E  ist  das  griechische  e  =  5. 

S.  586  kommt  Olleris  auf  die  Arbeit  zu  sprechen,  die  Gerhert  an 
Otto  III.  geschickt  haben  soll.  Würde  er  die  Anmerkung  in  der  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  X,  8.  241  gekannt  haben,  so  würde  er  der  Mühe  über* 
hoben  gewesen  sein,  von  Herrn  Director  Halm  sich  ausführliche  Mitthei- 
lungen über  den  cod.  Emmer.  6.  LXXIII  ^^  cod.  lat.  mon.  14680  zu  er- 
bitten. Doch  hat  diese  Anfrage  den  Nutzen  gehabt,  dass  nunmehr  auch  die 
ganze  8telle  selbst,  die  in  Frage  kommt,  auf  8.  587 — 588  yon  Olleris 
abgedruckt  wurde,  so  dass  Jedermann  durch  Vergleichung  mit  den  Regeln 
im  Libellus  von  Constantin  sich  überzeugen  kann,  dass  von  einer  Arbeit 
Gerbert's  dabei  keine  Rede  sein  kann. 

8.588  fühn  Olleris  an,  dass  Chasles  die  Schrift,  welche  mit  den 
Worten  beginnt  Doclori  et  patri  theosopho  J,  G,  filius  eius  dem  Oe r  1  a  n d  zu- 
schreibe, einem  Mönch  des  zwölften  Jahrhunderts.  Es  liegt  hier  möglicher- 
weise eine  Verwechselung  vor.  Denn  dabs  Gerland  zwei  Arbeiten  über 
das  Rechnen  geschrieben  hat,  ist  zwar  an  sich  nicht  unmöglicli,  aber  die 
Arbeit,  die  sicher  von  ihm  ist,  beginnt  mit  den  Worten :  Nonmtlh's  arbilranli' 
bus  mullipUcandi  dividendtque  scienliam  u.  s.  w.  Im  Ms.  230  des  Fürsten 
Boncompagni,  welches  dasselbe  ist,  von  dem  eine  Mittheilung  im 
Serapeum  1854  8.  95—06  steht,  ist  diese  Arbeit  Opus  magistri  Gerlandi 
de  abaco  genannt.  Diese  Schrift  nun  hat  mit  jener  nicht  soviel  Gleiches, 
dass  sie  gleiche  Verfasser  haben  könnten.  Man  vergl.  Zeitschr.  f.  Math, 
u.  Fhys.  X,  8.  243—244,  240,  256—258,  265—266,  274—275. 

Von  8.401 — 470  giebt  Olleris  die  Geometrie  Gerbert's,  von 
der  er  aber  selbst  nicht  unterlassen  kann,  sowohl  8.  XXXVII  — XXX VIII 
als  8.  594  den  Zweifel  an  der  Aechtheit  auszusprechen.  Man  muss  Herrn 
Olleris  hierin  beistimmen.  Aber  hervorgehoben  sollte  sein,  dass  das 
Gegebene  nicht  eine  Arbeit  ist,  sondern  die  ersten  13  Capitel  (8.401 — 427), 
die  auch  in  dem  Ms.  zu  Oxford  und  in  dem  Pariser  Ms.  7185  allein  ent- 
halten sind ,  bilden  eine  Arbeit  für  sich,  und  mit  dem  14.  Capitel  beginnt 
eine  zweite,  die  vielleicht  bis  zum  40.  Capitel  (8.  446)  reicht.  Vom 
41.  Capitel  an  bis  zum  04.  hat  man  eine  wahrscheinlich  durch  zufälliges  Zu- 
sammenschreiben entstandene  Sammlung  von  Aufgaben,  meist  über  Be- 
rechnungen von  Geraden  und  Flächen;  aber  auch  Zeichnungen 
kommen  vor  (Capp.  88,  80  und  zum  Theil  auch  03)  und  im  Cap.  85  8  um - 
mirungen  einiger  Zahlenreihen. 

Der  mittlere  Theil  (8.  427—446)  hat  vielleicht  noch  das  grösste  Recht, 
auf  Gerbert  zurückgeführt  zu  werden.  In  der  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  XII,  S.  5  nämlich  wirft  Herr  M.  Steinschneider  die  Frage  auf: 
„Wer  ist  Gerbertus  Geometra,  dessen  Namen  unter  Nummer  XXX 
der  Probleme  sich  findet,  welche  den  Schluss  bUdeu  des  lateinischen: 
Sapheae rccentiores  doclrinae Patris Abrusahk AzarchcHs  clc,  aTo.Schonero  etc. 
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(4.  Nürnberg  1534)?  Ist  es  etwa  Sylvester?^'  Referent  hat  die  beiden 
Werke  verglichen  und  eine  bedeutende  Aehnlichkeit  nur  besäglich  des 
25.  Capitels  der  sogenannten  Geometrie  6erbert*s  finden  können;  aber 
Alles  von  Abrusahk  aufgenommene  findet  sich  dort  in  den Capp. 22,  25,  16, 
18,  20,  19  mit  grösserer  oder  geringerer  Abweichung  im  Wortlaut,  die  sich 
hinreichend  erklärt,  wenn  man  bedenkt,  dass  man  es  mit  einer  Rücküber- 
setzung aus  dem  Arabischen  zcT  thun  hat,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  die 
Worte  des  Titels :  ^^innumeris  in  locis  emandcUae  correcUs  erroribus  eius^  qm 
ex  Arabico  convertW*'  auch  für  dreses  Capitel  gelten.  Es  kann  also  der 
Gerbertus  Geometra  allerdings  Silvester  sein,  wenn  auch  nur  in- 
soweit, dass  er  solche  Aufgaben  in  der  Schule  zu  Rheims  vortrug.  Wie  er 
bei  dem  abacus  das  Praktische  desselben  im  Auge  hatte,  so  kann  er 
auch  in  der  Geometrie  die  praktischen  Aufgaben  der  Messung  von 
Höhen  und  Tiefen  und  Aehnlichem  vorzüglich  behandelt  haben.  Mehr 
als  blosse  Wahrscheinlichkeit  wird  nicht  zu  erreichen  sein. 

S.  595  giebt  Olleris  eine  Reihe  von  Fehlerverbesserungen  und  einige 
Bemerkangen  des  Herrn  Bourget.  Den  Versehen  im  Schreiben  und  im 
Druck  ist  vielleicht  beizufügen,  dass  es  S.  400  Z.  13  (14)  v,  o.  pedes  quatuor 
heisst,  statt  pcde^  r,  Z.  9  (10)  XII  und  CXLIV  statt  XVI  und  CCLVI. 
Bei  den  Dreiecken  in  der  Figur  35,  36  und  37  sind  die  Zahlen  nicht  ganz  ver- 
lässig ;  so  fehlt  z.  B.  in  Fig.  35  bei  dem  ersten  Dreieck  die  Zahl  der 
Kathete  III,  in  Fig.  36  bei  dem  fünften  Dreieck  bei  der  Zahl  der  Fläche 
♦  =yV>  '^  ^'S-  ^^  ™"^^  ®®  ^®*  ^®™  ersten  Dreieck  VIII  statt  III  heissen, 
bei  dem  dritten  XLV  statt  ILV,  bei  dem  neunten  fehlt  die  Zahl  der  Hypo- 
tenuse 15 1*2*  Auch  lässt  sich  bemerken,  dass  man  in  den  vier  Reihen 
die  Zahlen  der  Dreiecke  erhält,  wenn  man  die  des  ersten  Dreiecks 
in  der 

1.  Reihe  mit  2,  a,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  1|,  if ,  2.J,  4j,  6^,  in  der 

2.  „        „   2,  3,  f,  ij,  in  der 

3.  n        „   2,  8,  |,  4,  in  der 

4.  „        „   2,  2^,  Z^^  multiplicirt,  bei  der  Fläche  natürlich  mit 
dem  entsprechenden  Quadrat  dieser  Zahlen. 

Hie/bei  lässt  sich  gelegentlich  bemerken,  dass  überhaupt  einige  Druck- 
fehler stehen  blieben,  die  bei  dem  Lesen  und  Nachschlagen  lästig  sein 
können ;  so  z.  B.  muss  es  S.  CXLIX  Note  2  p.  237  heissen,  statt  273, 
S.  CLXV  Note  2  279  statt  219,  S.  CLXXVII  Note  1  479  statt  477.  S.  139 
fehlt  D  neben  XXVIII.  S.  343  muss  es  im  Tableau  VIII  sUtt  IIIII  heissen 
(Fehler  im  cod.  MP.?);  S.  358,  Z.  9  (12)  von  unten  pura  fide  statt  para  fide; 
S.  364,  Z.  6  (7)  von  unten  uUraque  statt  utrague'^  S.  389,  Z.  5  (8)  von  unten 
vel  statt  vec]  S.  397,  Z.  4  (6)  v.  u,  minutiarum  statt  muniiiarum]  S.  577  Z.  17 
V.  u.  QobÄr  statt  GrobÄr. 

Von  den  Bemerkungen  des  Herrn  Bourget  ist  zu  ^erwähnen,  dass 
sein  Vorschlag,  im  Capitel  68  in  longiludine  statt  in  utroque  laiere  zu  setzen, 
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deshalb  nicht  anstinehmen  ist,  weil  ans  dem  Capitel  72  deutlich  hervorgebt, 
dass  mit  latus  die  längere  Seite  gemeint  ist. 

Den  Schlnss  der  Werke,  die  Olleris  anfgenomraen  hat,  bilden  der 
Brief  desAdalboldns  an  Gerbert(8. 471— 475),  der  Brief  Gerbert's  an 
Adalboldns  (8.  477 — 478),  endlich  der  Brief  an  den  Abt  Constantinus 
(8.  479—480),  wohl  zu  unterscheiden  vom  scholasücus  in  Fleury, 

Es  ist  ein  reicher  Inhalt,  der  hiermit  ^geboten  wird  und  Fleiss  und 
Sorgfalt  ist  allenthalben  in  der  Arbeit  zu  erkennen.  Sehr  au  beklagen  ist 
es,  dass  Herr  Olleris  bei  seinen  Bemühungen  nicht  überall  freundliches 
Entgegenkommen  gefunden  hat,  sondern  an  zwei  Stellen  seiner  Arbeit 
(8.  576  und  502)  klagen  muss,  dass  seine  höflichsten  Anfragen  ohne  Ant- 
wort geblieben  sind.  Möge  die  Anerkennung,  die  seinem  guten  Willen 
au  Theil  werden  muss,  ihn  dafür  entschädigen. 

Ansbach.  6.  Friedlein. 


Dr.  Hermann  Weistenbom,  Lebensbeschreibung  des  Ehrenfried 
Walther    v.    Tschirnhaus    auf   Kiesslingswalde    und 
Würdigung  seiner  Verdienste.     Mit  einem  Vorworte  über 
Prof.  J.  A.  Grün  ort  als  Preisrichter.     Eisenach  1866,  in  Com- 
mission  bei  Job.  Friedr.  Baerecke.     XXX  und  205  Seiten,  3  Fi- 
gurentafeln. 
Die   Oberlausitzische   Gesellschaft    der   Wissenschaften    zu   Görlitz 
schrieb  vor  mehreren  Jahren  einen  Preis  von  50Thalem  für  eine  Biographie 
und  Würdigung  Tschirnhaus*  aus.     Am  bestimmten  Termine,  31.  Ja- 
nuar 1863,  war  eine  längere  Abhandlung  eingelaufen,  welche  zumeist  auf 
ein  Gutachten  von  Prof.  Grüner t  hin  des  Preises  nicht  für  würdig  erkannt 
wurde.     Den  Satzungen  der  Gesellschaft  gemäss  wurde  dasselbe  Thema 
mit  verdoppeltem  Preise  noch  einmal  gestellt  und  der  Einlieferungstermin 
auf  den  31.  Januar  1865  bestimmt.    Auch  diesmal  lief  eine  Arbeit  ein, 
welche  wierder  von  demselben  Richter  geprüft  und  auf  Grund  seines  Gut- 
achtens gekrönt  wurde.     Diese  Preisschrift  hatte  Herrn  Alfred  Kunze, 
Gymnasiallehrer  in  Eisenach,  zum  Verfasser.     Sie  erschien  40  Druckseiten 
stark  im  43.  Bande  des  Neuen  Lausitziscfaen  Magazins  und  in   wenigen 
Separatabzügen.   Diese  Nachrichten  entnehmen  wir  wenigstens  den  ersten 
acht  und  den  letzten  zwei  Seiten  der  Vorrede  des  uns  vorliegenden  Buches, 
des,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben  ist,  unveränderten  Abdruckes  der 
ersten  zurückgewiesenen  Arbeit.     Herr  Weissenborn,  wie  sein  glück- 
licherer Nachbewerber  Gymnasiallehrer  in  Eisenach,  glaubt  seine  Arbeit, 
wenngleich  von  demselben  Richter,    doch  nicht  nach  denselben  Grund- 
sätzen geprüft,   wie  die  zwei  Jahre  später  eingelaufene.     Er  appellirt 
daher  an  das  allgemeine  Urtheil,  indem  er  seine  Schrift  der  Oeffentlichkeit 
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ttbergiebt  and  zugleich  in  der  Vorrede  das  Gutachten  yon  Prof*  Oranert 
mit  polemischen  Anmerkungen  gegen  dasselbe  abdruckt,  wodurch  die 
Vorrede  zu  der  ungewöhnlichen  Länge  von  XXX  Druckseiten  sich  aus- 
dehnt. Beferent  bedarf  wohl  keiner  Entschuldigung,  wenn  er  sich  an 
diesem  Streite  nicht  zu  betheiligen  wünscht;  er  wird  vielmehr  die  Vorrede 
und  deren  Inhalt  grundsätzlich  ignoriren.  Er  wird  ebenso  wenig  in  der 
Lage  sein,  einen  Vergleich 'mit  der  Kunz ersehen  Arbeit  anzustellen, 
welche  ihm  nicht  vorliegt,  würde  aber  sogar,  wenn  dieses  der  Fall  wäre, 
bei  der  gegenwärtigen  Sachlage  die  Vergleichung  vermeiden.  Referent 
wird  vielmehr  das  gegenwärtige  Buch  einfach  so  recetisiren ,  als  wenn  es 
ohne  jede  Einleitung  auf  dem  Büchermarkte  erschienen  wäre,  und  ver- 
sichert zum  Beweise  seines  Wunsches  nach  uneingenommener  Kritik,  das« 
die  bisherigen  Sätze  niedergeschrieben  sind,  bevor  er  von  der  Vorrede 
mehr  als  den  Anfang  bis  zum  Abdrucke  des  Gutachtend:  und  nach  Ueber- 
springung  desselben  deren  Schluss  gelesen. 

Das  unbefangene  Urtheil  über  die  Weissenborn'sche  Schrift  geht 
aber  alsdann  dahin,  dass  sie  das  Resultat  eines  emsigen  Fleisses  ist,  dass 
der  Verfasser  ohne  Zweifel  viel  Arbeit  und  Mühe  darauf  verwandt  hat, 
dass  aber  dem  Leser  gleichfalls  eine  nicht  geringe  Mühe  zugemuthet  ist, 
wenn  er  ans  der  gegebenen  Zusammenstellung  ein  Bild  von  der  Thätigkeit 
und  den  Verdiensten  Waltber  v.  Tschirn  haus'  sich  schaffen  will, 
dass  der  Verfasser  zu  diesem  Ziele  keineswegs  genügende  Hülfe  bietet 
Wir  wollen  dem  Verfasser,  den  das  lesende  Publikum  ja  schon  seit  11  Jahren 
vortheilhaft  kennen  gelernt  hat,  und  dessen  historische  Erstlingsarbeit  den 
Stoff  unserer  eigenen  ersten  Recension  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  L  Litera- 
turzeitung S.  57—63)  bildete,  nicht  Unrecht  thun.  Tschirnhaus  selbst 
trägt  die  Mitschuld  an  dem  gerügten  Mangel.  Herr  Weissenborn  sagt 
auch  (S.  203)  vollständig  zutreffend: 

„Methoden  zu  finden,  durch  welche  ganze  Klassen  von  öfters  sehr 
schwierigen  Aufgaben  mit  einem  Schlage  gelöst  würden,  und  durch  welche 
über  Gebiete,  auf  denen  sich  die  namhaftesten  bisherigen  Mathematiker 
vergebens  versucht  hatten,  Licht  verbreitet  würde,  war  augenscheinlich 
sein  hauptsächlichstes  Bestreben.  In  der  That  grossartig  würden  seine 
Leistungen  sein,  wenn  sich  Alles  so  verhielte,  wie  Tschirnhaus  glaubte. 
Wir  besässen  dann  ein  Verfahren,  mit  Leichtigkeit  zu  entscheiden,  ob  eine 
Curve  quadrirbar  sei  oder  nicht,  und  im  ersteren  Falle  ihre  Quadratur  su 
finden,  und  zwar  auf  einem  von  der  Theorie  des  Unendlichkleinen  un- 
abhängigen Wege;  wir  vermöchten  einen  Flächenraum  durch  eine  Curve 
in  gegebenem  Verhältnisse  zu  theilen,  auf  einer  Curve  Stücke  abzuschnei- 
den, deren  Länge  in  gegebenem  Verhältnisse  stände,  könnten  Gleichungen 
jeden  Grades  auflösen  u.  A.  Leider  aber  ging  Tschirnhaus  nicht  selten 
viel  zu  schnell  vor,  seine  lebhafte  Phantasie  und  vielleicht  auch  Mangel  an 
Geduld,  der  ihn  «bhielt,  sich  mit  speciellen,  allerdings  öfters  mühsamen, 
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aber  dnrcbaus  nothwendigen  Untersnchnngen  zu  beschäftigen ,  Hess  ibn  in 
vielen  Dingen  die  Schwierigkeiten,  die  sich  im  Einzelnen  bieten,  über- 
sehen und,  alle  Zwischenglieder  überspringend,  aus  einem  allerdings  oft 
originellen  nnd  geistreichen  Grundgedanken  Resultate  ziehen,  die,  so  über- 
raschend und  glaubhaft  sie  auch  auf  den  ersten  Anblick  waren,  doch 
einer  genauer  eingehenden  Untersuchung  nicht  Stich  hielten." 

Das  Alles  kann  man  wörtlich  unterschreiben.  Aber  gerade  bei  der 
Schilderung  eines  solchen  Schriftstellers  verlangt  der  Leser,  dass  jene 
„originellen  und  geistreichen  Grundgedanken"  scharf  hervorgehoben  wür- 
den, dass  sie,  möchten  wir  sagen,  in  gesperrter  Schrift  hervorträten,  sei  es 
als  Einleitung  zu  den  einzelnen  Capiteln,  sei  es  als  Schlussresultat  der- 
selben. Diesem  Verlangen  genügt  Herr  W ei ssenborn  nicht.  Er  giebt 
ausführliche  Auszüge  aus  Tschirn  haus'  Abhandlungen  und  Brief- 
wechsel. Wir  billigen  dieses  Verfahren.  Wir  sind  auch  einverstanden 
damit,  wenn  er  durch  Mittel  der  modernen  Analysis  prüft,  ob  die  Sätze, 
zu  welchen  T  seh  im  haus  gelangte,  wahr  sind  oder  falsch.  Allein  wir 
vermissen  den  Auszug  aus  den  Auszügen,  die  Herstellung  der,  ob  wahren, 
ob  falschen  ist  gleichgültig,  leitenden  Ideen.  Diese  finden  wir  nirgends 
in  der  ganzen  Schrift,  weder  bei  Tschirn  haus'  Versuchen,  eine 
Quadrirung  auszuführen,  noch  bei  den  Arbeiten  über  Kectification  oder 
über  Tangentenziehung;  eine  nicht  genügende  Andeutung  bei  den  Arbeiten 
über  Gleichungen. 

Allerdings  wäre  Das,  was  wir  vermissen,  sehr  schwierig  zu  leisten. 
Referent  gesteht  gern  ein,  dass  er  die  Absicht  hatte,  in  dieser  Recension 
ergänzend  den  Versuch  zu  machen,  jene  Grundgedanken  zu  enthüllen,  und 
dass  der  bedeutende  Zeitaufwand,  welchen  schon  diese  Absicht  ihm  kostete, 
ihn  davon  abschreckte.  Wir  tadeln  also  nicht  etwa  in  dem  Sinne,  als  ob 
ein  leicht  zu  Beschaffendes  in  der  Weissenborn'schen  Schrift  fehle; 
aber  dass  es  fehlt,  und  dass  damit  die  Würdigung  der  Verdienste  von 
Tschirnhaus  nicht  als  geglückt  bezeichnet  werden  kann,  durften  wir 
nicht  verschweigen.  Vielleicht  gelingt  es  Herrn  Weissenborn,  der  sich 
ja  unstreitig  tief  in  Tschirnhaus'  Leistungen  eingearbeitet  hat,  in 
einer  compendiösen  nachträglichen  Abhandlung  diese  Ergänzung  selbst 
zu  liefern. 

Heidelberg.  Cantor. 


Bibliographie 

vom  1.  Juli  bis  1.  September  1867. 


Feriodisohe  Sohriften. 
Vierteljahrschrift     der    naturforschenden    Gesellschaft     in 
Zürich,  redig.   yon  R.  Wolf.     12.  Jahrg.   1.  Heft.     Zürich,  Höhr. 

pro  compl.  Z  Thlr. 

Denkschriften  der  Kai serl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

Wien.     Mathem.*naturwissenschaftl.  Classe.     Bd.  26  (BegisterbandJ. 

Wien,.  Gerold.  16%  Thlr. 

Register  zu  Band  1 — 25  apart  12  Ngr. 

Melanges    tnaihemaliques    et    asironomiques    iiris    du    bulleiin    de 

Tacademie   impän,  des  sciences  de  SU  Pelersbourg.     Tome  IV^  Uvr.  1. 

Leipzig,  Voss.  18  Ngr. 

MSlanges  physigues  et  chimiques  tirds  du  bulletin  de  Facad.  imper.  des 

sciences  de  St.  Pelersbourg.    Ebendaselbst.  23  Ngr. 

Memerje   della  R.   Accademia  delle  scienze  dt  Torino,     Seriell^ 

Tomo  22.     Torino^  Loescher,  60  /. 

(Cavallif  sur  la  rSsistance  statigue  et  dynamique  des  solides, 

Ptana,  J.,  stir  le  rapport  qui  existe  entre  le  refroidissement  de  la  nasse  totale 

du  globe  terresire  et  le  refroidissement  de  sa  surface, 
Scacchi,  sulla  poliedria  delle  facce  dei  cristtUH,) 

Beine  Mathematik. 
Sass,  J.  B.,  Buchstabenrechnung  and  Algebra.     1.  Theil.  4.  Aufl. 

Altena,  Schlüter.  27  Ngr. 

Resultate  dazu.     Ebendaselbst.  %  Thlr. 

Hofmann,  F.,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 

Algebra.   1.  Theil.   Arithm.  Aufg.     Bayreuth,  Grau.  15  Ngr. 

Reiss,  M.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten.     Leipzig, 

B.  G.  Teubner.  1  Thlr. 

Hankel,  H.,  Vorlesungen  Über  die  complexen  Zahlen  und  ihre 

Functionen.      1  Theil.      Theorie   der   complexen   Zahlensysteme. 

Leipzig,  Voss.  1%  Thlr. 


Literatorzeitung.  83 


Bachmahn,  P.,  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welche  aus  zwei 
Quadratwurzeln  zusammengesetzt  sind.   Berlin,  Weber  &  Co. 

%  Thlr. 

Stbrn,  M.  A.,  lieber  die  Bestimmung  der  Constanten  in  der 
Variationsrechnung.     Oöttingen,  Dieterich«  %  Thlr. 

Zmurko,  L.,  Beitrag  zur  Theorie  des  Orössten  und  Kleinsten 
der  Functionen  mehrer  Variabelen.   (Akad.)    Wien,  Gerold. 

10  Ngr. 

Schafer,  R.,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra.    Berlin,  Behrend.  1%  Thlr. 

Pfaff,  H.,  Neuere  Geometrie.     Erlangen,  Deichert.  2^  Thlr. 

Stbiner's  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.  2.  Theil. 
Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projectivische  Eigen- 
schaften ;  bearb.  von  H.  Schrötter.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     4  Thlr. 

Grünfbld,  H.,  Elementarcursus  der  Geometrie.  2.  Ausg.  Schles- 
wig, Schulbttchhandlnng.  12  Ngr. 

Fiedler,  W.,  Die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  zu- 
gleich als  Einleitung  in  die  Geometrie  der  Lage.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  25  Ngr. 

Stolz,  0.,  Die  Axen  der  Linien  zweiter  Ordnung  in  allge- 
meinen trimetrischen  Punktcoordinaten.  (Wiener  Akad.) 
Wien,  Gerold.  4  Ngr. 

Steomann,  A.,  Die  Grundlehren  der  ebenen  Geometrie.  Kemp- 
ten, Kösel.  18  Ngr. 

Ehler,  W.,  Aufgaben  aus  der  Mathematik  für  grössere  Vierteljabrs- 
arbeiten  der  Primaner.     Jena,  Frommann.  24  Ngr. 

Benboke,  A.,  lieber  die  geometrische  Hypothesis  in  Plaion's 
Menon.     Elbing,  Meissner.  ^^  Thlr. 

Thomae,  J.,  De  propositione  quadam  Riemanniana  ex  analysi  situs. 
Diss.  inaug.     Berlin,  Calvary  &  Co.  8  Ngr. 

Lagramoe.  0ßti9r^5  de  Lagrange,  puhliees  par  les.  soins  de  M.  J, 
A,  S  er  reu     Tome  1.     Paris,  Gauthier-Villars.  30  fr. 


Angewandte  Hathematik. 

Hagen,  G.,  Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
2.  Aufl.     Berlin,  Ernst  &  Korn.  1%  Thlr. 

KouTMY,  E.,  Construction  der  perspectivischen  Selbstschat- 
tengrenze von  Botationsflächen  unter  Voraussetzung 
paralleler  Lichtstrahlen.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  16  Ngr. 

Stefan,  J.,  lieber  die  Longitudinalschwingungen  elastischer 
Stäbe.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  4 Ngr. 


84  Literaturzeitung. 

WiNKLEB,  E.,  Die  Lehre  von  der  Elasticitftt  und  Festigkeit  mit 
besonderer  Rücksicht  anf  ihre  Anwendung  in  der  Tech- 
nik.    1.  Theil.     1.  Hälfte.     Prag,  Dominicus.  1  Thlr.  16  Ngr. 

Lambzan,  6.  ▼.,  Die  theoretisch  beste  Curve  für  die  Spitze  der 
Geschosse  und  Schiffe.     München,  liter.-artist.  Anst.        16  Ngr. 

RziHA,  E.,  Theorie  der  Minen,  basirt  auf  die  Wellenbewegung  in  con- 
centrischen  Kugelschichten.     Lemberg,  Winiarz.  1%  Tblr. 

Clausius,  R.,  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärme- 
theorie.    2.  Abth.     Braunschweig,  Yieweg.  1%  Thlr. 

Mayer,  J.  R.,  Die  Mechanik  der  Wärme  in  gesammelten  Schrif- 
ten.    Stuttgart,  Cotta.  1  Thlr.  18  Ngr. 

Vogel,  H.,  Beobachtungen  von  Nebelflecken  und  Sternhaufen 
am  sechsfüssigen  Refractor  und  zwölffüssigen  Aeqnatoreal  der  Leip- 
ziger Sternwarte.     Leipzig,  Engelmann.  ]  Thlr. 

LiTTBOW,  K.  y.,  Bestimmung  der  Meridiandifferenz  Leipzig- 
Dablitz  für  die  mitteleuropäische  Gradmessung.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  3  Ngr. 

Aroelandbr,  f.,  Astronmische  Beobachtungen  der  Sternwarte 
zu  Bonn.  6.  Bd.  (Mittlere  Oerter  von  33811  Sternen  etc.)  Bonn, 
Marcus.  5  Thlr. 

Klinkerpübs,  W.,  Die  Aberration  der  Fixsternenach  der  Wel- 
tentheorie.    Leipzig,  Qaandt  &  Händel.  15  Ngr. 

Werner,  G.,  Leitfaden  zum  Studium  der  Krystallographie. 
Hannover,  Rümpler.  24  Ngr. 

DuBOis,  E.,  Z>e  la  deviation  des  compas  ä  bord  des  navires  ei  du 
moyen  de  Voblenir  ä  Vaide  du  compas  de  deviation,  PariSy 
Berlrand.  3  fr. 

Sonnet,  H.,  Diclionnaire  des  maihimaiiques  appliquies.  Fasdc, 
1  et  2.     Paris^  HacheUe.  28  Ngr. 

Physik. 

DovE,  H.  Wm  Ueber  die  mittlere  und  absolute  Veränderlich- 
keit der  Temperatur  der  Atmosphäre.  (Akad.)  Berlin, 
Dümmler.  1  Thlr.  2  Ngr. 

Lang,  V.  V.,  Krystallographisch-optische  Bestimmungen  mit 
Rücksicht  auf  homologe  und  isomorphe  Reihen.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  6  Ngr. 

Knop,  A.,  Molecularconstitution  und  Wachsthum  der  Kry- 
stalle.     Leipzig,  Haessel.  1  Thlr. 

Plantamour,  E.,  Des  anomalies  de  la  iemperature  ohservies  ä  Genive 
pendanl  Jes  40  ann^et  1826—1865.     Basel,  Georg.  1%  Thlr. 


Literaturzeitung. 


Recensionen. 

^Imavvov  FQafiaauxov  'Aks^avigimg  rov  OiXonovov  slg  x6  Ssvtsqov  x^g  Nixo^a- 
XOvaQi&ntjTixrig  tlaaymyrjg»  Primum  edidii  Bicardus  Hoche.   Bero- 
Uni,  apud  S.  Calvary  eiusque  socium  MDCCCLXVll  VIII.  38.  (W.  H. 
Blume  gewidmet.) 
Der  Herausgeber  der  o^idfii/nxi/  ilcayuDyii  des  Nikomacbos  giebt  nach 
der  Herausgabe  des  Commentars  des  Johannes  Philoponos  zu  dem  1.  Buch 
derselben  (Lips.  1864)  nun  auch  die  Fortsetzung,  den  Commentar  desselben 
Verfassers  zu  dem  2.  Buche.  Die  Bedeutung  einer  solchen  Arbeit  darf  nicht 
nach  dem  Werth  derselben  an  sich  geschätzt  werden.    Die  blossen  Wieder- 
holungen der  einfachsten  Sätze  wären  kaum  des  Druckes  werth,  geschweige 
der  Mühen,  welche  demselben  vorhergehen  und  ihn  begleiten.    Gleichwohl 
wird  man  noch  öfter  veranlasst  sein ,  diesen  Commentar  nachzusehen  und 
dann  Dem  Dank  wissen,  der  ihn  so  leicht  zugänglich  gemacht  hat. 

Für  den  Text  des  Nikomacbos  hat  Hoche  selbst  bereits  Nutzen  aus 
dem  Commentar  gezogen,  wie  die  Stellen  II,  1,  16.  XI,  2,  19.  XII,  8,  5. 
XIII,  6,  2.  XIV,  6,  3.  XV,  4,  17.  XIX,  4,  23  und  6.  XXIII,  6,  16.  XXIV, 
4,  19.  10,  20  und  1  und  2.  XXVI,  1,  7  und  8,  8.  135.  XXVII,  1,  13,  S.  137 
seiner  Ausgabe  beweisen.  Es  werden  noch  andere  Stellen  sich  finden ,  an 
denen  Philoponos  zu  Käthe  gezogen  werden  kann.  Beferent  ist  z.  B.  auf 
eine  gestossen,  die  der  Beachtung  werth  scheint.  Zu  XXV,  3,  1,  S.  133 
fuhrt  Hoche  für  die  Lesart  apLfpoxiqGiv  nur  die  Handschrift  H.  an.  Es  spricht 
dafür  aber  auch  das,  was  Philoponos  i'f,  3  schreibt,  woraus  man  zugleich 
sieht;  dass  dieser  statt  ^ro»  ycif^  ixaxi^wv  in  seiner  Handschrift  gelesen  hat 
nign  iavxov  rj  i^itpoxiqmv.  Dabei  ist  es  für  die  Beurtheilung  des  Philoponos 
beachtenswerth ,  dass  er  die  Unhaltbarkeit  des  iavxov  nicht  erkannt  hat, 
sondern  mit  der  Andeutung  der  Unverständlichkeit  der  ganzen  Stelle 
sich  begnügte ,  deren  Sinn  Boeiius  insi.  arithm.  II ,  47  ohne  Anstand  dar- 
legt. Mag  man  aber  dem  Philoponos  das  allzusichere  Festhalten  an  dem 
ihm  vorliegenden  Text  gar  nicht  anrechnen ,  so  findet  man  doch  Anderes 
noch,  was  zu  seinen  Ungunsten  spricht.  So  wird  ät,  17 — 18,  dass  1 4'* 
1|=1|,   ausgerechnet  mit  2.3  =  6  und  6  +  2  =  8,  also  8  aus  einer  grund- 

LUeralurztg.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phys.  XII,  6.  9 
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losen  Verbindung  der  in  den  Worten  inlxQixog  und  t^fitohog  liegenden  Zahlen 
3  und  2  abgeleitet.  Im  Kap.  v^  versteht  Philoponos  das  laaxig  Tjoi 
IXaxxovimg  falsch,  indem  er  Letzteres  auf  das  Quadrat,  nicht  auf  die  Seite 
des  Quadrates  bezieht.  S.  36  zwar,  qli^  6,  giebt  er  ein  richtiges  Beispiel, 
im  Folgenden  aber  fällt  er  wieder  in  einen  ähnlichen  Fehler.  Letzteres 
Kapitel  ist  aber  in  einem  solchen  Zustand ,  dass  es  sehr  zweifelhaft  ist,  ob 
Philoponos  für  alles  darin  Geschriebene  verantwortlich  gemacht  werden 
kann.  Denn  dass  12  =  lj^.8  und  ^17  fj3  eine  /{oofier^ixi}  ivoloyla^  wie  es 
S.  36,  19 — 20  heisst,  ist  ihm  wohl  schwerlich  zuzumessen,  ebenso  wenig 
die  Verwirrung  in  den  Zeilen  25 — 28.  Aber  die  Behauptung,  dass  auch  die 
ivig  keine  Zahl  sei  (iS,  ö),  die  Verwendung  der  i5tpaiQi%i  not  yqa^{iLi%a 
des  Nikomachos  (II,  XXI,  l)  zu  einer  dvaXoyla  cq>aigixfj xe xal yganinKrj 
(0,  4),  die  Erläuterung  der  avaXoyla  oß,  3 — 6,  deren  Sinn  erst  0«,  8—9  zeigt, 
die  Deutung  der  Worte  des  Nikomachos  SvxtivaUd^  (XXIII,  5)  auf  die 
blosse  Umkehr  des  Verfahrens  (na,  4—8),  während  Nikomachos  die 

3  Formen  ßy^yy^i^  ßs^Y  ^v-^*>  ß  y  i  ^  vor   Augen  hat,  die  Deutung 

des  aQxtoxaytlg  (n^,  3)  durch  iv  dmXaclovt  koy^  sammt  einem  Beispiel  von 
7  Gliedern,  statt  eines  mit  Gliedern  in  gerader  Anzahl,  die  Division 
mit  2  (^ii|f  13)  statt  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Grund  der 
zufälligen  Gleichung  ^  =  ^4,  dies  alles  scheint  von  Philoponos  her- 
zurühren. 

Verringert  sich  dadurch  das  Interesse  an  seiner  Arbeit,  so  lässt  sich 
andererseits  hervorheben,  dass  es  Beachtung  verdient,  dass  Philoponos 
in  KÖ  nur  die  griechischen  Buchstaben  und  das  Ausdrücken  der  Zahlen 
durch  Punkte  oder  Striche  nennt,  während  es  ihm  doch  sehr  nahe  lag, 
besondere  Zahlzeichen  anzuführen,  wenn  er  solche  kennen  gelernt  hätte, 
dass  in  $c,  6  12.12  in  der  Form  (10  + 2). (10+2)  multiplicirt  wird,  dass  in 
Xa,  19 — 26  die  iii^oSogTBXQaycivmv  öiavXog,  in  ftg  die  Entstehung  von /^«fAfAil, 
inlmSov  und  axsgsov  durch  die  Bewegung  von  atinHoVf  y^a^fiif ,  inlmöov^ 
in  v£,  18  die  ungenaue  Verwendung  des  Wortes  ^c^ov  durch  die  Athener  auch 
bei  mehr  als  2  Dingen  —  mit  dem  Unterschied  von  lu^o^ifxi}^  und  nQon^xfig 
nimmt  es  Philoponos  selbst  nicht  genau,  z.  B.  \  12  und  15.  9117,  7  —  in 
hß^  9  die  anQci  XQvarj  des  Homer  (II.  8,  25 — 26),  in  gy  die  Weise  der  alten 
Musik  gegenüber  der  via  fiovCixij  angegeben  wird. 

Die  Arbeit  Hoche's  selbst  giebt  in  der  praefalio  die  variae  lecHones 
zunächst  aus  4  Handschriften,  einer  von  Göttingen  (G),  einer  von  Hamburg 
(H)  und  zwei  aus  München  (jjl  und  M);  den  Text,  den  die  Handschrift  in 
Zeitz  bietet,  will  Ho  che  bei  einer  anderen  Gelegenheit  mittheilen;  doch 
blieb  dieselbe  nicht  ganz  unberücksichtigt,  z.B. bei  [c]  und  »17,  1.  Bei »17, 12 
findet  sich  auch  die  in  der  Ausgabe  des  Nikomachos  mit  5 bezeichnete 
Handschrift  aus  München,  und  es  wäre  gut,  wenn  die  Bedeutung  dieses  S 
kurz  beigefügt  wäre.   Am  Schluss  der  prae/'aiio  werden  noch  einige  Stellen 
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des  I.  Buches  mitgetheilt,  in  welchen  M  von  G  und  iT  abweicht  Dieses 
Yoraasstellen  der  Lesarten  mag  bei  der  Herstellung  der  Arbeit  Vortheile 
bieten,  die  Benntznng  erschwert  es,  zumal  als  die  Anwendung  der  Klam> 
mern  im  Text  zwar  eine  mannichfaltige  ist  und  bald  eine  Conjectur  oder 
einen  Zusatz  des  Herausgebers,  bald  eine  Stelle  bedeutet,  die  der  eihe  oder  an- 
dere Codex  allein  hat,  oder  die  in  einer  Handschrift  fehlt  (vgl.  a,  8.23.  i^  8. 
A/9, 11.  |i},  1.4.  oa,  12.13),  aber  doch  nicht  alle  Stellen  umfasst,  an  denen 
eine  Verschiedenheit  der  Lesart  stattfindet  Umgekehrt  yermisst  man  auf 
8.  n  die  Angabe ,  wie  es  sich  mit  dem  [r^]  xy,  4  verhält. 

Der  Text,  dem  ein  sehr  dankenswerther  Index  nominum  für  den  ganzen 
Commentar  des  Philoponos  folgt,  Ist  dadurch  bequem  zur  Benutzung 
eingerichtet,  dass  an  der  Seite  die  Kapitel  der  Arithmetik  des  Niko ma- 
chos angegeben  sind,  an  welche  Philoponos  anknüpft.  Ihn  auch  leicht 
lesbar  zu  machen,  hat  Hoche  sehr  grosse  Sorgfalt  angewendet  und  an  sehr 
yielen  Stellen  die  bei  Handschriften  unausbleiblichen  Uebelstände,  wie 
Lücken,  Verschreibungen  u.  ä.  verbessert.  Man  sehe  z.  B.  a,  8  [xo] ,  o,  20 
[T^imf],  ^j,  2.4.5  die  Ergänzungen.  Die  wenigen  Bemerkungen,  die 
Referent  hierüber  noch  zu  machen  hat,  sind  folgende.  {;,  8  muss  es  statt 
iSniniTitai^tog  nach  Nikomachos  1,18,3  vnouxffaTtidciog  heissen.  —  ly, 
11  ist  zwischen  ifinoXiog  und  ß  iffnollovg  eine  Lücke,  die  mit  xal  6  ^  toi;  g* 
oovv  d  auszufüllen  ist^—  »d,  4  stünde  wohl  vor  ovTtag  besser  noch  itnldaiogf 
wenigstens  würde  dadurch  deutlicher,  wie  das  Eingeklammerte  ausfiel.  — 
ib.  0  ist  das  Komma  nach  ß  zu  tilgen.  —  Aa,  2.3  passt  rglyrnvoi  [liv  a^i^ftol 
ylvovtw  und  tigiicug  tovg  TQiyuivovg  nicht  zusammen ;  letzteres  scheint  ein 
späterer  Zusatz  und  statt  laiißavonivmv  scheint  Xafißavonivov  zu  schreiben  zu 
sein.  Yergl.  xy,  19.*-  Xßy  11  ist  iitliovog  überflüssig,  da  xov  nqo  avtov  nach- 
folgt —  kit  2  ist  nach  ß^^  noch  dh  einzusetzen,  wenn  es  nicht  vielleicht 
hiess  $ß  81  ß9^*  —  ifit  5.fi/3,  7.12.18  vermisst  man  die  angedeuteten  Zahl- 
gruppen. —  fty,  8  ist  vor  nn  avrov  noch  ^^  einzusetzen,  wie  in  der 
7.  Zeile  ß9^  steht.  —  f*4,  5  scheint  xy  Svvdusi  xQiydvo}  eine  Unmög- 
lichkeit and  vf  wegen  (lovdöi  oder  dvvdiiH  für  rc»  verschrieben.  —  ftf»  3  ist 
wohl  ebenso  ^STcoKituhtig  wegen  des  nahen  Ugag  verschrieben  statt  vtco- 
mtlilvov.  —  ib.  5  ist  ilg^  welches  auch  in  M  fehlt,  überflüssig ;  vergl.  in  der 
0.  Zeile  atifiitov  a.  —  ftf»  22  ist  iwaxdiati  für  Siacxdcug  zu  schreiben.  —  ^i;, 
13  ist  vielleicht  unvollständig,  da  ß^  und  y^^  nicht  von  derselben  Zahlen- 
reihe gelten;  doch  findet  sich  eine  ähnliche  auffallende  Kürze  auch  ny^  4 
aixat  yiq  ijcrav  vtttQOxal  für  avtri  ydg  ix  xcSv  iniQO%Siv  awdyBxai.  —  va>  6 
hätte  das  ß^^  des  cod,  M  nach  %vßog  die  Aufnahme  verdient  —  vß^  9  muss 
es  TfT^a/covoo statt  xixqttytiviov  heissen,  wie  in  der  Ausgabe  des  Nikoma- 
chos S.  106,  18.  Dort  scheint  aber  in  der  Zeile  17  zu  vnoxQmv  weder 
nXwQÄv  noch  ygafinfSv ,  sondern  ytovitov  zu  ergänzen ,  was  sich  auch  aus 
dem  Vorhergehenden  am  leichtesten  ergiebt. —  vg,  13  scheint  statt  y^  viel- 
mehr g  zu  schreiben«  —  ib.  20  könnte  in  den  Worten  iv  xa  8lg  tf . . .  ig  eine 
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eigenmächtige  Ergänzung  eines  Copisten  liegen.  Der  Schlass  scheint  anzu- 
deuten, dass  ö\g  y  g  vorhergeht,  was  R  hat. —  Jor,  2  steht  unrichtig  t^iTcAcxaiov 
für  di/iJlafftov;  |y,  3  ebenso  ig  für  le,  $g,  20  la  für  ly. —  w/5  könnte  eingeklam- 
mert sein,  da  es  in  J7  fehlt  und  der  Inhalt  zu  dem,  was  Nikomachos 
sagt,  nicht  passt.  Statt  xov  iiiaov  ist  auch  wohl  to  fiicov  zu  lesen.  —  nt 
wäre  besser  nach  der  Gestalt  gegeben  worden,  die  es  in  ff  hat,  welche 
Handschrift  überhaupt  die  beste  zu  sein  scheint.  Die  Herbciziebung  der 
yBüDfiBTQiKrj  avaXoyict   in   Zeile  4  und   5  ist  eine  höchst  müssige  Künstelei. 

—  nty  10  ist  statt  inl  rcav  TexQCtnXaaimv  xorl  itsvxankaalav  zu  schreiben  in\  Ö 
xol  B ;  denn  es  sind,  wie  das  Folgende  zeigt,  4  und  5  Glieder  der  tQinXdaioi 
gemeint.  —  i,  4  ist  nach  dvdkoyog  g  beizufügen.  —  ba,  4  muss,  wenn  das 
Beispiel  ij*'^  t  zum  Text  passen  soll,  vor  iTSQotArjKrj  hsQov  ausgefallen  sein. 

—  ^f,  6  ist  für  axi^Ba  wohl  itigoi  zu  schreiben.  —  Qf^,  l  und  gtß^  1  könnte 
vor  (nach)  ß  a  ausgefallen  sein.  —  gd^,  1  ist  statt  tovxov  ök  6  ß  zu 
schreiben  tovtov  6i  xov  ß,  pi^,  10  statt  TtQoaxcogijafi  TtQoxcoQrjcH^  ib.  11  statt 
vu  x^«  da  zu  subtrahiren  ist.  —  (>x,  4  ist  hfyov  überflüssig,  da  sine  in  der 
1.  Zeile  steht  und  im  22.  Kap.  Nikomachos  selbst  diese  3  Analogien 
erwähnt.  —  Druckfehler,  die  einer  Verbesserung  bedürfen,  finden  sich 
ig,  2  g  statt  fg,  v,  1  oVi/xoa»,  statt  avvfxooi,  $g,  13  ö  statt  ^,  ib.  34  6dq>0Q0i 
statt  öidq)OQOi,  tt,  12  xaifxo  statt  toiJto,  na^  8  cor  statt  loa,  ^&,  1  $  statt  g,  (»i ,  23 
ixdarjg  statt  hdax^g  (S.  33  Z.  3  v.  o.  ist  25  statt  20  zu  schreiben),  ^XJ,  35 
xov  ^  statt  Tov  g. 

Hiermit  sei  das  Buch  der  Beachtung  Aller,  die  es  mit  Nikomachos 
und  der  alten  Zahlentheerie  überhaupt  zu  thun  haben,  bestens  empfohlen, 
H.  Ho  che  aber  möge  weitere  Gelegenheit  haben,  dieser  Seite  der  Alter- 
thumskunde  seine  fördernden  Dienste  zu  leisten. 

Ansbach.  Fbiedlein. 


Systematisch  geordnete  Aufgaben  zum  Unterricht  in  der  Buchstaben- 
rechnung und  Algebra  für  untere  und  mittlere  Klas- 
sen von  gelehrten  Schulen   und  für  den  Selbstunter- 
richt von  Bernhard  Giseke,  Rector  in  Erfurt.     Halle,  Druck 
und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.    1867. 
Der  Verfasser  genannten  Werkes  geht  von  der  Ansicht  aus,  dass  die 
gebräuchlichen  Aufgabensammlungen  zu  schnell  zu  den  schweren  Aufgaben 
tibergehen ,  die  nicht  hinlänglich  vorbereitet  seien  und  dass  überdies  in  der 
Lehre  von  den  Gleichungen  eine  Anordnung  der  Aufgaben  nach  bestimmten 
Rubriken  nicht  gebräuchlich  sei,  obgleich  eine  solche  wesentlich  dazu  bei- 
trage,  dem  Schüler  Sicherheit  in  der  Behandlung  einer  jeden  einzelnen 
Form  von  Gleichungen  zu  geben.     Der  Autor  hat  daher  die  Beispiele  zur 
Auflösung  der  Gleichungen    ersten   Grades   mit   einer   Unbekannten  so 
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gewählt,  dass  ein  gegliederter  Fortschritt  von  der  einfachsten  Form  der 
Gleiehnng  znr  complicirtesten  stattfindet  und  dieselben  wohl  geeignet  sind, 
selbst  in  vollen  Klassen  eine  niüglichste  Sicherheit  in  der  Behandlung 
genannter  Gleichungen  zn  erzielen.  Aach  die  Wahl  der  Aufgaben  ans  der 
Buchstabenrechnung  ist  im  Ganzen  eine  treHliche.  Doch  kann  Referent 
nicht  umhin,  es  bedenklich  zu  finden,  dass  Potenzen  mit  negativen  Expo- 
nenten eingeführt  werden ,  ehe  das  Wesen  derselben  erkannt  und  die  Ver- 
wandlung derselben  in  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  hinlänglich  ein- 
geübt ist.  Ueberhaupt  scheint  Referenten  die  Wurzellehre  einigermassen 
stiefmütterlich  behandelt  zn  sein ,  insofern ,  als  sämmtliche  Sätze  über  die 
Wurzeln  ans  Prodncten,  Brüchen,  Potenzen  und  Wurzeln,  sowie  die  Poten- 
zen mit  gebrochenen  Exponenten  in  einem  Paragraphen  abgehandelt  und 
mit  nur  60  Beispielen  bedacht  sind.  Vielleicht  wäre  hierin,  sowie  in  der 
Potenzlehre,  derselbe  Umfang  von  Aufgaben  beizubehalten,  den  die 
betreffenden  Kapitel  in  Heis*  Sammlung  von  Aufgaben  etc.  haben.  Auch 
dürfte  sich  der  Verfasser  bewogen  finden,  in  der  nächsten  Auflage  ein 
Kapitel  über  das  Aufsuchen  des  gemeinschaftlichen  Divisors  und  des  gemein- 
schaftlichen Dividuus  algebraischer  Ausdrücke  dem  Werkchen  einzufügen, 
da  die  Kenntniss  dieses  Verfahrens  in  den  Paragraphen  von  dem  Heben 
und  dem  Addiren  der  Brüche  vorausgesetzt  wird. 


Sammlung  yon  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  algebraischen  oder 
rechnenden  Stereometrie  für  Gymnasien,  Real-   und 
höhere  Bürgerschuleui    Gewerb-,   Bau-  und  Militär- 
schulen u.  s.  w.,    bearbeitet  und  herausgegeben  von   Albert 
DiLLiNO,    Dr.   phil.    und    Gymnasiallehrer    zu    Mühlhausen   in 
Thüringen.    Halle,  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.    1866. 
Die  Aufgabe  der  rechnenden  Stereometrie  besteht  bekanntlich  darin, 
die  Beziehungen  aufzusuchen,  die  der  Inhalt  der  Körper,  deren  Oberflächen, 
der  Inhalt  der  Flächen,  die   man  an  denselben  unterscheidet,  sowie  die 
Längenzahlen  der  Kanten  und  sonstigen  Linien,  die  man  in  den  Körpern 
ziehen  kann,  unter  einander  haben.     Muss  sich  nun  der  Unterricht  in  der 
Stereometrie  in  den  meisten  Fällen  darauf  beschränken,  die  Hauplformeln 
in  Bezug  auf  den  körperlichen  Inhalt  und  die  Oberfläche  der  Körper  zu 
entwickeln  und  muss  sich  der  Lehrer  darauf  verlassen ,  dass  die  Schüler 
eine  hinlängliche  Geschicklichkeit  in  der  Algebra  erlangt  haben,  um  erfor- 
derlichen Falles  die  Transformationen  und  Eliminationen  an  den  gegebenen 
Formeln  auch  ohne  Hülfe  des  Lehrers  vornehmen  zu  können  und  sind  zahl- 
reiche Aufgaben  erforderlich,   um  die  Fertigkeit  der  Schüler  zu  erhöhen, 
genannte Belationen  in  möglichst  einfacher  Form  zum  Ausdruck  zu  bringen, 
so  wird  gewiss  jeder  Lehrer  der    Mathematik  obengenanntes  Werk  mit 
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Freaden  begrüssen,  das  in  systematischer  Ordnung,  mit  erschöpfender 
Vollständigkeit  und  in  einfachster  Form  genannte  Belationen  in  Bezog  anf 
das  Prisma,  das  Farallelepiped ,  den  Würfel,  den  Cylinder,  die  Pyramide» 
den  Kegel,  den  Pyramiden-  und  denKegelstnmpf,  ferner  die  Kugel  und  ihre 
Tb  eile ,  sowie  die  regelmässigen  Körper  zusammengestellt  enthält  und  mit 
einer  solchen  Fülle  von  wohlge wählten  Beispielen  versehen  ist,  dass  der 
Lehrer  auf  mehrere  Jahre  hinaus  eine  Auswahl  treffen  kann.  Ist  nun  auch 
Referent  mit  der  Beschränkung  des  Stoffes  auf  das  im  Werke  Gebotene 
im  Allgemeinen  einverstanden,  so  glaubt  er  doch  den  Wunsch  aussprechen 
zu  dürfen ,  dass  es  dem  Autor  gefallen  möge ,  in  der  zweiten  Auflage  das 
Ponton,  den  drei-  und  mehrkantigen  Ring,  das  Prismatoid  und  das 
mehrseitige  schiefabgeschnittene  senkrechte  Prisma  einer  gleichen  Be- 
handlung zu  unterwerfen  und  nmsomehr  das  letztere,  als  es  den  pas* 
sendsten  Uebergang  zum  schiefabgeschnittenen  senkrechten  Cylinder  bildet 
Dresden.  Conr.  Job. 
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